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CAPITOLO 1

Fondamenti matematici

La fisica che andremo a considerare, fa un largo uso dei principi fonda-
mentali e delle rispettive algebre di meccanica relativistica e meccanica
quantistica, volendo tentare di colmare le lacune create dalla formulazione
di una teoria quantistica relativistica.

La matematica utilizzata in teoria dei campi, fa largo uso di teoria degli
spazi algebrici, teoria dei gruppi, algebra tensoriale, teoria delle distribuzio-
ni.

Per una buona comprensione dei capitoli successivi faremo in modo
di rispolverare alcune notizioni fondamentali, rimandando ogni eventuale
approfondimento ad un testo specialistico appositamente dedicato.

1.1 Elementi di calcolo differenziale

Equazioni di Cauchy-Riemann

Queste equazioni risultano essere condizioni sufficienti e necessarie affinchè
una funzione sia analitica, ovvero derivabile di variabile complessa in una
regione.

Teorema 1 Condizione sufficiente e necessaria perchè la funzione w =
f(z) = u(x, y) + iv(x, y) sia analitica in una regione ℜ è che ivi, u e v
soddisfino le equazioni di Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(1.1)

La ragione per cui sono state menzionate, è che esse dominano l’analisi
complessa e spesso risultano essere utili nelle dimostrazioni.

Le funzioni u e v spesso vengono dette coniugate: successivamente ve-
dremo che coppie di equazioni simili in forma a queste reggono il moto in
meccanica hamiltoniana.
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1.1. Elementi di calcolo differenziale

Matrici Jacobiane

Le matrici jacobiane intervengono in numerose questioni, specialmente quan-
do si passa da un sistema di coordinate a un altro, condizione necessaria e
sufficiente affinchè questa operazione sia possibile è che lo jacobiano della
trasformazione sia non nullo.

Definizione 1 Data la trasformazione

Γ : Cn −→ Cn : (x1, x2, ..., xn) −→ (x′1, x
′
2, ..., x

′
n)

si definisce matrice jacobiana l’applicazione lineare

J =
∂(x1, x2, ..., xn)

∂(x′1, x
′
2, ..., x

′
n)

=









∂x1

∂x′
1

∂x1

∂x′
2

... ∂x1

∂x′
n

∂x2

∂x′
1

∂x2

∂x′
2

... ∂x2

∂x′
n

...
. . .

∂xn
∂x′

1

∂xn
∂x′

2
... ∂xn

∂x′
n









(1.2)

Come abbiamo anticipato in precedenza:

Teorema 2 Data la funzione f(x1, x2, ..., xn) : Cn −→ C, condizione ne-
cessaria e sufficiente perchè sia possibile la trasformazione Γ delle coordi-
nate, è che det(J) 6= 0:

f(x1, x2, ..., xn) = |J |f(x′1, x
′
2, ..., x

′
n) (1.3)

Matrici Hessiane

Le matrici hessiane intervengono soprattutto nella ricerca e nello studio dei
punti critici di una funzione a più variabili.

Definizione 2 Data la funzione f(x1, x2, ..., xn) : D −→ C (D ⊆ Cn), si
definisce matrice hessiana di f nel punto P (x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) = P ( ~x0) l’appli-

cazione lineare

H( ~x0) =










∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

... ∂2f
∂x1∂xn

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
... ∂2f

∂x2∂xn
...

. . .
∂2f

∂xn∂x1

∂2f
∂xn∂x2

... ∂2f
∂x2
n










(1.4)

osservando che per semplicità di notazione si è sottointeso

∂2f

∂xi∂xj
=

[
∂2f

∂xi∂xj

]

~x= ~x0

Ricordiamo al lettore che nel caso in cui valga il teorema di Schwarz per

f , ovvero ∂2f
∂xi∂xj

= ∂2f
∂xj∂xi

, l’hessiano è una matrice simmetrica.

Teorema 3 Data la funzione f(x1, x2, ..., xn) : D −→ C, sia P ( ~x0) un
punto di f in cui è possibile costruire l’hessiano. Allora:
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1.2. Sviluppi in serie e trasformate

• Se H( ~x0) > 0 e ∂2f
∂x2

1
< 0, allora ~x0 è di massimo relativo per f ;

• Se H( ~x0) > 0 e ∂2f
∂x2

1
> 0, allora ~x0 è di minimo relativo per f ;

• Se H( ~x0) < 0, allora ~x0 è di sella per f ;

• Se H( ~x0) = 0, allora nulla può essere concluso.

Questo teorema è molto importante, perchè stabilisce un criterio per
trovare i punti critici di f . Tuttavia esistono anche altri criteri, tra cui il
seguente teorema:

Teorema 4 (Corollario al teorema di Silvester) Sia ~x0 un punto sta-
zionario di f e sia f ∈ C2(D). Si ha che:

• Se ∀i : det [Hi( ~x0)] > 0, allora ~x0 è di minimo relativo per f ;

• Se ∀i : (−1)idet [Hi( ~x0)] > 0, allora ~x0 è di massimo relativo per f ;

• Se i due precedenti punti non sono verificati per qualche i ma det [Hi( ~x0)] 6=
0, allora ~x0 è di sella per f .

Se il lettore risulta interessato ad altri criteri o a come trovare i punti
stazionari di f vincolata a m curve gk(x1, x2, ..., xn), si rimanda al metodo
dei moltiplicatori di Lagrange, la cui trattazione trascende ciò che riguarda
l’Hessiano e questo testo in generale.

1.2 Sviluppi in serie e trasformate

Sviluppo in serie di Taylor

Definizione 3 Data la funzione f(x1, x2, ..., xn) : D −→ C (D ⊆ Cn), si
definisce sviluppo in serie di Taylor di f nell’intorno del punto P (x0

1, x
0
2, ..., x

0
n) =

P ( ~x0), la serie

f(~x) = f( ~x0) +
∞∑

i=1

1

i!

[
n∑

k=1

f∆xk

](i)

(1.5)

indicando con (i) l’esponente simbolico come definito comunemente in ana-
lisi e ∆xk = xk − x0

k.

Si ricorda al lettore che l’esponente simbolico non è il comune esponen-
te: esso assegna ai termini sotto esponente i coefficienti del triangolo di
Tartaglia mentre i prodotti tra funzioni vengono sostituiti da operazioni
i− esime di derivazione parziale.

Per esempio, nel caso di due variabili, x e y, avremo:

f(x, y) = f(x0, y0) +

[
∂f

∂x
(x− x0) +

∂f

∂y
(y − y0)

]

+

+
1

2!
[f(x− x0) + f(x, y)(y − y0)]

(2)
+ ...

15



1.2. Sviluppi in serie e trasformate

dove

[f(x, y)(x− x0) + f(x, y)(y − y0)](2) =
1

2!

[
∂2f

∂x2
(x− x0)2+

+2
∂2f

∂x∂y
(x − x0)(y − y0) +

∂2f

∂y2
(y − y0)2

]

Le stesse regole per questo sviluppo dell’esponente simbolico, possono
essere estese al caso di n variabili.

Nel caso in cui si scelga ~x0 = 0 la serie di Taylor si riduce a quella di
McLaurin.

Sviluppo in serie di Laurent

Definizione 4 Data la funzione f(z) : C −→ C, si definisce sviluppo in
serie di Laurent di f nell’intorno del punto P (z0), la serie

f(z) = a0 +

∞∑

i=1

[
ai(z − z0)i + a−i(z − z0)−i

]
(1.6)

avendo definito

ak =
1

2πi

∮

C

f(ζ)

(ζ − z0)k+1
dζ (k = ±1,±2, ...) (1.7)

La parte relativa alle somme delle i positive è detta parte analitica,
mentre quella relativa alle somme di quelle negative è detta parte principale.

Sviluppo in serie di Fourier

Definizione 5 Data la funzione f(z) : C −→ C, analitica per valori finiti
di z e di periodo 2π, si definisce1 sviluppo in serie di Fourier di f , la serie

f(z) =

∞∑

n=−∞
ane

inz (1.8)

avendo definito

ak =
1

2π

∫ 2π

0

f(z)e−ikzdz (k ∈ Z) (1.9)

Trasformata di Laplace

Definizione 6 Data una funzione f(t) definita in ]−∞,+∞[, si definisce
trasformata bilatera2 di Laplace la funzione g(z) associata alla trasforma-
zione

g(z) =

∫ ∞

−∞
f(t)e−ztdt (1.10)

1In realtà non si definisce ma si dimostra: tuttavia in questa sede assumeremo questo
sviluppo in serie come definizione.

2Si può definire anche una trasformazione unilatera, a patto di scegliere il semipiano
di dominio tra ] −∞, 0] e [0,+∞[.
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1.3. La δ di Dirac

L’antitrasformata di Laplace è invece definita secondo la formula di Riemann-
Fourier come

f(t) =
1√
2πi

lim
R−→∞

∫ z0+iR

z0−iR
g(z)eztdz (1.11)

essendo z0 è un qualunque punto entro il dominio di convergenza.

La trasformata di Laplace è nota per la sua caratteristica trasformazione
di una funzione e delle sue derivate, molto utile nella risoluzione di equazioni
differenziali.

Denotando con TL la funzione di trasformazione, esse sono legate dalla
relazione

TL

[

f (n)(t)
]

= znTL [f(t)]−
n−1∑

k=0

zn−(k−1)f (k)(t0) (1.12)

Trasformata di Fourier

Definizione 7 Data una funzione f(t) definita in ]−∞,+∞[ non neces-
sariamente periodica, si definisce trasformata di Fourier la funzione g(w)
associata alla trasformazione

g(w) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
f(t)e−iwtdt (1.13)

L’antitrasformata di Fourier è invece definita come

f̂(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
g(w)e−iwtdw (1.14)

La funzione g(w) è denominata densità spettrale di f(t), poichè g(w)dw
rappresenta l’ampiezza delle componenti di f(t) comprese in [w,w + dw].

Da notare che l’antitrasformata della trasformata di Fourier non restitui-
sce l’argomento originale, ma il prodotto di questo per un fattore costante
(o una matrice in altri casi). Dunque per tornare all’argomento originale è

necessario normalizzare opportunamente f̂(t).

1.3 La δ di Dirac

In meccanica quantistica3, il simbolo detto δ di Dirac viene introdotto per
la necessità di definire le proprietà dello scalare complesso< x|x′ >, essendo
x, x′ variabili continue:

< x′|ψ >=

∫ +∞

−∞
dx < x′|x > ψ(x) =⇒ ψ(x′) =

∫ +∞

−∞
dxδ(x′ − x)ψ(x)(1.15)

3In maniera molto più rigorosa, si definisce matematicamente la funzione di Dirac
nel senso delle distribuzioni in analisi complessa, ma un approccio di questo genere non
rende evidente al lettore il significato fisico di tale simbolo.

17



1.3. La δ di Dirac

Questa è una proprietà fondamentale (ed è anche la definizione fisica
operativa) della δ di Dirac: essa per qualunque stato ψ(x) estrae dall’inte-
grale il valore della funzione in x′. Nel caso discreto avremmo avuto

ψ(x′) =
∑

i

δxδ(x′ − xi)ψ(xi) = δxδ(0)ψ(x′)

con δ(0) = 1
δx −→ ∞. Considerando per un istante ψ(x) = 1 costante,

vediamo che
∫ +∞

−∞
dxδ(x′ − x) = 1 (1.16)

I rapporti con la funzione di Lorentz

Una lorentziana è una funzione del tipo

 Lε(x− x0) =
1

π

ε

(x− x0)2 + ε2
(1.17)

Possiamo immaginarla come una sorta di ’gaussiana’ dalla forma, anche
se non ha nulla a che fare con essa, che è tale che il suo punto di massimo è a
1
πε e a mezza altezza la sua ampiezza vale 2ε, e soprattutto, il suo integrale
esteso alla retta reale vale 1. Il suo comportamento, al limite per ε −→ 0 è
particolare: diventa sempre più stretta e sempre più alta e il suo integrale
non dipende da ε. In effetti man mano che ε cresce tende a somigliare
sempre più ad una δ di Dirac.

Se consideriamo una funzione ψ(x) generica, per ε sufficentemente picco-
lo essa intersecherà in due punti la ’campana’ di Lorentz, e la parte interna
alla campana, al limite, si ridurrà ad un solo punto (x0) in cui ψ(x) sarà
considerabile come costante (mentre all’esterno sarà sempre più prossima
a zero):

∫ +∞

−∞
dx Lε(x− x0)ψ(x) ≃ ψ(x0)

∫ +∞

−∞
dx Lε(x− x0) = ψ(x0)

Pertanto, siamo autorizzati a definire la ’funzione’ di Dirac tramite la
seguente procedura:

lim
ε−→0

∫ +∞

−∞
dx Lε(x − x0)ψ(x) =

∫ +∞

−∞
dxδ(x− x0)ψ(x) = ψ(x0) (1.18)

I rapporti con la funzione di Fourier

Oltre che con la lorentziana, possiamo definire la δ di Dirac in termini di
Fourier, ottenendo un’espressione ben più operativa.

Una funzione di Fourier δT (ω) è definita come

δT (ω) =

∫ T
2

−T
2

eiωtdt =
2

ω
sin(ω

T

2
) = T

sin(ω T2 )

(ω T2 )
(1.19)

Essa è una funzione limitata, oscillante il cui massimo T si ha per ω = 0
(ecco il motivo per cui l’abbiamo elaborata nell’ultima forma: per evitare
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1.4. Notazione 4−vettoriale e tensoriale

che non fosse definita). Essa è inoltre simmetrica e si annulla per multipli
interi di π, ossia per ωn = 2nπ

T .
La distanza tra due zeri consecutivi è ∆ω = 2π

T , per cui supponendo di
far crescere T a dismisura avremo che essa diminuisce e il punto di massimo
aumenta.

Ma per n = 0 ho il massimo e non un zero, per cui ∆ω′ = 4π
T . Per la

sua conformazione oscillante intorno all’asse x, possiamo immaginare che
le aree sopra e sotto l’asse si elidano a vicenda, in quanto per T grande,
∆ω ∼ 0; tutte tranne quella compresa tra gli zeri n = −1 e n = 1 in cui
l’integrale non è nullo, e in cui al limite la funzione sembra un ’triangolo’:

lim
T−→∞

∫ +∞

−∞
δT (ω)dω = lim

T−→∞

1

2
T

4π

T
= 2π =⇒

=⇒ lim
T−→∞

1

2π

∫ +∞

−∞
δT (ω)dω = 1 (1.20)

Analogamente a prima possiamo ripetere il discorso per una ψ(x) gene-
rica, per cui otteniamo infine

lim
T−→∞

∫ +∞

−∞
ψ(ω)δT (ω)dω ∼ 2πψ(0) =⇒

=⇒ lim
T−→∞

1

2π

∫ +∞

−∞
ψ(ω)δT (ω)dω = ψ(0) (1.21)

che è una δ di Dirac se si pensa x′ = ω e x = 0. Di conseguenza avremo

δ(ω′ − ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ei(ω

′−ω)tdt (1.22)

che è scorretta se applicata senza ricordare la procedura appena eseguita.

Proprietà generali

Non faremo la dimostrazione delle seguenti proprietà ma ci limiteremo ad
elencarle per praticità:

• Simmetria: δ(x) = δ(−x);

• δ(αx) = 1
|α|δ(x);

• xδ(x) = 0;

• f(x)δ(x − a) = f(a)δ(x− a);

•
∫
δ(x − y)δ(y − a)dy = δ(x− a).

1.4 Notazione 4−vettoriale e tensoriale

1.4.1 Cenni sui 4−vettori

Definizione 8 Un qualunque punto dello spazio di Minkowsky SM , risulta
individuato da una quaterna di coordinate xµ ≡ (x0, x1, x2, x3) ≡ (x0, ~x)
definita quadrivettore posizione.
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1.4. Notazione 4−vettoriale e tensoriale

Si nota subito che x0 = ct e ~x coincide con le 3 comuni coordinate spa-
ziali, non appena utilizziamo il 4-vettore posizione e la matrice di Lorentz,
che definiremo a breve, per rappresentare le trasformazioni di Lorentz.

Un qualunque ente che si comporta come il 4-vettore posizione, viene
definito 4-vettore.

I quadrivettori sono di due generi nello spazio di Minkowsky (d’ora in
avanti spazio SM ): covariante o controvariante.

Definizione 9 Si dice che un vettore è controvariante se si trasforma con
legge

a′α =
∂x′α

∂xβ
aβ (1.23)

dove ∂x′α

∂xβ
= J è lo jacobiano della trasformazione.

Definizione 10 Si dice che un vettore è covariante se si trasforma con
legge

b′α =
∂xβ

∂x′α
bβ (1.24)

dove ∂xβ

∂x′α = J−1 è l’inverso dello jacobiano della trasformazione.

Da queste definizioni diventa chiaro che il quadrivettore dxµ è con-
trovariante, e da esso, si conclude per integrazione che è tale anche il
quadrivettore xµ.

1.4.2 Cenni di algebra tensoriale

Matematicamente essi si possono definire come applicazioni multilineari
rispetto ad ogni variabile.

In questo modo, un generico tensore pari al prodotto tensoriale tra s
vettori dello spazio vettoriale En per il prodotto tensoriale tra r vettori
dello spazio duale4 E∗

n si dice r volte controvariante e s volte covariante.
La definizione rigorosa dei tensori e delle loro proprietà esulano dallo

scopo di questo testo. Man mano nella trattazione esauriremo le proprietà
per il tensore specifico in studio.

Il tensore metrico

Come è possibile passare da componenti covarianti a componenti controva-
rianti e viceversa? Abbiamo bisogno anche qui di una matrice di trasfor-
mazione lineare, che per motivi precisi viene chiamata tensore metrico o
della metrica.

Tale tensore di rango 2 (una matrice appunto) è definito come

gµν =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







4Lo spazio delle applicazioni lineari su En.
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1.4. Notazione 4−vettoriale e tensoriale

Si noti che gµν è simmetrico, cioè gµν = gνµ e che gµνg
νλ = δµλ .

Da notare che nel caso in cui λ = µ e per la simmetria di gµν si ha
gµνg

µν = 1.
A questo punto si possono definire le leggi di trasformazione in SM

tramite il tensore metrico:

aµ = gµνa
ν aµ = gµνaν (1.25)

che fanno passare da componenti covarianti a controvarianti.

Operazioni con i tensori

Scopo di questo paragrafo non è assolutamente quello di elencare e dimo-
strare i teoremi riguardanti i tensori e la loro algebra. E’ invece suo scopo
quello di fornire delle poche regole fondamentali da applicare nel caso si
abbia a che fare con tensori.

Sfruttando la definizione del tensore metrico, ed indicando con Aµν un
generico tensore controvariante, abbiamo che per passare alle sue compo-
nenti covarianti dobbiamo moltiplicarlo per tante g covarianti quante sono
le componenti che vogliamo trasformare, seguendo un semplice schema:

A̺σ = gµ̺gνσA
µν (1.26)

mettendo come componenti delle g a sinistra la componente che si vuole
trasformare, a destra la componente trasformata. Per passare al medesimo
tensore in componenti miste:

Aµ̺ = gν̺A
µν (1.27)

potendo dunque affermare che g covariante abbassa gli indici. Analoga-
mente g controvariante li alza. Un esempio generico:

T qrsp = gipg
jqgkrglsT ijkl (1.28)

Volendo sfruttare anche un pò di algebra delle g possiamo dire che il
prodotto non saturato sugli indici di g dà una δ di Kronecker:

gµνg
µ̺ = g̺ν = δ̺ν (1.29)

e cos̀ı analogamente per ulteriori indici.
Per concludere, una regola semplice per calcolare le componenti di un

tensore. Supponiamo siano note le componenti Aµν . Vogliamo conoscere in
funzione di queste, tutte le componenti covarianti e miste. Se i = 0 indica la
componente temporale e k = 1, 2, 3 quella spaziale, stabiliamo che innalzare
o abbassare la componente temporale non altera il segno dell’elemento di
matrice; al contrario, ogni volta che si alza o abbassa una componente
spaziale, bisogna cambiare di segno. Questa regole proviene ovviamente da
quanto detto in precedenza. A titolo di esempio:

A00 = A0
0 = A00

A0k = Ak0 = −A0
k = −A0k

A12 = −A1
2 = −A2

1 = A12
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1.5 Campi

1.5.1 Campi vettoriali e tensoriali

Per un’interpretazione fisica del concetto di campo si rimanda ai capitoli
successivi, qui ci limiteremo a descriverlo solo dal punto di vista mate-
matico. Per approfondimenti si rimanda ad un qualunque testo di fisica
matematica.

Definizione 11 Si definisce vettore tangente ad una curva γ(t) differen-
ziabile nel punto P = γ(t0) dello spazio affine Πn, l’applicazione X :
F1(P ) −→ ℜ definita da

X(f) =
df [γ(t)]

dt
|t0 (1.30)

essendo F1(P ) l’insieme di tutte le funzioni f di classe C1.

L’insieme dei vettori tangenti costituisce uno spazio vettoriale che indi-
chiamo con TP e definiamo spazio tangente a Πn in P . La base di tale spazio
è detta base naturale ed è rappresentata dalle derivate parziali rispetto alle
coordinate: ∂

∂x1 , ...,
∂
∂xn .

Definizione 12 Si definisce campo vettoriale in un aperto U dello spazio
affine Πn, un’applicazione X che ad ogni punto P ∈ U associa un vettore
X(P ) ∈ TP .

Definizione 13 Sia f ∈ F1(P ): si definisce differenziale di f in P , l’ap-
plicazione df |P : TP −→ ℜ tale che

df |P (X) = X(f) ∀X ∈ TP (1.31)

I differenziali df1, ..., dfn costituiscono la base dello spazio duale T ∗
P . In

questo modo possiamo definire i campi tensoriali.

Definizione 14 Si definisce campo tensoriale r-controvariante e s-covariante
in un aperto U di Πn, un’applicazione T che ad ogni P ∈ U associa un
tensore T (P ) ∈ Ers .
In termini di componenti possiamo scrivere dunque

T = T i1,...,irj1,...,js

∂

∂xi1
⊗ ...⊗ ∂

∂xir
⊗ dxj1 ...dxjs (1.32)

1.5.2 Derivata di un campo vettoriale

Trasformazioni cartesiane

Cominciamo con il calcolare la derivata di un campo vettoriale e vedere
come questa varia rispetto ad un cambiamento di coordinate. Dati due
sistemi di coordinate cartesiane (x1, ..., xn) e (y1, ..., yn), consideriamo X =
X i∂i = X ′i∂′i, essendo ∂i rispetto a xi e ∂′i rispetto a yi.

Indicando con Aji la matrice del cambiamento di base e con Bji la sua
inversa, avremo che

∂′i = Aji∂j ∂i = Bji ∂
′
j
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e

X ′j = BjiX
i Xj = AjiX

′i

essendo xi = Aijy
j + ai. Con queste notazioni la regola di Leibniz

∂

∂yh
=
∂xk

∂yh
∂

∂xk

assume forma ∂′h = ∂′hx
k∂k. Detto ciò avremo

∂′hX
′i = ∂′h(BijX

j) = ∂′hx
k∂k(BijX

j) = AkhB
i
j∂kX

j

mettendo in risalto che le derivate delle componenti di un campo vettoria-
le si trasformano come le componenti di un campo tensoriale doppio una
volta covariante e una volta controvariante nel passaggio da un sistema di
coordinate cartesiane ad un altro.

Trasformazioni non cartesiane

Nel caso in cui le trasformazioni non sono cartesiane, le matrici jacobiane
che intervengono non sono costanti e avremo

∂′i = ∂′ix
j∂j ∂i = ∂iy

j∂′j

e

X ′i = ∂jy
iXj X i = ∂′jx

iX ′j

Avremo dunque

∂hX
i = ∂h(∂′jx

iX ′j) = ∂hy
k∂′k(∂′jx

iX ′j)

= ∂hy
k∂′jx

i∂′kX
′j + ∂hy

k∂′2kjx
iX ′j

= ∂hy
k∂′jx

i∂′kX
′j + ∂hy

k∂′qx
i∂py

q∂′2kjx
pX ′j

= ∂hy
k∂′jx

i(∂′kX
′j + ∂py

j∂′2kqx
pX ′q)

avendo usato la solita regola di Leibniz

∂2xi

∂yk∂yj
=
∂xi

∂yq
∂yq

∂xp
∂2xp

∂yk∂yj
⇐⇒ ∂′2kjx

i = ∂′qx
i∂py

q∂′2kjx
p

Posto Γjkq = ∂py
j∂′2kqx

p (che tratteremo nei paragrafi successivi e che notia-
mo essere simmetrico rispetto agli indici di covarianza) e

∇kX ′j = ∂′kX
′j + ΓjkqX

′q (1.33)

avremo infine

∂hX
i = ∂hy

k∂′jx
i∇kX ′j (1.34)

Quanto trovato vale per un campo vettoriale X i; possiamo svolgere i
medesimi calcoli per un tensore una volta covariante Xi ottenendo infine

∇kX ′
j = ∂′kX

′j − ΓqkjX
′
q (1.35)

e

∂hXi = ∂iy
j∂hy

k∇kX ′j (1.36)
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1.5.3 Derivata di un campo tensoriale

L’estensione dei calcoli fatti nel paragrafo precedente al caso di un tensore
r−controvariante e s−covariante è immediata:

∂hT
i1,...,ir
j1,...,js

= ∂hy
k∂′h1

xi1 ...∂′hrx
ir∂j1y

k1 ...∂jsy
ks∇kT ′h1,...,hr

k1,...,ks (1.37)

con

∇kT ′h1,...,hr
k1,...,ks = ∂kT

′h1,...,hr
k1,...,ks

−Γjkk1T
′h1,...,hr
j,...,ks − ...− ΓjkksT

′h1,...,hr
k1,...,j

+Γh1

kjT
′j,...,hr
k1,...,ks + ...+ ΓhrkjT

′h1,...,j
k1,...,ks (1.38)

1.5.4 Simboli di Christoffel

Partendo dalla derivata di un campo tensoriale, e considerando che le com-
ponenti del tensore metrico sono costanti su Πn, cioè ∂ighk = 0 in ogni
punto, avremo che ∇ighk = 0 in qualunque sistema di coordinate, per cui

∂ighk − Γjihgjk − Γjikghi = 0

Permutando gli indici otteniamo altre due equazioni; sottraendo la terza
dalla somma delle prime due e tenendo conto della simmetria di gij e degli
indici in basso di Γihk si ottiene dopo un pò di algebra

Γrih =
1

2
gkr(∂ighk + ∂hgki − ∂kgih) (1.39)

che vengono chiamati simboli di Christoffel e giocano un ruolo fondamentale
nella teoria di campo gravitazionale di Einstein. Si dimostra che tali simboli
non sono le componenti di un tensore.

1.5.5 Derivata covariante

Il concetto di derivata covariante si introduce su una varietà differenziabile
ed è alla base delle moderne teorie di campo come vedremo in seguito.

Definizione 15 Una connessione lineare su una varietà differenziabile Vn
è un’applicazione ∇ che ad ogni campo di vettori X associa un campo di
tensori 1−controvariante e 1−covariante ∇X, detto derivata covariante di
X e tale che

• ∇(X + Y ) = ∇X + ∇Y , essendo X,Y campi definiti sullo stesso
aperto;

• ∇(fX) = df ⊗X+ f∇X essendo f una funzione reale e X un campo
di vettori definibili sullo stesso aperto.

In una base naturale avremo

∇hXk = ∂h(Xk) + ΓkhiX
i (1.40)

essendo Γkhi i coefficienti della connessione, ovvero i simboli di Christoffel.
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Se i coefficienti della connessione si annullano allora la connessione è
piatta.

Definizione 16 Per ogni campo di vettori Y , la derivata covariante ∇Y
lungo Y associa ad ogni campo di tensori r−controvarianti e s−covarianti,
un campo di tensori r−controvariante e s−covariante che verifica le se-
guenti condizioni:

• ∇Y f = Y (f) per ogni funzione reale f di classe Ch;

• ∇Y (T + T ′) = ∇Y T +∇Y T ′ essendo T, T ′ dello stesso rango definiti
sullo stesso aperto;

• ∇Y (T ⊗ S) = ∇Y T ⊗ S + T ⊗∇Y S;

• ∇Y commuta con l’operazione di contrazione degli indici.

In una base naturale avremo

∇hT i1,...,irj1,...,js
= ∂hT

i1,...,ir
j1,...,js

−Γkhj1T
i1,...,ir
k,...,js

− ...− ΓkhjsT
i1,...,ir
j1,...,k

+Γi1hkT
k,...,ir
j1,...,js

+ ...+ ΓirhkT
i1,...,k
j1,...,js

(1.41)

la cui notevole proprietà è quella di poter essere utilizzata seguendo le
tradizionali leggi sulla derivazione.

1.6 Algebra dei 4-vettori

1.6.1 Il gruppo di Lorentz

Il gruppo di Lorentz L(4) può essere definito come l’insieme delle matrici
Λ reali 4x4 tali che

Λ̃GΛ = G

essendo

G =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







da cui si deduce det(G) = −1 e G2 = I. Nei prossimi paragrafi indicheremo
G con la notazione gµν .

Le matrici Λ formano cos̀ı un gruppo e sono tali che l’identità I = δµν ,
il prodotto Λ1Λ2 e Λ−1 appartengano a tale gruppo. Tali matrici vengono
dette matrici di Lorentz e operano su quadrivettori dello spazio SM .

L(4) è un gruppo a 6 parametri indipendenti, poichè dalla condizione di
definizione dei suoi elementi si ottengono dieci equazioni indipendenti per
i 16 elementi di Λ

Sempre dalla definizione, si ottiene facilmente che det(Λ) = ±1.
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La matrice di Lorentz

Le trasformazioni di Lorentz sono, come richiesto, lineari. E’ dunque lecito
chiedersi se esiste un’applicazione lineare (una matrice) che possa esprimerle
in forma compatta.

Essa esiste, è simmetrica e si indica con Λ ≡ Λµν :

Λµν =







γ γβ 0 0
γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1







essendo γ il noto fattore di contrazione di Lorentz.
Da cui le trasformazioni di Lorentz in forma compatta, nel caso di moto

relativo lungo l’asse x:

x′µ = Λµνx
ν (1.42)

manifestamente controvariante. Le trasformazioni inverse, come ci in-
segna l’algebra delle matrici, saranno

x̺ = (Λ−1)̺µx
µ (1.43)

di matrice inversa

(Λ−1)µν =







γ −γβ 0 0
−γβ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1







1.6.2 Prodotto scalare e vettoriale

Dati i due quadrivettori A e B, il loro prodotto scalare AµB
µ si verifica

essere invariante:

A′
µB

′µ = (Λ−1)νµAνΛµ̺B
̺ = AνB

ν (1.44)

Risulta invariante anche il loro prodotto vettoriale AµBµ = Tµν :

A′
µB

′
ν = Λ̺µA̺Λ

σ
νB

σ = Λ̺µ(A̺B
σ)Λσν = Λ̺µT̺σΛσν (1.45)

che stabilisce la legge di trasformazione tra tensori perchè essi siano
invarianti.

1.6.3 Operatori 4-vettoriali

Introduciamo i noti operatori vettoriali.

Definizione 17 Si definisce quadrigradiente di uno scalare Φ la quantità
vettoriale controvariante ∂µ = ∂

∂xµ
≡ (1

c
∂
∂t ,−~∇) o la quantità vettoriale

covariante ∂µ = ∂
∂xµ ≡ (1

c
∂
∂t ,

~∇).

Nota: il quadrigradiente di un quadrivettore è un tensore di rango 2
subito costruito.
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Definizione 18 Si definisce quadridivergenza di un quadrivettore Aµ lo
scalare ∂

∂xµ
Aµ = ∂

∂xµA
µ.

Definizione 19 Si definisce quadrirotore di un quadrivettore Aµ il tensore
T µν ≡ ∂

∂xµ
Aν − ∂

∂xν
Aµ.

Consideriamo il prodotto scalare del quadrigradiente covariante e con-
trovariante:

∂µ∂
µ =

1

c2
∂2

∂t2
−∇2 = � (1.46)

ovvero l’operatore di D’Alembert, che dunque è un invariante in SM .

1.6.4 Teoremi di Gauss e Stokes

Di questi due teoremi faremo largo uso in forma covariante, che riportiamo
i seguito:

Teorema 5 (Teorema di Gauss) Sia dΩ = dx0dx1dx2dx3 l’elemento sca-
lare di volume e sia dSµ = dΩ∂µ il relativo elemento di ipersuperficie che
racchiude dΩ. Allora

∮

AµdSµ =

∫

∂µA
µdΩ (1.47)

Teorema 6 (Teorema di Stokes) Sia dfµν l’elemento di ipersuperfucie
che delimita la curva chiusa 4-dimensionale lungo cui è integrato il vettore
Aµ e dxµ = dfµν∂ν il relativo elemento di curva. Allora

∮

Aµdx
µ =

∫

∂νAµdf
µν =

1

2

∫

(∂νAµ − ∂µAν)dfµν (1.48)

1.7 Elementi di meccanica analitica

Supponiamo di voler studiare il moto di un punto materiale nello spazio
4-dimensionale. Ciò significa che abbiamo bisogno di 4 coordinate per in-
dividuare la sua posizione univocamente. Il numero 4 non è casuale: esso
rappresenta il numero di gradi di libertà di questo sistema.

Supponiamo di avere adesso N punti materiali: questa volta il numero
di gradi di libertà sarà 4N .

Tali grandezze non devono essere necessariamente le coordinate cartesia-
ne del punto; le condizioni del sistema in esame possono portare a scegliere
un altro set di coordinate, purchè esauriscano il numero di gradi di libertà.

Se s è il numero di gradi di libertà, definiamo coordinate generalizzate
il set di grandezze q1, ..., qs che ci danno informazioni sulla posizione dei
punti del sistema.

Tuttavia queste grandezze da sole non bastano a descrivere il sistema,
in quanto potendo questo avere velocità arbitrarie, la posizione può variare
di istante in istante. Per ovviare a questo problema, utilizziamo nel nostro
studio anche il set di grandezze q̇i = dqi

dt dette velocità generalizzate.
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In questo modo assegnate le coordinate e le velocità, esiste un solo set
di accelerazioni ad un determinato istante, e questo significa che legando
in maniera opportuna le ultime con le prime, possiamo risalire alle equa-
zioni del moto del sistema degli N punti materiali ed in maniera univoca
determinarne le loro traiettorie.

1.7.1 Equazioni di Eulero-Lagrange

Supponiamo che ogni sistema meccanico possa essere definito totalmente
da una funzione L = L(t, q1, ..., qs, q̇1, ..., q̇s) che chiameremo lagrangiana.

Questa è la prima ipotesi del principio di minima azione, a cui seguono
ulteriori ipotesi.

Siano q(1)(t1) il set di coordinate all’istante t1 e q(2)(t2) il set di coor-
dinate all’istante t2.

Sia definita azione la funzione

S =

∫ t2

t1

dtL(t, q1, ..., qs, q̇1, ..., q̇s) (1.49)

Il sistema allora si muoverà in maniera tale da rendere S minima.

Ciò equivale a dire che la variazione δS è nulla se L(t, q1, ..., qs, q̇1, ..., q̇s)
è la lagrangiana del sistema.

Supponendo che lo stato delle coordinate ad un determinato istante sia
q = q(t), all’istante successivo avremo q = q(t + δt) = q(t) + δq(t) da cui
deduciamo la definizione di variazione per una funzione rispetto ad una
variabile qualunque:

δf(x1, ..., xs) = f(x1 + δx1, ..., xs + δxs)− f(x1, ..., xs) (1.50)

Poichè negli istanti t = t1 e t = t2 tutte le funzioni devono assumere
rispettivamente i valori q(1)(t1) e q(2)(t2), avremo il sistema di 2s equazioni

{
δq(1)(t1) = q1(t1 + δt)− q(1)(t1)

δq(2)(t2) = q2(t2 + δt)− q(2)(t2)

che porta alla condizione δq(1)(t1) = δq(2)(t2) = 0. D’ora in avanti, per
semplicità di notazione indicheremo con q il set di coordinate generalizzate
e con q̇ il set delle velocità ad esse correlate, ricordando al lettore che con
questa notazione indichiamo un totale di 2s variabili. Detto ciò possiamo
riscrivere il principio di minima azione nella forma

δS = δ

∫ t2

t1

dtL(t, q, q̇) = 0 (1.51)

La variazione δS si ottiene dalla definizione:

δS =

∫ t2

t1

dtL(t+ δt, q + δq, q̇ + δq̇)−
∫ t2

t1

dtL(t, q, q̇) (1.52)
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Osservando che

δ
∂f(x1, ..., xs)

∂xi
=

∂f(x1 + δx1, ..., xs + δxs)

∂xi
− ∂f(x1, ..., xs)

∂xi

=
∂

∂xi
[f(x1, ..., xs) + δf(x1, ..., xs)]−

∂f(x1, ..., xs)

∂xi

=⇒ δ
∂f(x1, ..., xs)

∂xi
=

∂

∂xi
δf(x1, ..., xs) (1.53)

avremo δq̇ = d
dtδq. Eseguendo a questo punto la variazione sull’azione:

δS =

∫ t2

t1

dt

[
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇
δq̇

]

=

∫ t2

t1

dt

[
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇

d

dt
δq

]

Integrando per parti il secondo addendo:

δS =

∫ t2

t1

dt
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q̇
δq|t2t1 −

∫ t2

t1

dt
d

dt

∂L
∂q̇
δq

Poichè δq(1)(t1) = δq(2)(t2) = 0, avremo infine (abbiamo alterato l’ordine
degli addendi, ma ciò non lede la generalità poichè la differenza integranda
è comunque nulla)

δS =

∫ t2

t1

dt

[
d

dt

∂L
∂q̇
− ∂L
∂q

]

δq = 0

L’integrale è nullo per tutti gli arbitrari valori δq: ciò è possibile se e
solo se l’integrando è identicamente nullo, da cui deduciamo, ricordando
che abbiamo usato q in luogo di s coordinate:

d

dt

∂L
∂q̇i
− ∂L
∂qi

= 0 i = 1, 2, ..., s (1.54)

che prendono il nome di equazioni di Eulero-Lagrange.

Osservazione 1 Una importante proprietà della variazione d’azione S e
delle equazioni del moto, è che restano immutate se al posto di L utilizzia-
mo L′ = L + d

dtϕ, ovvero una lagrangiana che differisce dalla prima per
un termine pari ad una derivata totale rispetto al tempo di una generica
funzione ϕ(q, t). Infatti

S′ =

∫ t2

t1

dtL′(t, q, q̇) =

∫ t2

t1

dtL(t, q, q̇) +

∫ t2

t1

dt
d

dt
ϕ(q, t)

= S + ϕ
[

q(1)(t1), t1

]

− ϕ
[

q(2)(t2), t2

]

(1.55)

Il termine aggiuntivo scompare non appena eseguiamo la variazione, la-
sciando immutata δS e le equazioni (1.54).
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Costruzione di L
Dobbiamo stabilire in che modo costruire la lagrangiana per poter sfruttare
le (1.54).

Riscriviamo le equazioni del moto della meccanica newtoniana, per un
sistema di s punti materiali di masse mi soggette ad un potenziale V(q) =
V(q1, ..., qs):

miq̈i = − ∂

∂qi
V(q) (1.56)

Dalla conoscenza dell’espressione di V(q) e risolvendo le s equazioni
differenziali appena trovate, possiamo risalire alle traiettorie dei punti del
sistema, dovendo ottenere gli stessi risultati del metodo lagrangiano.

Moltiplichiamo ambo i membri per la variazione δqi. Considerando che
q̈iδqi = d

dt (q̇iδqi)− q̇i ddtδqi = d
dt(q̇iδqi)− q̇iδq̇i, otteniamo5

miq̇iδq̇i −
∂

∂qi
V(q)δqi = 0

Poichè δV(q) =
∑ ∂V(q)

∂qi
δqi, sommando su tutti i gradi di libertà otte-

niamo nell’equazione precedente

miq̇iδq̇i − δV(q) = 0

Integrando rispetto al tempo tra gli istanti t1 e t2 avremo

∫ t2

t1

[
s∑

i=1

miq̇iδq̇i − δV(q)

]

= 0

che per analogia con quanto ottenuto nel caso dell’azione meccanica, ci
suggerisce di assumere

δL(t, q, q̇) =

s∑

i=1

miq̇iδq̇i − δV(q) = δ

[
s∑

i=1

1

2
miq̇i

2 − V(q)

]

e in definitiva

L(t, q, q̇) =
s∑

i=1

1

2
miq̇i

2 − V(q) = T (q̇)− V(q) (1.57)

pari alla differenza di energia cinetica e potenziale del sistema secondo la
convenzione di segni utilizzata. Nei prossimi paragrafi vedremo comunque
come L è legata all’energia totale del sistema, non essendo tale.

Variabili cicliche

Supponiamo che L(t, q, q̇) non dipenda esplicitamente da una delle s +
1 grandezze (coordinate generalizzate e tempo) di cui è funzione. Sia qi

5Stiamo volontariamente trascurando il termine d
dt

(q̇iδqi), che essendo una derivata
totale rispetto al tempo non svolge alcun ruolo nell’azione meccanica che stiamo tentando
di costruire, come il lettore può facilmente verificare.
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tale grandezza. Dalle (1.54) allora avremo nullo il secondo addendo e di
conseguenza

d

dt

∂L
∂q̇i

= 0 =⇒ ∂L
∂q̇i

= cost. (1.58)

che ci dice che il momento cinetico coniugato i−esimo pi definito come
pi = ∂L

∂q̇i
si conserva nel tempo, essendo dunque un integrale primo del

moto.

Simmetrie e leggi di conservazione

Supponiamo adesso che L non dipenda esplicitamente dal tempo t, dunque
∂L
∂t = 0. Differenziando otteniamo:

dL(t, q, q̇) =
∂L
∂t
dt+

∂L
∂q
dq +

∂L
∂q̇
dq̇

sottintendendo le somme sui differenziali relativi a q e q̇. Per le ipotesi date
e utilizzando le (1.54) otteniamo

d

dt
L(q, q̇) =

d

dt

∂L
∂q̇
q̇ +

∂L
∂q̇
q̈ =

d

dt

(
∂L
∂q̇
q̇

)

=⇒ d

dt

(
s∑

i=1

∂L
∂q̇i

q̇i − L
)

= 0

che mostra in maniera evidente la conservazione di una certa quantità E
rispetto al tempo. Utilizzando la definizione (1.57) e sfruttando il teorema
di Eulero sulle funzioni omogenee avremo

∑

i

q̇i
∂L
∂q̇i

=
∑

i

q̇i
∂T
∂q̇i

= 2T

da cui sostituendo in E otteniamo

E = T (q̇) + V(q) (1.59)

definita energia del sistema. Quanto appena trovato equivale a dire che
l’omogeneità del tempo implica la conservazione dell’energia del sistema.

Analogamente supponiamo che lo spazio sia omogeneo, cioè che le pro-
prietà del nostro sistema isolato non cambino per traslazioni spaziali infi-
nitesime ε.

In queste ipotesi tutti i punti del sistema si spostano di uno stes-
so segmento mantenendo inalterate le relative velocità; di conseguenza la
variazione della lagrangiana sarà δL = ε

∑ ∂L
∂qi

.
La condizione δS = 0 implica l’annullarsi della somma trovata e dalle

equazioni (1.54) ricaviamo

∑

i

d

dt

∂L
∂q̇i

=
d

dt

∑

i

∂L
∂q̇i

= 0

che mostra come la quantità che abbiamo definito momento cinetico coniu-
gato si conservi nel moto. Nel caso di coordinate cartesiane, tale quantità
coincide con l’impulso che conosciamo. Da notare che al contrario dell’ener-
gia, il momento cinetico è additivo e pari alla somma dei singoli momenti,
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indipendentemente che l’interazione tra i punti del sistema sia trascurabile
o meno.

Quanto trovato ci suggerisce che l’omogeneità dello spazio implica la
conservazione del momento.

Le simmetrie più generali e i gruppi di simmetria ad essi associati ver-
ranno affrontate più avanti in maniera più esaustiva e rigorosa, quando
parleremo del teorema di Noether.

Formulazione generale

La costruzione (1.57) come differenza di energia cinetica e potenziale è
sempre valida. Tuttavia l’energia cinetica di un sistema assume la forma
ricavata in quel caso solo se le coordinate sono cartesiane o curvilinee.

Il caso più generale è quello che prevede l’utilizzo di un tensore dop-
pio simmetrico aij funzione delle coordinate e tale da descrivere l’energia
cinetica totale del sistema secondo la relazione definita positiva

T =
1

2

∑

i,j

aij q̇iq̇j (1.60)

In questo modo l’energia cinetica può dipendere anche dalle coordinate e

E =
1

2

∑

i,j

aij q̇iq̇j + V(q1, ..., qs) = T (q, q̇) + V(q) (1.61)

La forma di aij è presto ottenuta; siano fi(q1, ..., qs) = xi le trasforma-
zioni che fanno passare dalle coordinate cartesiane a quelle generalizzate.
Avremo

ẋi =
∑

j

∂fi
∂qj

q̇j

Per cui

T =
1

2

∑

i

mi(ẋ
2
i + ẏ2

i + ż2
i ) =

1

2

∑

i,j

aij q̇iq̇j (1.62)

1.7.2 Equazioni canoniche di Hamilton

Il metodo lagrangiano non è l’unico che ci permette di ricavare le equa-
zioni del moto di un sistema di punti materiali. Esiste una formulazione
che è legabile ad essa ma sostanzialmente diversa, quella hamiltoniana,
che si rivelerà particolarmente utile in qualunque formulazione di natura
quantistica.

Costruzione di H
Differenziando la lagrangiana otteniamo

dL(t, q, q̇) =
∑

i

∂L
∂qi

dqi +
∑

i

∂L
∂q̇i

dq̇i

32



1.7. Elementi di meccanica analitica

Per le definizioni di impulsi generalizzati e per le (1.54) otteniamo

dL(t, q, q̇) =
∑

i

ṗidqi +
∑

i

pidq̇i

Poichè pdq̇ = d(pq̇)− q̇dp, possiamo riscrivere

d

(
∑

i

piq̇i − L(t, q, q̇)

)

= −
∑

i

ṗidqi +
∑

i

q̇idpi

Se definiamo funzione di Hamilton o hamiltoniana del sistema l’energia,
avremo

H(t, q, p) =
∑

i

piq̇i − L(t, q, q̇) (1.63)

e dal suo differenziale ricaviamo il sistema di 2s equazioni differenziali del
primo ordine

{

q̇i = ∂H
∂pi

ṗi = −∂H∂qi
(1.64)

dette equazioni canoniche o equazioni di Hamilton.

Simmetrie e conservazioni

La struttura delle equazioni canoniche è manifestamente simmetrica. Ri-
cavando la derivata totale rispetto al tempo di H(t, q, p) e sostituendo le
relazioni canoniche otteniamo banalmente

dH
dt

=
∂H
∂t

in cui si nota che se H non dipende esplicitamente dal tempo, l’energia
totale del sistema si conserva, proprio come nel caso di L(q, q̇).

Supponiamo adesso che Φ = Φ(t, q, p) sia un integrale del moto, cioè
che

dΦ

dt
=
∂Φ

∂t
+
∑

i

(
∂Φ

∂qi
q̇i +

∂Φ

∂pi
ṗi

)

= 0

Sfruttando le (1.64) otteniamo

∂Φ

∂t
+ {HΦ} = 0 (1.65)

avendo utilizzato la notazione

{HΦ} =
∑

i

(
∂H
∂pi

∂Φ

∂qi
− ∂H
∂qi

∂Φ

∂pi

)

(1.66)

detta parentesi di Poisson. Se ∂Φ
∂t , cioè l’integrale del moto non dipende

esplicitamente dal tempo, avremo che Φ si conserva se e solo se la sua
parentesi di Poisson con l’hamiltoniana si annulla.
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1.7.3 Teorema di Liouville

Definiamo prima di tutto lo spazio delle fasi come quello spazio a 2s di-
mensioni, i cui assi coordinati sono le coordinate e gli impulsi generalizzati.

Ogni punto di questo spazio rappresenta uno stato del sistema: l’evolu-
zione temporale del sistema si traduce nella descrizione di una traiettoria,
detta di fase.

Consideriamo l’elemento di volume dΓ =
∏
dqi
∏
dpi e integriamolo

sullo spazio delle fasi, ottenendo il volume di questo.
Senza dimostrarlo, diciamo che il teorema di Liouville afferma che se

ogni punto dello spazio delle fasi si muove nel tempo secondo le equazioni
canoniche, il volume dell’elemento rimane costante.

Sostanzialmente questo accade perchè il volume è invariante per trasfor-
mazioni canoniche e perchè l’evoluzione temporale dei punti dello spazio
delle fasi secondo le leggi del moto, le equazioni canoniche appunto, può
essere considerata una trasformazione canonica.

1.8 Algebra di Lie

Non è scopo di questo paragrafo, nè di questo testo in generale, dare nozioni
approfondite sull’algebra di Lie o i gruppi di Lie. Tuttavia si ritiene oppor-
tuno avere un minimo di fondamenti riguardo essi poichè sono fortemente
utilizzati, in maniera più o meno complessa, nella costruzione delle teorie
di gauge dal quale emerge il modello standard.

1.8.1 Gruppo delle matrici di Lie

E’ previsto che il lettore abbia i requisiti minimi per leggere questo pa-
ragrafo: le definizioni di gruppo e gli elementi fondamentali dell’algebra
astratta.

Definizione 20 Si definisce gruppo lineare generale sui numeri reali, de-
notato da GL (n,R), il gruppo di tutte le matrici invertibili nxn ad elementi
reali. Analogamente è definito GL (n,C) sui numeri complessi, il gruppo
lineare generale delle matrici invertibili nxn ad elementi complessi.

I GL (n,G) sono gruppi rispetto all’operazione di prodotto tra matrici:
il prodotto di 2 matrici invertibili è invertibile, la matrice identità è un
identità per il gruppo, una matrice invertibile ha per definizione un’inversa
e il prodotto è associativo.

Definizione 21 Sia Mn (C) lo spazio di tutte le matrici complesse nxn.

Definizione 22 Sia Am una sequenza di matrici di Mn (C). Diciamo che
Am converge ad una matrice A se ogni elemento di Am coverge al rispettivo
elemento di A per m −→∞: (Am)kl −→ Akl ∀1 ≤ k, l ≤ n.
Definizione 23 Si definisce un gruppo di matrici di Lie ogni sottogruppo
G di GL (n,C) tale che se Am è una qualunque sequenza di matrici in G e
questa converge ad una matrice A, allora A ∈ G o A non è invertibile.

Quest’ultima definizione equivale a dire che un gruppo di matrici di Lie
è un sottogruppo chiuso di GL (n,C).
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1.8. Algebra di Lie

1.8.2 Gruppi SL (n, R) e SL (n, C)

Questi sono i gruppi speciali lineari, gruppi di matrici nxn invertibili, con
elementi reali o complessi rispettivamente, che hanno determinante pari a
1. Entrambi sono sottogruppi di GL (n,C).

Se una sequenza di matrici Am a determinante 1 converge ad A, allora
A avrà determinante 1 poichè questo è una funzione continua: dunque i
gruppi speciali lineari sono gruppi di matrici di Lie.

1.8.3 Gruppi O (n) e SO (n)

O (n) è il gruppo delle matrici ortogonali, definite come matrici reali nxn i
cui vettori colonna sono ortonormali, ovvero

n∑

l=1

AljAlk = δjk 1 ≤ j, l ≤ n (1.67)

In maniera equivalente, A è ortogonale se preserva il prodotto interno in Rn:
< x, y >=< Ax,Ay > ∀x, y ∈ Rn, o ancora equivalentemente se AtA = I,
essendo At la matrice trasposta di A.

Poichè detAt = detA avremo detAtA = (detA)
2

= detI = 1, da cui
detA = ±1. A partire da ciò e dalle definizioni, si dimostra facilmente che
ogni matrice ortogonale deve essere invertibile e che l’inversa è ortogonale,
che il prodotto di 2 matrici ortogonali è ancora una matrice ortogona-
le e quindi che esse formano un gruppo, O (n), anch’esso sottogruppo di
GL (n,C).

Grazie alla relazione AtA = I, il limite di una sequenza di matrici
ortogonali è una matrice ortogonale; dunque O (n) è un gruppo di matrici
di Lie.

L’insieme delle matrici ortogonali a determinante 1 è detto speciale e si
indica con SO (n), che è chiaramente un sottogruppo di O (n) e quindi di
GL (n,C): infine si mostra facilmente che anch’esso è un gruppo di matrici
di Lie.

Geometricamente gli elementi di O (n) sono rotazioni o combinazioni di
rotazioni e riflessioni, mentre quelli di SO (n) sono solo rotazioni.

1.8.4 Gruppi U (n) e SU (n)

Una matrice complessa A nxn si dice unitaria se i suoi vettori colonna sono
ortonormali:

n∑

l=1

ĀljAlk = δjk 1 ≤ j, l ≤ n (1.68)

In maniera equivalente A è unitaria se preserva il prodotto interno in C o
se A†A = I. Come le matrici di O (n), anche quelle unitarie hanno deter-
minante ±1 e su queste si possono riproporre le stesse considerazioni del
paragrafo precedente per mostrare che formano un gruppo, che chiamiamo
U (n) e che è sottogruppo di GL (n,C).

Il limite di matrici unitarie è una matrice unitaria, per cui U (n) è un
gruppo di matrici di Lie. Il gruppo di tutte le matrici unitarie a determi-
nante 1 viene chiamato gruppo speciale unitario SU (n). Poichè le matrici
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di questo gruppo possono avere determinante eiθ, per ogni θ, esso è un sot-
togruppo più piccolo di U (n), con una dimensione in meno rispetto a que-
st’ultimo (mentre SO (n), pur essendo sottogruppo di O (n), ne manteneva
la stessa dimensione).

1.8.5 Gruppi R0, C0, S1, R, Rn

Il gruppo dei numeri reali R
0 non nulli per la moltiplicazione, non è co-

stituito di matrici ovviamente, ma è isomorfo a GL (1,R), come è facile
mostrare, per cui è un gruppo di matrici di Lie.

Analogamente il gruppo dei numeri complessi non nulli C0 per la mol-
tiplicazione è isomorfo a GL (1,C) ed è dunque un altro gruppo di matrici
di Lie.

Il gruppo S1 dei numeri complessi con valore assoluto 1 è isomorfo a
U (1): anch’esso un gruppo di matrici di Lie.

Il gruppo R dei numeri reali per l’addizione è isomorfo al gruppoGL (1,R)+

delle matrici reali 1x1 con determinante positivo per la mappa x −→ [ex],
mentre Rn è isomorfo al gruppo delle matrici reali diagonali con elementi
positivi sulla diagonale.

1.8.6 Gruppo E (n)

Il gruppo euclideo E (n) è definito di tutte le mappe di Rn su sè stesso che
preservano la distanza euclidea: f : Rn −→ Rn tali che d (f (x) , f (y)) =
d (x, y) ∀x, y ∈ Rn, essendo d (x, y) = |x − y| l’usuale distanza definita in
Rn.

Non abbiamo fatto alcuna richiesta sulla struttura di f , in particola-
re non abbiamo richiesto che sia necessariamente lineare. E (n) non è un
sottogruppo di GL (n,R), poichè le traslazioni, che sono particolari trasfor-
mazioni in E (n) e che formano un sottogruppo di questo, non sono mappe
lineari. Tuttavia si può dimostrare che E (n) è isomorfo ad un sottogruppo
di GL (n+ 1,R).

1.8.7 Gruppi e algebra di Lie

Definizione 24 Si definisce gruppo di Lie una varietà differenziabile G
che è anche un gruppo e tale che GxG −→ G e la mappa inversa g −→ g−1

sono differenziabili.

Ogni gruppo di matrici di Lie è un gruppo di Lie, anche se questo è
tutt’altro che ovvio e non lo dimostreremo; inoltre non è vero il contrario:
non tutti i gruppi di Lie sono isomorfi ad un gruppo di matrici di Lie.

Definizione 25 Sia G un gruppo di matrici di Lie: l’algebra di Lie di G,
che indichiamo con g, è l’insieme di tutte le matrici X tali che eitX è in G
per tutti i numeri reali t.

Questa definizione è quella generalmente adoperata in fisica, in quanto
matematicamente viene definita con etX al posto di eitX . L’algebra di
Lie rappresenta lo spazio degli ’elementi di gruppo infinitesimi’. Si mostra
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1.8. Algebra di Lie

facilmente che l’algebra di Lie di GL (n,C) è lo spazio di tutte le matrici
complesse nxn.

In questo paragrafo non descriveremo tutte le proprietà relative all’al-
gebra di Lie nè tutti i teoremi più importanti, poichè lo faremo di volta in
volta nel caso in analisi: lo scopo di questa sezione era quello di definire gli
elementi che andremo ad utilizzare.

37



1.8. Algebra di Lie

38



CAPITOLO 2

Elettrodinamica relativistica

2.1 Cinematica relativistica

Il nostro scopo non è quello di ricavare le comuni leggi della cinemati-
ca, bens̀ı quello di definire gli oggetti che la costruiscono interamente: i
quadrivettori, le quadrivelocità, le quadriaccelerazioni.

2.1.1 Quadrivelocità

Abbiamo bisogno di definire un invariante, di conseguenza non possiamo
permetterci di utilizzare la derivata del quadrivettore rispetto al tempo
ordinario, poichè sappiamo che dt non è invariante.

Tuttavia lo è dτ = 1
γ dt, per cui avremo:

vµ ≡ dxµ

dτ
≡ γ d

dt
(cdt, d~r) ≡ (γc, γ~v) (2.1)

In questo modo abbiamo stabilito una definizione in forma covariante
delle quadrivelocità.

Possiamo inoltre aggiungere che:

dxµ

dτ
≡ cdx

µ

ds
(2.2)

Posto dxµ

ds ≡ uµ otteniamo in definitiva:

vµ ≡ cuµ (2.3)

Si noti che risulta subito vµv
µ = c2.

2.1.2 Quadriaccelerazione

Il modo di procedere è del tutto identico a quello adottato per ricavare
l’espressione della quadrivelocità. Partendo dagli invarianti:

aµ ≡ dvµ

dτ
≡ d2xµ

dτ2
≡ γ d

dt
(γc, γ~v) (2.4)
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2.2. Dinamica relativistica

Premettiamo che

dγ

dt
=

1

2

1

(
√

1− β2)3
1

c2
d

dt
(~v · ~v) =

1

c2
γ3~v · d~v

dt
(2.5)

Dunque, tornando alla (2.4):

aµ ≡
[

cγ
dγ

dt
, γ

(
dγ

dt
~v + γ

d~v

dt

)]

(2.6)

Volendo saltare i passaggi algebrici intermedi, possiamo concludere che:

aµ ≡
[

c

c2 − v2
γ2~v · ~a, 1

c2 − v2
γ2(~v · ~a)~v + γ2~a

]

(2.7)

che conclude la trattazione delle entità cinematiche relativistiche. Le leggi
della cinematica dei quadrivettori saranno presto trovate a partire da queste
definizioni e da integrazioni successive, proprio come l’analogo classico.

2.2 Dinamica relativistica

Classicamente la dinamica si costruisce a partire dai 3 principi di Newton.
Noi potremmo generalizzare allo spazio SM tali principi e definire per esem-
pio la forza di Minkowsky come fµ = m0a

µ in forma invariante, con m0

massa a riposo solidale a un sistema in quiete.
Tuttavia cos̀ı facendo potremmo non derivare alcune importanti conse-

guenze e proprietà, in quanto non faremmo una naturale estensione della
teoria classica.

Invece possiamo partire dalla più generale (valida anche in relatività)

fµ = dpµ

dt , dove il problema sta nel definire il quadrivettore pµ, più sempli-
cemente il quadrimpulso.

Per fare ciò dobbiamo prima accertarci quali siano le effettive compo-
nenti di pµ, in quanto potremmo partire direttamente definendolo come
pµ = m0v

µ. In effetti dimostreremo che questa è una buona definizione.

2.2.1 Lagrangiana relativistica

Il nostro scopo è quello di descrivere relativisticamente il moto di una par-
ticella libera, per cui è L = 1

2m0v
2. Ricordando dt = γdτ , per la variazione

d’azione avremo

δS = δ

∫ t2

t1

γLdτ (2.8)

Poichè supponiamo l’azione invariante e dτ è invariante, lo sarà anche
γL = α. Ma allora, sviluppando in serie di Taylor in β2, la lagrangiana non
relativistica sarà Lnr = α

γ :

Lnr =
α

γ
= α

√

1− β2 ≃ α
(

1− 1

2

v2

c2

)

(2.9)
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2.2. Dinamica relativistica

Poichè l’azione è invariante per l’aggiunta di una derivata totale rispetto
al tempo alla lagrangiana, avremo, scelta f = αt:

α

(

1− 1

2

v2

c2

)

=
1

2
m0v

2 +
df

dt
=⇒ α = −m0c

2 (2.10)

da cui Lr = −m0c
2
√

1− v2

c2 .

2.2.2 Il quadrimpulso

A questo punto siamo in grado di trovare impulso (momento cinetico co-
niugato) ed energia. Infatti

~p =
∂Lr

∂~v
= γm0~v (2.11)

e

E = ~v · ∂L
r

∂~v
− Lr = γm0c

2 (2.12)

In particolare osserviamo che l’energia relativistica è maggiore di quella
classica, poichè prevede un termine aggiuntivo m0c

2 (energia di quiete) che
nella teoria classica era una costante additiva sempre posta uguale a zero.

Notiamo fondamentalmente che:

~p = γm0
d~r

dt
= γm0

d~r
γ
c ds

=
m0c

ds
d~r (2.13)

e

E = γm0c
2 = γm0c

2 dt

dt
= γm0c

2 dt
γ
c ds

=
m0c

ds
c2dt =⇒ E

c
=
m0c

ds
cdt (2.14)

Si nota che entrambe le quantità hanno un fattore invariante in comune
m0c
ds moltiplicato per le componenti del quadrivettore:

pµ ≡ m0c

ds
dxµ ≡ m0v

µ (2.15)

Per quanto riguarda le componenti:

pµ ≡
(
E

c
, ~p

)

≡ (m0γc,m0γ~v) (2.16)

che viene comunemente chiamato quadrimpulso o quadrivettore energia-
impulso.

Da notare che il prodotto scalare del quadrimpulso definisce un nuovo
legame tra energia e impulso:

pµp
µ = gµνp

νpµ =
E2

c2
− |~p|2 (2.17)

e anche

pµp
µ = gµνp

νpµ = m2
0c

2 (2.18)
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da cui

E2

c2
− |~p|2 = m2

0c
2 =⇒ |~p0|2 − |~p|2 = m2

0c
2 (2.19)

detta relazione di Einstein, che va a sostituire la classica E = p2

2m .

Concludiamo stabilendo le leggi di trasformazione del quadrivettore in for-
ma estesa e controvariante:







p′x = γ(px − βEc )
p′y = py
p′z = pz
E′

c = γ(Ec − βpx)

(2.20)







p′0 = γ(p0 − βp1)
p′1 = γ(p1 − βp0)
p′2 = p2

p′3 = p3

(2.21)

2.3 Moto di particella libera

Tornando all’azione:

δS = δ

∫ t2

t1

αdτ = δ

∫ t2

t1

α

c
ds (2.22)

Ricordando che ds2 = dxµdx
µ ed eseguendo la variazione:

δS = −m0c

∫ t2

t1

(

δdxµdx
µ

2
√
dxµdxµ

+
dxµδdx

µ

2
√
dxµdxµ

)

= −m0c

∫ t2

t1

dxµd(δxµ)

ds
= −m0c

∫ t2

t1

uµd(δxµ) (2.23)

Poichè uµd(δxµ) = d(uµδx
µ) − duµδx

µ, e poichè l’integrale del pri-
mo termine si annulla (per via dell’imposizione degli estremi fissi δq(t1) =
δq(t2) = 0), si avrà:

δS = m0c

∫ t2

t1

duµδx
µ = m0c

∫ t2

t1

duµ
ds

δxµds = 0 (2.24)

Questa deve essere valida per qualunque δxµ e dunque, ricordando che
vµ ≡ cuµ e quindi m0cuµ = pµ, si avrà

δS = m0c
duµ
ds
≡ dpµ

ds
≡ 0 (2.25)

ossia le equazioni del moto manifestamente covarianti.
Abbiamo mostrato che, almeno per quanto riguarda l’elettromagneti-

smo, le interazioni non avvengono a distanza, ma tramite uno scambio di
energia-impulso (in meccanica quantistica si direbbe tramite uno scambio
di quanti) trasportato da un fotone (il quanto dell’interazione e.m.):
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2.4. Campo di Maxwell

Anche il campo e.m. può essere individuato da un quadrivettore Aµ ≡
(Φ, ~A).

2.4 Campo di Maxwell

Vogliamo studiare il moto di una particella carica in un campo e.m. senza
considerare come essa con il suo moto lo alteri. Consideriamo a questo
scopo l’azione

S =

∫ E2

E1

(−mcds− e

c
Aµdx

µ) (2.26)

dove abbiamo indicato con e la carica della particella, ossia la misura del-
l’intensità dell’accopiamento di questa con il campo. Esplicitando ds e il
prodotto Aµdx

µ:

S =

∫ E2

E1

(−mc2
√

1− β2dt− e

c
(Φcdt) +

e

c
~A · ~dr)

=

∫ t2

t1

(−mc2
√

1− β2 − eΦ +
e

c
~A · ~v)dt

=

∫ t2

t1

(L0 + Lint)dt (2.27)

da cui, come già ricavato in precedenza:

~P =
∂L

∂~v
=

m~v
√

1− β2
+
e

c
~A = ~p+

e

c
~A (2.28)

H = ~v · ∂L
∂~v
− L =

mv2

√

1− β2
+
e

c
~A · ~v +mc2

√

1− β2 + eΦ− e

c
~A · ~v

=
mc2

√

1− β2
+ eΦ (2.29)

rispettivamente momento cinetico coniugato ed energia totale. Inoltre

d~P

dt
=
∂L

∂~r
=
e

c
~∇( ~A · ~v)− e~∇Φ (2.30)
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Consideriamo per un attimo la componente x del vettore ~∇( ~A · ~v):
[

~∇( ~A · ~v)
]

x
=

∂Ax
∂x

vx +
∂Ay
∂x

vy +
∂Az
∂x

vz

+ (
∂Ax
∂y

vy −
∂Ax
∂y

vy) + (
∂Ax
∂z

vz −
∂Ax
∂z

vz)

= (~∇ · ~v)Ax +

[

vy(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y
) + vz(

∂Az
∂x
− ∂Ax

∂z
)

]

= (~∇ · ~v)Ax +
[

~v ∧ (~∇ ∧ ~A)
]

x
(2.31)

da cui, risvolgendo i calcoli per ogni componente, si ottiene infine:

~∇( ~A · ~v) = (~∇ · ~v) ~A+ ~v ∧ (~∇ ∧ ~A) (2.32)

Questo risultato algebrico ci serve per sviluppare la (2.30):

~̇p = ~̇P − e

c
~̇A =

e

c
~∇( ~A · ~v) +

e

c
~v ∧ (~∇ ∧ ~A)− e~∇Φ− e

c

[

∂ ~A

∂t
+
∂ ~A

∂~r

d~r

dt

]

(2.33)

che, essendo

~̇A =
∂ ~A

∂t
+
∂ ~A

∂~r

d~r

dt
=
∂ ~A

∂t
+
∑

i

∂ ~A

∂xi

dxi
dt

=
∂ ~A

∂t
+ (~∇ · ~v) ~A (2.34)

diventa

~̇p =
e

c
~v ∧ (~∇ ∧ ~A) + e

[

−~∇Φ− 1

c

∂ ~A

∂t

]

(2.35)

Vogliamo porre
{

~E = −~∇Φ− 1
c
∂ ~A
∂t

~H = ~∇ ∧ ~A
(2.36)

rispettivamente, campo elettrico e campo magnetico. Queste posizioni ci
permettono di ottenere la forza di Lorentz:

ψ = ~̇p = e ~E +
e

c
~v ∧ ~H (2.37)

2.5 Invarianza di gauge

Letteralmente, gauge significa ’ricalibratura’: essa rappresenta una parti-
colare trasformazione.

L’invarianza di gauge è una trasformazione di gauge che lascia inalterati
in forma degli oggetti, in questo caso i campi elettrico e magnetico. Infatti,
sia data la gauge di Lorentz

A′
µ = Aµ +

∂f

∂xµ
(2.38)

essendo f arbitraria. Ricordando dx0 = cdt:
{

~E′ = −~∇(Φ + 1
c
∂f
∂t )− 1

c
∂ ~A
∂t + 1

c
∂
∂t
∂f
∂~r = ~E + (− ∂

∂~r
1
c
∂f
∂t + 1

c
∂
∂t
∂f
∂~r ) = ~E

~H ′ = ~∇ ∧ ( ~A+ ∂f
∂~r ) = ~H + ~∇∧ ~∇f = ~H
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2.6 Moto di particella in campo e.m.

Per una particella carica soggetta ad un potenziale elettromagnetico (campo
Aµ) possiamo scrivere l’azione in forma covariante:

δS = δ

∫ E2

E1

(−mc
√

dxµdxµ −
e

c
Aµdx

µ)

=

∫ E2

E1

[

−mcdxµ
ds

δ(dxµ)− e

c
δAµdx

µ − e

c
Aµδ(dx

µ)

]

(2.39)

Poichè uµ ≡ dxµ
ds e

uµd(δxµ) ≡ d(uµδx
µ)− d(uµ)δxµ

Aµd(δxµ) ≡ d(Aµδx
µ)− d(Aµ)δxµ

e gli integrali dei differenziali totali sono nulli, e inoltre

d(xµ)δAµ ≡
dxµ

ds
δAµds ≡ uµ

∂Aµ
∂xν

δxνds ≡ uν ∂Aν
∂xµ

δxµds

δxµd(Aµ) ≡ δxµ ∂Aµ
∂xν

dxν

ds
ds ≡ uν ∂Aµ

∂xν
δxµds (2.40)

Quanto provato finora, sostituito nell’azione:

δS = −
∫ E2

E1

(

−mcduµ
ds

+
e

c
uν
∂Aν
∂xµ

− e

c
uν
∂Aµ
∂xν

)

δxµds = 0 (2.41)

da cui le equazioni del moto:

−mcduµ
ds
≡ e

c

(
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

)

uν ≡ e

c
Fµνu

ν (2.42)

definendo il tensore del campo e.m. (antisimmetrico) Fµν come nel prossimo
paragrafo. In particolare

−mcdu0

ds
≡ e

c
F0νu

ν =⇒

=⇒ 1

c
√

1− β2

d

dt

(

mc2
√

1− β2

)

=
1

c
√

1− β2
e ~E · ~v

=⇒ d

dt
(Ecin) = e ~E · ~v (2.43)

Sempre dalle equazioni del moto, e ricordando di tenere presente il
tensore definito come nel paragrafo successivo, per µ = 1, 2, 3, si ottiene

ψ = ~̇p = e ~E +
e

c
~v ∧ ~H (2.44)

ovvero ancora l’equazione di Lorentz, stavolta ottenuta dalla forma cova-
riante.
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2.7. Il tensore del campo e.m.

2.7 Il tensore del campo e.m.

Definiamo

Fµν =







0 Ex Ey Ez
−Ex 0 −Hz Hy

−Ey Hz 0 −Hx

−Ez −Hy Hx 0







Fµν =







0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Hz Hy

Ey Hz 0 −Hx

Ez −Hy Hx 0







per via delle equazioni del moto determinate in precedenza. Questo impor-
tantissimo tensore si trasforma come

F ′
µν = Λ̺µΛσνF̺σ (2.45)

Infatti:

ΛF =







γ γβ 0 0
γβ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1













0 F01 F02 F03

F10 0 F12 F13

F20 F21 0 F23

F30 F31 F32 0







=









γβF10 γF01 γF02 + γβF12 γF03 + γβF13

...
. . .

...
· · ·









(2.46)

e svolgendo tutti i prodotti riga per colonna, si perviene a

(ΛF )Λ =







0 E′
x E′

y E′
z

−E′
x 0 −H ′

z H ′
y

−E′
y H ′

z 0 −H ′
x

−E′
z −H ′

y H ′
x 0







avendo indicato per brevità le componenti con gli indici dei vettori campo
elettrico e campo magnetico trasformati secondo Lorentz, come ogni al-
tro vettore (il lettore può verificare manualmente). In forma compatta le
possiamo scrivere

~E′ = γ( ~E − 1

c
~H ∧ ~v) (2.47)

~H ′ = γ( ~H +
1

c
~E ∧ ~v) (2.48)

I due campi non sono separati: dove è ~E = 0 in K, in K ′ è ~E′ 6= 0 e
allo stesso modo per ~H .
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2.8 Invarianti

Vogliamo far notare una simmetria, dovuta ad un’inversione temporale:

t −→ −t :

{
~E −→ ~E, ~H −→ − ~H
~Φ −→ ~Φ, ~A −→ − ~A (2.49)

Detto questo, introduciamo il tensore di Ricci-Levi Civita1 εµν̺σ . Allora
si vede subito che le seguenti quantità sono invarianti:

FµνF
µν = 2(H2 − E2) (2.50)

FµνF
̺σεµν̺σ = −8 ~H · ~E (2.51)

rispettivamente uno scalare e uno pseudoscalare.
Poichè queste sono quantità invarianti, ne discende:

| ~H | < (>)(=)| ~E| =⇒ | ~H ′| < (>)(=)| ~E′| (2.52)

~H · ~E < (>)(=)0 =⇒ ~H ′ · ~E′ < (>)(=)0 (2.53)

Tutto ciò implica che mediante una trasformazione di Lorentz si possono
assegnare a ~E′ e ~H ′ valori arbitrari, purchè per essi valgano H ′2 − E′2 =
H2 − E2 e ~H ′ · ~E′ = ~H · ~E.

In particolare è sempre possibile costruire un riferimento dove ~H ′ ‖ ~E′ :
~H ′ · ~E′ = H ′E′.

Infine si dimostra subito che:

2(H2 − E2) = 0, ~H · ~E = 0 =⇒ ~H2 = ~E2, ~H ⊥ ~E (∀K,K ′, ...) (2.54)

~H · ~E = 0, (H2 − E2) < (>)0 =⇒ ∃S′ : ~E′ = 0 ( ~H ′ = 0) (2.55)

Per quanto riguarda l’ultima implicazione, è valido anche il viceversa.

2.9 Equazioni di Maxwell

Dalle definizioni date di campo elettrico e campo magnetico, e ricordando
che rot(grad(Φ)) = 0 e div(rot( ~A)) = 0, otteniamo:

{

rot( ~E) = − 1
c
∂ ~H
∂t

div( ~H) = 0
(2.56)

o in forma covariante:

∂Fµν
∂x̺

+
∂Fν̺
∂xµ

+
∂F̺µ
∂xν

= 0 (2.57)

che rappresentano la prima coppia delle equazioni di Maxwell.

1Il tensore antisimmetrico di Ricci è un tensore molto particolare (da non confondere
con quello che si ottiene dal tensore di curvatura), infatti in uno spazio di dimensione
quattro le matrici di rango 4 completamente antisimmetriche hanno una sola componente
indipendente (costituiscono cioè uno spazio monodimensionale), quindi è una base per
tale spazio (Simone Piccardi).
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2.9. Equazioni di Maxwell

Questa equazione è identicamente nulla scelti i 3 indici tutti uguali tra
loro; quando 2 di essi sono uguali, poichè il tensore F è antisimmetrico
ed ha altre proprietà, l’equazione diventa banale; se sono tutti diversi si
ottengo allora le equazioni del sistema dato.

In generale possiamo riassumere tutto nella forma compatta

εµν̺σ
∂F̺σ
∂xν

≡ 0 (2.58)

con il tensore di Ricci-Levi Civita.
Finora abbiamo descritto con queste equazioni il moto di una particella

in un campo dato. Supponiamo da adesso che siamo in presenza di altre
cariche e correnti che alterano in campo.

Questo significa che va aggiunto all’azione un ulteriore termine dipen-
dente dal campo, sotto le ipotesi che:

• Valga il principio di sovrapposizione: i campi distinti di 2 cariche
separate, sommati, devono dare il campo che ci sarebbe in presenza
di entrambe;

• Il termine aggiuntivo è quadratico: non possono apparire i poten-
ziali perchè non sono definiti univocamente, dunque sarà un termine
scalare.

Indichiamo il termine aggiuntivo con

S′ = k

∫

FµνF
µνd4Ω (2.59)

essendo k = − 1
16πc una costante arbitraria e d4Ω = dx0dx1dx2dx3 un

elemento infinitesimo di volume.
Estendendo l’azione alla somma di tutte le cariche e correnti si ottiene

S = −
∑

∫

mcds−
∑

∫
e

c
Aµdx

µ − 1

16πc

∫

FµνF
µνd4Ω (2.60)

che descrive il moto delle particelle nel campo somma di quello esterno e di
quello generato dal loro moto.

Definizione 26 Definiamo densità di carica ̺(~r, t)dV la carica contenuta
nel volumetto dV centrato intorno al punto x, y, z all’istante t.

Si avrà allora che
∫
̺dV =

∑

A = eA, ossia la carica della particella A.
Definiamo anche

̺ =
∑

A

eAδ
3(~r − ~rA) (2.61)

Tornando alla carica, essa deve essere un invariante, ed essendo dV dt =
d4Ω invariante, otteniamo

̺dV dxµ = ̺dV
dxµ

dτ
dτ = ̺dV

dxµ

dt
dt (2.62)
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2.9. Equazioni di Maxwell

da cui definiamo la tetracorrente

jµ ≡ ̺dx
µ

dt
≡ (c̺, ̺~v) (2.63)

che una volta dato, si ottiene

−
∑

∫
e

c
Aµdx

µ = −1

c

∫

Aµ̺dV
dxµ

dt
dt = − 1

c2

∫

jµAµd
4Ω (2.64)

Da questa, poichè l’azione è gauge-invariante, si ottiene:

∫

jµAµd
4Ω =

∫

jµA′
µd

4Ω =

∫

jµ(Aµ +
∂f

∂xµ
)d4Ω

=

∫

jµAµd
4Ω +

∫

jµ
∂f

∂xµ
d4Ω =⇒

∫

jµ
∂f

∂xµ
d4Ω = 0

=⇒
∫
∂(fjµ)

∂xµ
d4Ω =

∫

f
∂jµ

∂xµ
d4Ω

=⇒
∫

Σ

(fjµ)dΣµ =

∫

f
∂jµ

∂xµ
d4Ω (2.65)

dove Σ è la superficie chiusa che racchiude il volume di integrazione (iper-
superficie all’infinito). Il primo degli ultimi 2 integrali è il flusso di fjµ

attraverso Σ, e dunque è nullo per il teorema di Gauss; di conseguenza, per
l’arbitrarietà di f , si ottiene dal secondo integrale:

∂jµ

∂xµ
≡ 0 =⇒ ∂̺

∂t
+ div(~j) = 0 (2.66)

che è l’equazione di continuità.
Notiamo che da una considerazione di gauge-invarianza siamo giunti alla

continuità: si può mostrare che i due concetti si implicano al viceversa.
L’equazione di continuità si poteva ottenere anche da considerazioni di

carattere fisico, riconoscendo che la variazione nel tempo della carica nel
volume dV chiuso, poteva essere dovuta soltanto a un flusso attraverso la
superficie di quest’ultimo:

d

dt

∫

̺dV = −
∫

Σ

~j · d~S = −
∫

Σ

div(~j)dV =⇒
∫

Σ

(
∂̺

∂t
+ div(~j))dV = 0(2.67)

che deve essere valida per ogni dV , e di conseguenza si ottiene l’argomento
uguale a zero, cioè l’equazione di continuità ancora una volta.

Tornando all’espressione dell’azione, consideriamo la traiettoria asse-
gnata e variamo il tetrapotenziale, per ottenere le equazioni del campo
e.m.:

δS = −
∫ [

1

c2
jµδAµ +

1

16πc
δ(FµνF

µν)

]

d4Ω

= −1

c

∫ [
1

c
jµδAµ +

1

8π
FµνδFµν

]

d4Ω

= −1

c

∫ [
1

c
jµδAµ +

1

8π
Fµνδ(

∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

)

]

d4Ω = 0 (2.68)
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2.9. Equazioni di Maxwell

da cui, eseguendo la variazione:

−1

c

∫ [
1

c
jµδAµ +

1

8π
Fµν(

∂

∂xµ
δAν −

∂

∂xν
δAµ)

]

d4Ω = 0 (2.69)

Poichè scambiando gli indici si ha che F νµ ∂
∂xν δAµ = −Fµν ∂

∂xν δAµ, si ha

−1

c

∫ [
1

c
jµδAµ −

1

4π
Fµν

∂

∂xν
δAµ

]

d4Ω = 0 (2.70)

Poichè Fµν ∂
∂xν δAµ = ∂

∂xν (FµνδAµ)− δAµ ∂F
µν

∂xν , si ottiene

−1

c

∫ [
1

c
jµ +

1

4π

∂Fµν

∂xν

]

δAµd
4Ω +

1

4πc

∫
∂

∂xν
(FµνδAµ)d4Ω =

−1

c

∫ [
1

c
jµ +

1

4π

∂Fµν

∂xν

]

δAµd
4Ω− 1

4πc

∫

(FµνδAν)dSν = 0 (2.71)

dove dSν è l’elemento di ipersuperficie che racchiude il volume di integra-
zione, ossia tutto lo spazio con i tempi da quello iniziale a quello finale.

Questo integrale dunque, nella sua parte spaziale si annulla poichè il
campo deve essere nullo all’infinito e nella sua parte temporale perchè i δAµ
sono nulli agli istanti estremi (per definizione dell’azione). In definitiva si
ottiene dunque che l’argomento della restante parte integrale deve essere
nullo, ossia

∂Fµν

∂xν
≡ −4π

c
jµ (2.72)

che è la seconda coppia delle equazioni di Maxwell, che si ottengono come
nel caso della prima coppia:

{

rot( ~H) = 1
c
∂ ~E
∂t + 4π

c
~j

div( ~E) = 4π̺
(2.73)

Vogliamo riassumere, per chiarezza, quanto trovato finora, per le equa-
zioni di Maxwell nella materia:







rot( ~E) = − 1
c
∂ ~A
∂t

div( ~E) = 4π̺

rot( ~H) = 1
c
∂ ~E
∂t + 4π

c
~j

div( ~H) = 0

(2.74)

o in forma covariante:

{

εµν̺σ
∂F̺σ
∂xν ≡ 0

∂Fµν

∂xν ≡ − 4π
c j

µ (2.75)
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CAPITOLO 3

Seconda quantizzazione

3.1 Teoria delle particelle indistinguibili

In meccanica classica abbiamo la pretesa di conoscere l’identità di ogni par-
ticella, e ciò ha senso perchè nel suo ambito tratta il concetto di traiettoria
per via della conoscenza di coordinate e impulso. Tale pretesa resta anche
nel caso in cui non tratti il problema di particelle identiche ma diverse. In
meccanica quantistica le cose cambiano radicalmente per via del principio
di indeterminazione.

Consideriamo per esempio un protone ed un neutrone: possiamo distin-
guerli per via della carica per esempio. Li prepariamo in regioni diverse e
distanti, poi le facciamo collidere: in tale regione, per sapere cosa succede,
dobbiamo modificare in maniera drastica le condizioni sperimentali1 con
dei rivelatori.

Se supponiamo l’urto elastico, rivedremo da qualche parte nuovamente
il protone ed il neutrone: l’individualità delle singole particelle non è stata
compromessa. Il problema sorge quando le particelle in questione sono
uguali: è ancora possibile etichettare le particelle in modo da riconoscerle
dopo l’interazione?

Assumendo per esempio di avere 2 particelle identiche pA, pB, prepa-
rate in regioni A e B rispettivamente, facciamole collidere elasticamente e
riveliamole con 2 rivelatori opportunamente tarati e posizionati: come fac-
ciamo a sapere se nel primo rivelatore è giunta pA o pB? E analogamente,
nel secondo?

A questa domanda non possiamo rispondere poichè dovremmo conosce-
re esattamente cosa accade nella regione di interazione, sapere elaborare
opportunamente i calcoli e fare le nostre previsioni, tutte cose che non sia-
mo in grado di fare senza sondare direttamente tramite altri rivelatori la
zona interessata: ma a quel punto stiamo svolgendo un altro esperimento,
non quello che ci eravamo prefissati.

1Qualcosa di analogo a quello che accadeva quando avevamo la pretesa di conoscere
da che fenditura passava il fotone nell’esperimento di Young.
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3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

Purtroppo dobbiamo rassegnarci al fatto che in meccanica quantistica
non è possibile stabilire l’individualità di particelle identiche dopo un’inte-
razione. Il complesso delle tecniche utilizzate per studiare questo problema
è definito seconda quantizzazione.

Lo spazio di Hilbert sarà, essendo tutte particelle identiche, D(N) =
D(1)⊗D(2)⊗ ...⊗D(N), essendo D(i) lo spazio in cui studiamo l’i−esima
particella. Lo stato complessivo di un sistema cos̀ı definito sarà |ψ >= |1 :
u1, 2 : u2, ..., N : uN >, avendo indicato con la notazione i : ui lo stato
dell’i−esima particella.

Tuttavia, seppur matematicamente valido, questo stato non è fisica-
mente accettabile: infatti abbiamo appena detto che non siamo in grado
di distinguere tra particelle identiche, e invece le stiamo etichettando con
dei stati u. Questi stati fisicamente inaccettabili li chiameremo stati alla
Boltzmann per sottolineare che sono stati pensati in maniera classica ma
non hanno validità fisica, solo matematica, e d’ora in avanti li indicheremo
anche come stati β, per distinguerli dagli stati quantistici effettivamente
accettabili in fisica.

3.1.1 Sistema di 2 particelle identiche

Pensiamo ad N particelle e scegliamone 2 tra esse, le indichiamo con r, s.
Scambiando queste due particelle, lo stato del sistema non deve variare, in
accordo con quanto abbiamo premesso parlando di particelle identiche.

Di conseguenza il nuovo stato |ψ′ > ottenuto dall’interscambio sarà del
tipo |ψ′ >= eiαrs |ψ >, essendo |ψ > lo stato prima dell’interscambio.

Per trattare matematicamente il problema, introduciamo un nuovo ope-
ratore, detto di interscambio, la cui azione è quella di scambiare proprio le
particelle r e s, definito come |ψ′ >= Pr,s|ψ >.

Sia D(2) = D(r)⊗D(s) lo spazio di Hilbert in cui assumiamo come stati
di base quelli in cui ci sono gli autostati |1 : ui, 2 : uj > di una qualche
osservabile U , che tanto hanno in comune poichè si tratta di particelle
identiche. Per definizione P |1 : ui, 2 : uj >= |1 : uj , 2 : ui >. Studiamo P .

Notiamo fin da subito che riapplicandolo, otteniamo lo stato di partenza,
per cui P 2 = I, da cui se ne deduce

(P 2 = I)|1 : ui, 2 : uj >= (λ2 = 1)|1 : ui, 2 : uj >=⇒ λ = ±1

Inoltre P è hermitiano: infatti

< 1 : ui, 2 : uj |P |1 : ui′ , 2 : uj′ > = < 1 : ui, 2 : uj|1 : uj′ , 2 : ui′ >

= < 1 : ui|1 : uj′ >< 2 : uj|2 : ui′ >

= δij′δji′

e

< 1 : ui, 2 : uj |P †|1 : ui′ , 2 : uj′ > = < 1 : ui′ , 2 : uj′ |P |1 : ui, 2 : uj >
∗

= < 1 : ui′ , 2 : uj′ |1 : uj, 2 : ui >

= δi′jδj′i

da cui se ne deduce P = P †. Inoltre, poichè è anche PP † = PP = P 2 = I si
ha che P † = P−1, cioè P è unitario. Da quanto appena mostrato possiamo
affermare allora che P è un proiettore.
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3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

Introduciamo adesso gli operatori simmetrizzatore e antisimmetrizzato-
re, definiti da

S =
1

2
(I + P ) A =

1

2
(I − P ) (3.1)

di modo che |ψ >= P |ψ >= S|ψ > +A|ψ >. Notiamo che

P [S|ψ >] = P

[
1

2
(I + P )

]

|ψ >=
1

2
(P 2 + P )|ψ >=

1

2
(I + P )|ψ >= S|ψ >

ovvero S|ψ > è simmetrico per interscambio. Analogamente si mostra che
invece A|ψ > è antisimmetrico per interscambio. Questo è importante, poi-
chè prima abbiamo affermato che ogni stato si può scomporre nella somma
di una parte simmetrica e di una antisimmetrica, e questo come vedremo
risulterà fondamentale nella teoria.

Riprendiamo per un attimo gli stati β e applichiamo loro S (evitiamo
d’ora in poi di riportare la notazione i : ui, riferendoci con ui nella i−esima
posizione al medesimo stato):

S|ui, uj >=
1

2
(I + P )|ui, uj >=

1

2
[|ui, uj > +|uj , ui >] (3.2)

Questa equazione solleva il problema che ci siamo posti all’inizio: come
distinguere quale particella si trovi in quale stato, se entrambe sono pesate
allo stesso modo ma su stati diversi? Non possiamo: questo significa che
questi stati sono i candidati ad essere quelli che utilizzeremo per la descri-
zione fisica della realtà. Riepilogando avremo |ψ >real= S|ψ >β. Tuttavia
avremo anche

A|ui, uj >=
1

2
(I − P )|ui, uj >=

1

2
[|ui, uj > −|uj, ui >] (3.3)

Anche questi stati sono ottimi candidati, di conseguenza quale scegliere tra
i due? Vedremo che ci sono particelle per cui scegliere i primi (bosoni) e
particelle per cui scegliere i secondi (fermioni), e la scelta è stata fatta sulla
base dei dati sperimentali, che ha portato alla classificazione delle parti-
celle in queste due classi che addirittura seguono due statistiche diverse,
rispettivamente di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac. Questa classificazione si
ripercuote anche sullo spin: i bosoni lo hanno intero, i fermioni semintero.

Anche per gli operatori S,A si può mostrare che sono proiettori: S2 = S,
S† = S, A2 = A, A† = A. Gli autostati S|ψ >β e A|ψ >β appartengono
a due sottospazi diversi e disgiunti, detti rispettivamente sottospazio sim-
metrico e sottospazio antisimmetrico: di conseguenza i loro vettori sono
tutti ortogonali e ciò si traduce come S [A|ψ >β ] = 0, A [S|ψ >β ] = 0, che
implica SA = AS = 0.

Introduciamo un operatore B, osservabile in un sistema in cui abbiamo
una sola particella ad azione su un solo corpo, che agisca su entrambe le
particelle, e indichiamo con B(1), B(2) la sua azione singola sulle particelle
1 e 2 rispettivamente in D(1), D(2). Osserviamo che

PB(1)P †|ui, uj >= PB(1)|uj , ui >= bjP |uj, ui >= bj |ui, uj >= B(2)|ui, uj >
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3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

essendo bj autovalore diB(2), cioè diB applicato alla particella 2 nello stato
uj. Da questa se ne deduce subito che PB(1)P † = B(2) e analogamente
PB(2)P † = B(1): otteniamo dunque l’interscambio degli operatori agenti.
Sia adesso O = B(1)C(2) un operatore agente in uno spazio a 2 corpi;
otteniamo

PB(1)C(2)P † =
[
PB(1)P †] [PC(2)P †] = B(2)C(1) (3.4)

ovvero otteniamo lo scambio dei ruoli delle due particelle. In generale
introducendo un opportuno operatore O(1, 2) su un sistema a 2 corpi, che
dipenda dalle loro coordinate, avremo PO(1, 2)P † = O(2, 1), che può anche
essere interpretato sia come un cambiamento di operatore che come uno
scambio di particelle.

Tuttavia per i sistemi che stiamo considerando, scambiando due par-
ticelle non deve cambiare lo stato del sistema, quindi possiamo accettare
solo operatori simmetrici ed osservabili simmetriche per interscambio tali
che O(1, 2) = O(2, 1) ottenendo

PO(1, 2)P † = O(1, 2) =⇒ PO(1, 2) = O(1, 2)P =⇒ [O(1, 2), P ] = 0 (3.5)

cioè tali operatori accettabili devono commutare con l’operatore di inter-
scambio e autovalori ed autovettori devono essere comuni ai suoi: simme-
trici o antisimmetrici.

3.1.2 Sistema di N particelle identiche

Formalmente, questo paragrafo è l’estensione matematica del precendente
per il caso a N particelle identiche al posto di 2.

Partiamo sempre da stati β del tipo |ϕ >= |1 : u1, 2 : u2, ..., N : uN >,
proponendoci di utilizzare la convenzione imposta nel caso a due corpi, per
semplificare la notazione. Definiamo ora la permutazione α:

Pα = Pα(1, 2, ..., N) = (n1, n2, ..., nN ) (3.6)

che cambia l’ordine delle particelle: in totale vi saranno N ! possibili per-
mutazioni α. Sia

Pα|ϕ >= Pα|1 : u1, 2 : u2, ..., N : uN >= |n1 : u1, n2 : u2, ..., nN : uN >= |ϕ′ >

Proiettando |ϕ′ > sulla base delle coordinate x = (x1, x2, ..., xN ):

< x|ϕ′ > = < 1 : x1, 2 : x2, ..., N : xN |n1 : u1, n2 : u2, ..., nN : uN >

=

N∏

i=1

< ni : xni |ni : ui > (3.7)

Questa produttoria si può vedere anche come il risultato della proiezione
di |ϕ > sulla permutazione α opportuna della base di coordinate xα =
(xn1 , xn2 , ..., xnN ):

< xα| =< n1 : xn1 , n2 : xn2 , ..., nN : xnN | =< 1 : x1, 2 : x2, ..., N : xN |Pα
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3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

da cui

N∏

i=1

< ni : xni |ni : ui > = < xα|1 : u1, 2 : u2, ..., N : uN >

= < P̌α(x1, x2, ..., xN )|ϕ > (3.8)

da cui, per le (3.7), (3.8) e dalla definizione di |ϕ′ > deduciamo che

< x|Pα|ϕ >=< P̌α(x)|ϕ >=⇒< P̌α(x)| =< x|Pα (3.9)

avendo utilizzato P̌α per sottolineare che essa è una permutazione e non
l’operatore permutatore. Ad una permutazione fisica corrisponde un ope-
ratore UPα nello spazio di Hilbert, unitario e tale che |ψ′ >= UPα |ψ >,
|ϕ′ >= UPα |ϕ >.

L’unitarietà di UPα si mostra a partire < ϕ′|ψ′ >=< ϕ′|I|ψ′ > e uti-
lizzando l’espressione integrale di I nella base delle coordinate, scrivendo
|ϕ′ > e |ψ′ > come permutazioni e notando che tutto il prodotto può essere

scritto2 come< ϕ|U †
Pα
xUPα |ψ > e che lo jacobiano di questa trasformazione

vale 1, restituendo semplicemente come risultato dell’integrale < ϕ|ψ >.
Tuttavia abbiamo ancora utilizzato gli stati β, che non sono validi fisi-

camente. Definiamo pertanto un vettore simmetrico |ψS > ed uno antisim-
metrico |ψA > tali che UP |ψS >= |ψS > per ogni permutazione e per una
sola trasposizione3 sia invece UTrs|ψA >= −|ψA >.

Un numero dispari di trasposizioni rappresentano una permutazione di
parità dispari, un numero pari di trasposizioni rappresentano una permu-
tazione di parità pari, possiamo quindi definire uno stato antisimmetrico se
UP |ψA >= δP |ψA > con

δP =

{
1 P di parità pari
−1 P di parità dipari

Definiamo adesso due operatori, un simmetrizzatore S e un antisimmetriz-
zatore A definiti come segue:

S =
1

N !

∑

P

UP A =
1

N !

∑

P

δPUP (3.10)

che si può mostrare come siano dei proiettori. Dunque |ψ >= S|ψ >
+A|ψ >. Definiamo ora

Λ =
1

N !

∑

P

λPUP (3.11)

dove Λ è S o A a seconda che λP sia 1 o δP rispettivamente. Dimostriamo
qualche proprietà di Λ.

Notiamo che Λ è hermitiano, infatti:

PP−1 = I =⇒ UPUP−1 = UI = I =⇒ UP−1 = U−1
P = U †

P

2Si noti che UPα fa passare da (n1, n2, ..., nN ) a (1, 2, ...,N).
3Si intende un singolo scambio di particelle e si indica con Trs.
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3.2. Numeri di occupazione

e quindi, tenendo conto del fatto che ogni permutazione e la sua inversa
hanno la stessa parità e che sommare su tutte le P o su tutte le P−1 è
influente, avremo

Λ† =
1

N !

∑

P

λPU
†
P =

1

N !

∑

P−1

λP−1UP−1 =
1

N !

∑

Q

λQUQ = Λ

Mostriamo adesso che [Λ, UP ] = 0. Infatti

ΛUP =
1

N !

∑

Q

λQUQUP =
1

N !

∑

Q

λQUQP =
1

N !
λ2
P

∑

Q

λQUQP

=
1

N !
λP
∑

Q

(λP λQ)UQP =
1

N !
λP
∑

Q

λQPUQP =
1

N !
λP
∑

Q′

λQ′UQ′

= λPΛ

In maniera analoga si mostra che UPΛ = ΛλP , da cui si deduce la nostra
tesi. L’operatore Λ è anche idempotente: Λ2 = Λ. Infatti:

Λ2 = Λ
1

N !

∑

Q

λQUQ =
1

N !

∑

Q

λQΛUQ =
1

N !

∑

Q

λQλQΛ

=
1

N !

∑

Q

λ2
QΛ =

1

N !




∑

Q

(1)



Λ =
1

N !
N !Λ = Λ

per cui Λ abbiamo mostrato che è effettivamente un proiettore, e ciò giusti-
fica la nostra asserzione precedente su S e A, che non abbiamo dimostrato.
Inoltre, poichè a seconda che sia Λ = S o Λ = A, la proiezione avvie-
ne su sottospazi diversi e disgiunti, per cui si avrà, come nel paragrafo
predecedente e da analoghe osservazioni, che AS = SA = 0.

Quanto detto per l’invarianza del sistema sotto interscambio di particelle
identiche, vale anche per le osservabili. Se |ψ′ >= UP |ψ >, l’osservabile Θ
deve essere tale che < ψ′|Θ|ψ′ >=< ψ|Θ|ψ > per ogni |ψ >, per cui

< ψ|U †ΘUP |ψ >=< ψ|Θ|ψ >=⇒ ... =⇒ [Θ, UP ] = 0 (3.12)

proprio come avevamo trovato nel caso a 2 particelle, l’osservabile Θ deve
essere simmetrica, cioè commutare con tutti gli operatori di permutazione,
ed in particolare [Θ,Λ] = 0. Ciò sottolinea com gli stati β non siano validi
fisicamente per il nostro studio: però partendo da essi e pesando in maniera
identica la combinazione lineare degli stati S|ψ >β e A|ψ >β, vedremo che
otterremo stati fisicamente validi.

3.2 Numeri di occupazione

Trattiamo dunque un sistema ad N particelle identiche; ci troviamo nello
spazio D(N)(1). Presa una base |λ > di D(1) di autostati di un operatore
ad un corpo (< λ|λ′ >= δλλ′) e costruiamo la base di D(N)(1):

|G >λ= |λ1 > ⊗|λ2 > ⊗...⊗ |λN >= |λ1, λ2, λN >
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3.2. Numeri di occupazione

che rappresenta ancora uno stato β, opportunamente normalizzato come

< G(λ′)|G(λ) >=

N∏

i=1

δλiλ′
i

Proiettiamo sulla base delle coordinate, posto < x|λ >= uλ(x) ed essendo
B|λ >= λ|λ >:

< x|G >λ=

N∏

i=1

< xi|λi >=

N∏

i=1

uλi(xi)

Ordiniamo gli autovalori possibili nel modo seguente, tenendo conto che
potrebbero esserci alcuni autovalori uguali, che quindi raggruppiamo:

λ1, λ2, ..., λi, ..., λj , ... = λ1, λ2, ..., λi, ..., λj , ...

Lo stato di G può essere specificato elencando gli autovalori che interven-
gono e quante volte in G compare ciascuno di essi: (n1, n2, ..., ni, ..., nj , ...)
con i cosiddetti numeri di occupazione, che sottostanno alla condizione
∑
ni = N , essendo la somma estesa ad un infinito numero di essi, che

però evidentemente ha infiniti termini nulli come c’era anche da aspettarsi.
Questa specificazione non è però univoca, in quanto anche ogni permu-

tazione applicata a G, quindi UP |G > per ogni P , ha gli stessi numeri di
occupazione. Tuttavia questo non risulta essere un problema, perchè ri-
cordiamo che |G > è uno stato β, dunque non fisicamente accettabile. Lo
stato che invece ci interessa fisicamente è l’opportuna simmetrizzazione di
G: |Γ(λ1, λ2, ..., λN ) >= Λ|G(λ1, λ2, ..., λN ) >, che invece è univocamente
determinato dai numeri di occupazione.

Posto |Γ(n1, n2, ..., ni, ..., nj , ...) >= |n1, n2, ..., ni, ..., nj , ... >= |{n} >
avremo

< Γ({n′})|Γ({n}) >=

∞∏

i=1

δnin′
i

(3.13)

Tuttavia Γ non è ancora normalizzato, pertanto scriviamo

|{n} >= M{n}|Γ({n}) >= M{n}Λ|G(λ1, λ2, ..., λN ) >

essendo M{n} un opportuno coefficiente di normalizzazione che adesso an-
dremo a calcolare.

< {n})|{n} >= M2
{n} < G(λ)|ΛΛ|G(λ) >= M2

{n} < G(λ)| 1

N !

∑

P

λPUP |G(λ) >

Osserviamo che

< x|UP |G(λ) >=< P̌α(x)|G(λ) >=< xα|G(λ) >=

N∏

i=1

< xαi |λi >=

N∏

i=1

ui(xαi )

Disponiamo questo prodotto in maniera tale che compaiano le coordinate
nell’ordine naturale x e assumiamo invece attuata una permutazione γ =
α−1 (l’inversa) sui λ, in modo da ottenere

N∏

i=1

uγi(xi) =

N∏

i=1

< xi|λγi >=< x|G(λγ) >
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La permutazione inversa è tale che P−1(α1, α2, ..., αN ) = (1, 2, ..., N) e
come ci si aspetta Pγ(1, 2, ..., N) = (γ1, γ2, ..., γN). Ricordando che <
{n})|{n} > vale 1, avremo

M−2
{n} =

1

N !

∑

P

λP < G(λ)|G
[
P−1(λ)

]
> (3.14)

Ma λP = λP−1 , poichè eseguire tutte le somme su tutte le permutazioni o
sulle loro inverse è indifferente, per cui infine

M−2
{n} =

1

N !

∑

P

λP < G(λ)|G [P (λ)] > (3.15)

Il calcolo di M−2
{n} va fatto separatamente per il caso simmetrico o per

quello antisimmetrico, e ciò da luogo alla distinzione in 2 classi di particelle
identiche: bosoni e fermioni.

3.3 Bosoni

Quello dei bosoni è il caso simmetrico, ovvero abbiamo λP = 1 e Λ = S
simmetrizzatore.

Nella sommatoria (3.15), se tutti gli autovalori sono diversi, l’unico ter-
mine che si salva sarà quello relativo alla permutazione identica. Tralascia-
mo questo caso semplice e supponiamo invece che sia per esempio λ1 = λ2:
stavolta avremo due termini diversi da zero, la permutazione identica e
quella in cui λ1 è scambiato con λ2.

Procedendo per esempio con 3 autovalori coincidenti con λ1, avremo
stavolta ben 6 termini non nulli: in generale per r autovalori coincidenti
con λ1 avremo r! termini di sommatoria diversi da zero.

Estendendo questo ragionamento a tutti gli autovalori che possono es-
sere uguali, ed indicando con il numero di occupazione ni il numero di
autovalori coincidenti con λi, avremo in totale

∏
ni! termini non nulli, da

cui

M−2
{n} =

1

N !

∏

ni! =⇒M{n} =

√
N !

∏

i ni!
(3.16)

ottenendo cos̀ı

< x|{n} >= M{n} < x|Λ|G(λ) >=

√
N !

∏

i ni!

1

N !

∑

P

P̌

[
N∏

i=1

uλi(xi)

]

(3.17)

I vettori |{n} > con la loro condizione al contorno formano una base per il
sottospazio degli stati simmetrici con N particelle e sono normalizzati come
detto in precedenza e ricavato finora. Il generico stato al tempo t sarà

|ψ(t) >=
∑

{n}
|{n} >< {n}|ψ(t) > (3.18)

dove l’ampiezza precedente si può interpretare come quell’ampiezza che al
tempo t si trovino n1 particelle nelo stato λ1, n2 in λ2 e cos̀ı via.
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3.3. Bosoni

Menzioniamo adesso una relazione fondamentale:

< x|{n} >=
∞∑

i=1

√
ni
N

< x1|λi >< x2, x3, ..., xN |n1, n2, ..., ni − 1, ... >

che ci dice che la proiezione degli stati di occupazione sulla base delle coor-
dinate, si può scrivere a meno di fattori di normalizzazione come una serie
di prodotti di un’ampiezza di stati singoli per un’ampiezza di N − 1 stati.

Poichè per ogni permutazione P possiamo scrivere P = QTm, essendo
Q una permutazione di (2, 3, ..., N) e Tm una trasposizione 1←→ m.

Se pensiamo per esempio di costruire la matrice delle ampiezze< xi|λj >
e concepiamo lo sviluppo del determinante secondo la regola di Laplace,
otteniamo proprio la relazione fondamentale che cerchiamo, purchè non te-
niamo conto della parità. Questa non è affatto una dimostrazione, ma un
metodo mnemonico per ricordare la relazione introdotta. Analogamente si
può dimostrare che

< x|{n} >=

N∑

r=1

√
1

niN
< xr|λi >< x1, x2, xr−1, xr+1, ..., xN |n1, n2, ..., ni − 1, ... >

3.3.1 Operatori di creazione e distruzione

Definiamo l’operatore di distruzione âi come tale che

âi|{n} >=
√
ni|{n− 1} > (3.19)

La sua azione è quella di costruire uno stato con una particella in meno
nello stato λi.

Rispetto ai sistemi trattati finora, siamo di fronte a qualcosa di più
generale, poichè adesso il numero di particelle può variare. L’operatore di
distruzione che genera queste variazioni agisce in uno spazio che è definito
dalla somma diretta D(0) ⊕ D(1) ⊕ ... ⊕ D(i) ⊕ ..., essendo D(i) lo spazio
relativo ad i particelle: per questo ci troviamo in un sistema più generale.
Lo spazio cos̀ı costruito si chiama spazio di Fok.

Possiamo anche definire un altro operatore, detto di creazione, che agisce
come

â†i |{n} >=
√
ni + 1|{n+ 1} > (3.20)

Questo lo si può vedere subito, coniugando la definizione di âi e moltipli-
cando per il ket |{n} > e risolvendo algebricamente. Si mostra4 facilmente
l’algebra di tali operatori:

[âi, âj] = 0
[

â†i , â
†
j

]

= 0
[

âi, â
†
j

]

= δij (3.21)

Definiamo un ulteriore operatore come Ni = â†i âi che opera come

Ni|{n} >= â†i âi|{n} >=
√
niâ

†
i |{n− 1} >=

√
ni
√
ni|{n} >= ni|{n} >

4Si procede come nelle comuni dimostrazioni fatte finora per mostrare le commuta-
zioni, si moltiplicano entrambi i membri del commutatore per lo stato in interesse e si
sottraggono i risultati.
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3.3. Bosoni

ovvero gli autovalori di Ni sono i numeri di occupazione e gli stati che sod-
disfano la sua equazione agli autovalori sono quelli in cui esso è diagonale.

Si può mostrare che l’algebra di Ni è
[

Ni, â
†
i

]

= â†i [Ni, âi] = −âi (3.22)

che si dimostra a partire dalla definizione di Ni e utilizzando l’algebra degli
operatori di creazione e distruzione.

Definiamo un nuovo operatore, detto operatore numero, che ci restituisca
il numero di particelle del sistema, definito come N̂ =

∑

iNi.
Gli autovalori di Ni sono interi, non negativi e limitati inferiormente da

zero. Per ogni stato |φ > si ha infatti

< φ|Ni|φ >=< φ|â†i âi|φ >= ||âi|φ > || ≥ 0 (3.23)

Nello spazio di Fok esiste uno stato del sistema in cui applicando a |0 >
un operatore di distruzione, ritroviamo nuovamente |0 >, che viene detto
dunque stato di vuoto. Attenzione a non confondere questo stato con il
vettore nullo, poichè lo stato di vuoto ha norma 1. Tuttavia ancora non
sappiamo se questo stato è unico o meno o se esso sia lo stato fondamentale
di qualche hamiltoniano.

3.3.2 Operatori di campo

L’algebra degli operatori di campo è molto utile per i problemi che stiamo
trattando, poichè non dipende dalla base scelta e contiene in sè il fatto che
le particelle siano bosoni o fermioni. Definiamoli come

Ψ(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi > âi Ψ†(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi >∗ â†i (3.24)

Tali operatori costruiscono stati che sono combinazione lineare coerente di
stati in cui vi è una particella in meno o in più in ciascun stato di particella
singola. Notiamo che

[
Ψ(~x),Ψ†(~y)

]
=

∑

i,j

< ~x|λi >< λj |~y >
[

âi, â
†
i

]

=
∑

i

< ~x|λi >< λj |~y >= δ3(~x− ~y) (3.25)

Il resto dell’algebra si può mostrare semplicemente, ci limitiamo a riportar-
la:

[Ψ(~x),Ψ(~y)] = 0
[
Ψ†(~x),Ψ†(~y)

]
= 0

[
Ψ(~x),Ψ†(~y)

]
= δ3(~x − ~y) (3.26)

L’azione di Ψ(~x) e Ψ†(~x) è quella di distruggere e creare rispettivamente,
una particella nella posizione ~x.

Possiamo anche risalire all’operatore numero in termini di operatori di
campo:

N̂ =
∑

i

â†i âi =
∑

i,j

â†i < λi|λj > âi

=
∑

i,j

∫

d3xâ†i < λi|x >< x|λj > âi =

∫

d3xΨ†(x)Ψ(x) (3.27)
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3.4. Fermioni

A partire dalla relazione fondamentale introdotta ma non dimostrata nei
paragrafi precedenti, per < x|{n} >, si dimostra che

S|~x1, ~x2, ..., ~xN >=
1

N !
Ψ†(~x1)Ψ†(~x2)...Ψ†(~xN )|0 > (3.28)

ovvero applicando Ψ†(xi) ripetutamente (i = N,N − 1, ..., 1) otteniamo lo
stato simmetrizzato a partire dallo stato di vuoto: stiamo praticamente
aggiungendo particelle nelle posizioni (~x1, ~x2, ..., ~xN ).

Si noti come già avevamo anticipato, che l’applicazione degli operatori
di campo tiene conto fin dall’inizio dell’opportuna simmetrizzazione degli
stati e della simmetria rispetto all’interscambio: il fatto stesso che parliamo
di bosoni è intrinseco nell’algebra degli operatori di campo.

3.4 Fermioni

Abbiamo trattato finora i sistemi di bosoni; adesso passiamo a sistemi di
fermioni per cui λP = ±1 e Λ = A.

Cominciamo con il notare una perculiarità dei fermioni. Supponiamo di
avere due particelle nello stesso stato (ni = 2) λ = λr = λs. Allora avremo
che

|Γ({λ}) >= A|λ1, ..., λr, ..., λs, ...λN >= ATrs|λ1, ..., λs, ..., λr , ...λN >

Gli operatori A e Trs commutano, poichè Λ commuta con le trasposizioni,
e |Γ > rappresenta lo stato antisimmetrizzato. Commutando avremo

TrsA|λ1, ..., λs, ..., λr, ...λN >= Trs|Γ({λ}) >= −|Γ({λ}) >

poichè la trasposizione di uno stato antisimmetrico cambia il segno allo
stato. Guardando da dove abbiamo iniziato e dove siamo giunti otteniamo
|Γ({λ}) >= −|Γ({λ}) > che è soddisfatta solo se |Γ({λ}) >≡ 0, che afferma
che non possono esserci due fermioni nello stesso stato, legge questa nota
con il nome di principio di esclusione di Pauli. Di conseguenza ni ≥ 0 e
quindi la (3.15) diventa

M−2
{n} =

1

N !

∑

P

δP < λ1, λ2, ..., λN |λβ1 , λβ2 , ..., λβN >

=⇒M{n} =
√
N ! (3.29)

poichè solo una tra le ampiezze in gioco della sommatoria è diversa da zero:
la permutazione identica; questo per via del vincolo ulteriore ni ≥ 0. Come
fatto per il caso simmetrico, proiettiamo sulla base delle coordinate:

< x|{n} >=

√
N !

N !

∑

P

δP P̌

[
N∏

i=1

uλi(xi)

]

(3.30)

che stavolta può essere davvero visto come il determinante5 della matrice
costruita dalle ampiezze < xi|λj >, poichè si tiene conto della parità per

5Esso viene detto determinante di Slater.
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3.4. Fermioni

via di δP . Sviluppandolo si ottiene

< x|{n} > =
1√
N

N∑

m=1

(−1)m−1 < x1|λi >< x2, x3, ..., xN |{n− 1} >

=
1√
N

∞∑

i=1

< x1|λ(i) > ni(−1)si < x2, x3, ..., xN |{n− 1} >

essendo si =
∑i
k=1 nk il numero di stati occupati fino all’i−esimo.

3.4.1 Operatori di creazione e distruzione

Quanto detto nel caso dei bosoni, può essere ripetuto interamente per quel-
lo dei fermioni, a patto di tener conto di alcune differenze. Per esempio
dobbiamo tenere conto del fatto che applicando 2 volte l’operatore di crea-
zione non possiamo ottenere altre particelle, quindi â†i = 0; analogamente
âi = 0, poichè zero è già il limite inferiore e una doppia applicazione porta
comunque ad esso.

Definiamo l’operatore di distruzione âi nel caso antisimmetrico come
tale che

âi|{n} >= (−1)sini|{n− 1} > (3.31)

La sua azione è quella di costruire uno stato con una particella in meno
nello stato λi.

L’operatore di distruzione che genera le variazioni in numero agisce in
uno spazio che è definito dalla somma diretta D(0) ⊕D(1) ⊕ ...⊕D(i) ⊕ ...,
essendo D(i) lo spazio relativo ad i particelle: per questo ci troviamo in un
sistema più generale. Lo spazio cos̀ı costruito si chiama spazio di Fok anche
in questo caso.

Possiamo anche definire un altro operatore, detto di creazione, che agisce
come

â†i |{n} >= (−1)si(1− ni)|{n+ 1} > (3.32)

Questo lo si può vedere subito, coniugando la definizione di âi e moltipli-
cando per il ket |{n} > e risolvendo algebricamente. Da queste definizioni
si può partire per dimostrare la nostra precedente asserzione. Si osservi che
se ni = 0 si ha âi|{n} >= 0; se ni = 1 si ha â†i |{n} >= 0. L’algebra di
tali operatori è strutturalmente simile a quella degli operatori omonimi del
caso simmetrico, a patto però di sostituire all’operazione di commutazione,
l’operazione di anticommutazione che indichiamo con {}:

{âi, âj} = 0 {â†i , â†j} = 0 {âi, â†j} = δij (3.33)

Definiamo un ulteriore operatore come Ni = â†i âi che opera come

Ni|{n} >= â†i âi|{n} >= n2
i |{n} >= ni|{n} >

ovvero gli autovalori di Ni sono ancora i numeri di occupazione e gli stati
che soddisfano la sua equazione agli autovalori sono quelli in cui esso è
diagonale.
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3.5. Operatori in seconda quantizzazione

3.4.2 Operatori di campo

L’algebra degli operatori di campo nel caso antisimmetrico è identica for-
malmente a quella degli operatori omonimi del caso simmetrico, con qualche
piccola differenza. Definiamoli come

Ψ(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi > âi Ψ†(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi >∗ â†i (3.34)

Tali operatori costruiscono stati che sono combinazione lineare coerente di
stati in cui vi è una particella in meno o in più in ciascun stato di particella
singola.

L’algebra si può mostrare semplicemente, ci limitiamo a riportarla,
tenendo conto di utilizzare anticommutatori al posto dei commutatori:

{Ψ(~x),Ψ(~y)} = 0 {Ψ†(~x),Ψ†(~y)} = 0 {Ψ(~x),Ψ†(~y)} = δ3(~x− ~y)(3.35)

L’azione di Ψ(~x) e Ψ†(~x) è quella di distruggere e creare rispettivamente,
una particella nella posizione ~x.

Possiamo anche risalire all’operatore numero in termini di operatori di
campo:

N̂ =
∑

i

â†i âi =
∑

i,j

â†i < λi|λj > âi

=
∑

i,j

∫

d3xâ†i < λi|x >< x|λj > âi =

∫

d3xΨ†(x)Ψ(x) (3.36)

A partire dalla relazione fondamentale introdotta ma non dimostrata nei
paragrafi precedenti, per < x|{n} >, si dimostra che

A|~x1, ~x2, ..., ~xN >=
1

N !
Ψ†(~xN )...Ψ†(~x2)Ψ†(~x1)|0 > (3.37)

ovvero applicando Ψ†(xi) ripetutamente (i = 1, 2, ..., N) (nel caso dei bo-
soni l’applicazione avveniva nell’ordine inverso) otteniamo lo stato antisim-
metrizzato a partire dallo stato di vuoto: stiamo praticamente aggiungendo
particelle nelle posizioni (~x1, ~x2, ..., ~xN ).

Si noti come già avevamo anticipato, che l’applicazione degli operatori
di campo tiene conto fin dall’inizio dell’opportuna antisimmetrizzazione
degli stati e della antisimmetria rispetto all’interscambio: il fatto stesso
che parliamo di fermioni è intrinseco nell’algebra degli operatori di campo.

3.5 Operatori in seconda quantizzazione

Sia F un operatore che non cambia il numero di particelle N e si supponga
che sia locale, ovvero

< x′|F |x >= δNN ′F (x)
∏

δ(x′i − xi) (3.38)
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3.5. Operatori in seconda quantizzazione

A questo punto possiamo rappresentarlo in termini degli stati relativi ai
numeri di occupazione:

< {n′}|F |{n} >=

∫

dx′ < {n′}|x′ >< x′|F |x > dx < x|{n} >=

=
1

N !

∫

dx < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)|0 > F (x) < 0|Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >

Poichè il prodotto che compare degli operatori di campo ha elementi di
matrice non nulli solo con gli stati di vuoto, possiamo sostituire |0 >< 0| =
∑

{n′′} |{n′′} >< {n′′}| = I e ottenre

< {n′}|F |{n} >=
1

N !

∫

dx < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)|F (x)|Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >

ed avere in definitiva

F =
1

N !

∫

dx1...dxNΨ†(xN )...Ψ†(x1)F (x1, ..., xN )Ψ(x1)...Ψ(xN ) (3.39)

Supponiamo che l’operatore F sia la somma di N operatori ad un corpo:

F (x) =

N∑

i=1

f(xi)

Allora avremo

< {n′}|F |{n} >=
1

N !

∫

dx1...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)

∑

i

f(xi)Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >

Consideriamo il termine
∫

dx1...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)f(xN )Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >

=

∫

dx2...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x2)f(xN )N̂1Ψ(x2)...Ψ(xN )|{n} >

=

∫

dx2...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x2)f(xN )Ψ(x2)...Ψ(xN )|{n} >

=

∫

dx3...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x3)f(xN )N̂2Ψ(x3)...Ψ(xN )|{n} >

=

∫

dx3...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x3)f(xN )2Ψ(x3)...Ψ(xN )|{n} >

= ... =

∫

dxN (N − 1)! < {n′}|Ψ†(xN )f(xN )N̂2Ψ(xN )|{n} >

Usando opportunamente le regole di commutazione è possibile portare ogni
termine Ψ†(xi) a sinistra ed ogni termine Ψ(xi) a destra, ottenendo cos̀ı
che ogni termine della sommatoria produca lo stesso risultato precedente, in
modo da ottenere come risultato il fattore N(N −1)! che si elide con quello
1
N ! che è moltiplicato per tutta la somma. Passando inoltre dall’equazione
con gli stati |{n} > a quella tra operatori, otteniamo infine

F =

∫

dxΨ†(x)F (x)Ψ(x) (3.40)
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3.5. Operatori in seconda quantizzazione

3.5.1 Osservabili dinamiche

Applichiamo quanto detto ad alcune osservabili dinamiche fondamentali che

abbiamo incontrato. Sia H =
∑
hi(~xi), con h(~xi) = − ~

2

2m∇2
xi . Otteniamo:

H = − ~
2

2m

∫

d3xΨ†(~x)∇2Ψ(~x)

= − ~2

2m

∑

k,k′

∫

d3xâ†ke
−i~k·~x∇2âk′e

i~k′·~x 1√
V

1√
V

= − ~2

2m

∑

k,k′

∫

d3xâ†kâk′ (−k′2)e−i(
~k−~k′)·~x 1√

V

1√
V

=
~2

2m

∑

k,k′

â†kâk′k
′2 1

V
V δkk′ =

∑

k

~2k2

2m
â†kâk (3.41)

Per l’impulso totale ~P =
∑

i
~Pi con ~Pi = ~

i
~∇i (la i a denominatore è l’unità

immaginaria), si avrà

P =
1

2

~

i

∫

d3x
[
Ψ†(~x)∇Ψ(~x)− (∇Ψ†(~x))Ψ(~x)

]
(3.42)

che uno sviluppo analogo precedente porta al risultato cercato

~P =
∑

~k

~~kâ†~kâ~k (3.43)

Ricordando la definizione dell’operatore numero

N =
∑

~k

â†~kâ~k (3.44)

possiamo affermare che H e ~P si ricavano pesando i termini delle somme

che definiscono tale operatore, con la loro espressione ad un corpo, ~
2k2

2m e

~~k rispettivamente, e sommandoli tra loro.
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CAPITOLO 4

Meccanica quantistica relativistica

Uno dei problemi della fisica moderna è quello di riuscire a formulare una
teoria quantistica invariante per le trasformazioni di Lorentz, che descriva
il moto di una particella soggetta ad un campo esterno.

Questo problema si traduce nella ricerca di un’impalcatura teorica che
riesca a stabilire equazioni coerenti che leghino la meccanica quantistica
alla cinematica relativistica nella sua formulazione speciale. I tentativi sono
stati diversi e i primi risultati cominciano a presentarsi grazie alla teoria di
Klein e successivamente ai contributi portati da Dirac.

4.1 Principio di indeterminazione

Una delle prime contraddizioni che nascono dal tentativo di coniugare re-
latività ristretta e meccanica quantistica nasce dal principio di indetermi-
nazione.

Secondo la sua formulazione per l’impulso-posizione, se ne deduce che
tanto più diminuiamo l’intervallo di posizione, tanto più deve aumentare
quello sull’impulso.

Volendo fare un esempio pratico, supponiamo di confinare una particel-
la in una scatola le cui pareti sono mobili e arbitrariamente stanziabili tra
loro: man mano che stringiamo tali pareti, per il principio di Heisenberg
l’impulso della particella deve aumentare in maniera inversamente propor-
zionale. Tuttavia questo aumento non ha un limite superiore ed implica
che ad un certo punto la velocità della particella può superare quella della
luce, in netto contrasto con il primo postulato della relatività ristretta.

Per risolvere questa inconsistenza, il principio di indeterminazione sub̀ı
delle modifiche. Scendendo via via a lunghezze sempre più piccole, l’e-
nergia fornita alla particella costretta a muoversi su uno spazio estrema-
mente piccolo, si manifesta polarizzando il vuoto e creando delle coppie
particella-antiparticella.

Tuttavia anche questa formulazione genera dei problemi dal punto di
vista delle funzioni d’onda. Questo problema non è risolubile in una for-
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4.2. Lo schema di Heisenberg

mulazione quantistica relavistica e si è reso necessario costruire una teoria
dei campi, che permette di descrivere più particelle contemporaneamente.

4.2 Lo schema di Heisenberg

Fondamentalmente possiamo anticipare che nella trattazione di Schröedin-
ger gli operatori restano immutati nel tempo con i rispettivi autovettori ed
autovalori, mentre a variare nel tempo sono gli stati, che si evolvono.

Nello schema di Heisenberg invece gli operatori non restano immutati nel
tempo e possono dipendere esplicitamente da esso. Più in là vedremo come
legare questi due schemi in equazioni, dato che i risultati a cui giungono
sono i medesimi.

4.2.1 Evoluzione temporale

Abbiamo incontrato l’operatore di evoluzione temporale U(t), tale che se
un sistema si trova in uno stato |ψ(t0) >, dopo un tempo t si evolverà
deterministicamente in uno stato

|ψ(t) >= U(t0, t)|ψ(t0) >

Tale operatore ricordiamo essere lineare perchè deve conservare la sovrap-
posizione degli stati (le combinazioni lineari) ed è anche unitario, perchè
deve mantenere inalterate le norme e di conseguenza le probabilità: dunque
U †(t, t0) = U−1(t, t0) = U(t0, t).

Una proprietà importante che ne discende è che per ogni τ ∈ [t′, t′′] vale
U(t′, t′′) = U(t′, τ)U(τ, t′′) e infine U(t, t) = I.

L’operatore U è legato al generatore delle traslazioni temporali1 dalla
relazione

U(t+ δt, t) = I − i

~
H(t)δt

essendo δt un intervallo di tempo infinitesimo. Da questa si ottiene subito:

[U(t+ δt, t)− I]U(t, t0) = − i
~
δtH(t)U(t, t0)

U(t+ δt, t)U(t, t0)− U(t, t0) = − i
~
δtH(t)U(t, t0)

i~
U(t+ δt, t)U(t, t0)− U(t, t0)

δt
= H(t)U(t, t0)

Ma quest’ultima altro non è che l’operazione di derivazione temporale nello
spazio di Hilbert, quindi giungiamo all’equazione differenziale definitiva

i~
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0) (4.1)

Formalmente la (4.1) è simile all’equazione di Schröedinger, ma al posto di
stati o funzioni d’onda, coinvolge l’operatore di evoluzione temporale. Essa
può essere messa in forma integrale che molto spesso risulta molto più utile
nelle applicazioni in quanto ha il vantaggio considerevole di contenere in sè
le possibili codizioni al contorno imposte all’evoluzione del sistema.

1L’hamiltoniano del sistema.
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4.2.2 Da Schröedinger ad Heisenberg

Consideriamo una distribuzione di carica ̺, che si muove nel tempo con una
velocità v(t) regolata dall’esterno: la dinamica del sistema non determina
la dipendenza temporale perchè siamo nelle ipotesi che siamo noi stessi a
farlo.

Gli effetti dinamici sono descritti dal moto dello stato tramite l’equa-
zione di Schröedinger. Determinare la dinamica equivale a determinare la
traiettoria del punto nello spazio di Hilbert.

Introduciamo un operatore Ω invertibile e supponiamo di applicarlo a
tutti i vettori dello spazio H , ottenendo |ϕ′ >= Ω|ϕ >. Chiamiamo |ψ > lo
stato iniziale e lo vogliamo rappresentare con |ϕ′ > (o |ψ′ >), e ripetiamo
quanto detto per tutti gli stati, poichè potremo sempre tornare indietro
a |ϕ >, essendo Ω invertibile; cos̀ı facendo cambia anche l’operatore Â
associato ad una variabile dinamica A, divenendo Â′, che si interpreta cos̀ı
come una nuova variabile dinamica.

L’operatore Ω deve preservare anche le norme, per cui deve essere uni-
tario. Scegliendo diversi Ω ho diverse nuove rappresentazioni, per cui valu-
tando opportunamente quale scegliere possiamo aumentare il numero delle
semplificazioni nella trattazione.

Ci sono 2 importanti rappresentazioni: quella di Dirac e quella di Hei-
senberg, che abbiamo introdotto all’inizio di questo capitolo. Nella rappre-
sentazione di Heisenberg l’equazione che ci darà la dinamica del sistema
sarà quella dell’evoluzione dei valori medi.

Per esempio, supponiamo di trovarci nello spazio di Hilbert; col passare
del tempo nello schema di Schr. il vettore si sposta nel tempo, ma la sua
norma rimane costante. Ipotizzando di applicare U †(t, t0) a tutti i vettori
|ϕ > di H , otterremo |ϕH >= U †(t, t0)|ϕ >, che è l’equivalente di una
rotazione che applichiamo a tutti i generici vettori.

Ne deduciamo allora che lo schema di Heisenberg è una rotazione in-
versa dello spazio di Hilbert attorno ad un polo fisso che è dato dallo stato
indipendente dal tempo, attorno a cui ruota il sistema intero: questo im-
plica che la dinamica del sistema non è più legata allo studio degli stati
e della loro variazione nel tempo ma alla trasformazione degli operatori
Â −→ ÂH(t). Resta da definire qual è il legame di tale operatore con ÂS
dello schema di Schr.

Poichè i risultati a cui giungono devono essere gli stessi, consideriamo
che le ampiezze non devono variare da schema a schema, cos̀ı come i valori
medi delle variabili dinamiche:

< A >t=< ψS(t, t0)|AS |ψS(t, t0) >=< ψH(t0)|AH |ψH(t0) >=

Ma |ψH >= U †(t, t0)|ψS(t, t0) > e < ψH | =< ψS(t, t0)|U(t, t0), per cui si
giunge a

< A >t=< ψS(t, t0)|U(t, t0)AHU
†(t, t0)|ψS(t, t0) >

da cui finalmente si perviene alla relazione cercata:

AS = U(t, t0)AHU
†(t, t0)⇐⇒ AH = U †(t, t0)ASU(t, t0) (4.2)

Si evince come AH dipenda esplicitamente dal tempo.
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Nel paragrafo precedente abbiamo trovato l’equazione che regola il moto
dell’operatore U(t, t0) con la condizione iniziale che U(t, t) = I. Coniugan-
do la (4.1) otteniamo

−i~ d
dt
U † = U †H†(t) =⇒ i~

d

dt
U † = −U †H(t)

Andando a derivare la (4.2) e moltiplicando ambo i membri per i~, otte-
niamo

i~
d

dt
AH = i~

(
dU †

dt
ASU + U †AS

dU

dt

)

Sfruttando l’equazione (4.1) e la sua coniugata, otteniamo

i~
d

dt
AH = −U †H(t)ASU + U †ASH(t)U = U † [AS , H(t)]S U = [AS , H(t)]H

Altrimenti era anche possibile introdurre UU † = I nel penultimo passaggio:

i~
d

dt
AH = −U †H(t)(UU †)ASU + U †AS(UU †)H(t)U

= −HHAH +AHHH = [AH , HH ] = [AS , H(t)]H

Ma quest’ultima relazione vale per ogni coppia di operatoriA,B: [AH , BH ] =
[AS , BS ]H .

Si osservi come se H non dipende esplicitamente dal tempo, si ha
HH = H , ed in questo caso U(t, t0) = e−

i
~
H(t−t0) commuta con H e di con-

seguenza con HH ; concludendo dunque HH = U †HU = U †UH = H . Sem-
pre nell’ipotesi di indipendenza temporale di H , otteniamo che l’equazione
di evoluzione si scriverà

i~
d

dt
AH(t) = [AH , H ]

e la dinamica è trasferita agli operatori. In meccanica classica variano nel
tempo i tre operatori R̂, P̂ , M̂ , ovvero le 3 variabili dinamiche di posizione,
impulso, momento angolare: lo schema di Heisenberg è strutturato in ma-
niera simile al caso classico, per questo risulta utile in quei casi in cui la
vicinanza tra classico e quantistico si rende particolarmente manifesta.

In tale schema il valore medio di una variabile dinamica A si ottiene
brachettando l’equazione di Heisenberg:

i~ < ψH |
d

dt
AH(t)|ψH >=< ψH | [AH(t), H ] |ψH >

Poichè la derivata non agisce sugli stati possiamo scrivere

i~
d

dt
< ψH |AH(t)|ψH >=< ψH | [AH(t), H ] |ψH >=⇒

i~
d

dt
< A >t=< ψS |U [AS , H ]H U

†|ψS >

ma ricordando come sono legati i commutatori in schema H e S possiamo
scrivere < ψS |UU † [AS , H ]UU †|ψS >=< [AS , H ] >t e quindi

i~
d

dt
< A >t=< [AS , H ] >t
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4.3. Equazione di Klein-Gordon

che è quanto avevamo già ottenuto in precedenza nello studio della di-
namica della variabile A quando H è indipendente dal tempo. Nel ca-
so di dipendenza temporale, si deve tener conto del termine aggiuntivo
i~ ∂
∂tAH(t) = i~( ∂∂tAS(t))H , essendo

∂

∂t
AH(t) =

∂

∂t
U †AS(t)U = U † ∂AS

∂t
U (4.3)

4.3 Equazione di Klein-Gordon

Il primo passo verso una formulazione quantistica relativistica, venne fat-
to generalizzando l’equazione di Schroedinger di particella libera, per una
particella relativistica.

Non relativisticamente si ha H = P 2

2m e quindi

i∂tψ(x, t) = Hψ(x, t) (4.4)

Vogliamo sfruttare la relazione relativistica di mass-shell in unità na-
turali (c = ~ = 1) E2 = p2 + m2. Tuttavia notiamo che dobbiamo avere
un’equazione formalmente simile alla (4.4) ma in cui compaia H2 al posto di
H . Questo non costituisce un problema, in quanto basta iterare l’equazione
stessa, ottenendo

i∂t [i∂tψ(x, t)] = H [Hψ(x, t)]

A questo punto in luogo di H2 possiamo utilizzare la relazione di mass-
shell, sostituendo all’impulso la sua rappresentazione in meccanica quanti-
stica, e svolgere algebricamente:

−∂2
tψ(x, t) = −∇2ψ(x, t) +m2ψ(x, t) =⇒

[
� +m2

]
ψ(x, t) = 0 (4.5)

che viene detta equazione di Klein-Gordon. La soluzione di questa
equazione è simile a quella per la particella libera non relativistica:

ψ(xµ) = e−ipµx
µ

(4.6)

da cui si riottiene quella classica non appena passiamo al limite non

relativistico approssimando al primo ordine la relazione E = m
√

1 + p2

m . A

questo punto possiamo riscrivere

ψ(x, t) = e−ipµx
µ

= e−imte−i(E−m)tei~p·~x = e−imtφ(x, t) (4.7)

Il nostro obiettivo è adesso provare che l’equazione (4.5) con questa
ψ(x, t) ci restituisce proprio la (4.4):

∂2
t ψ(x, t) = −2ime−imt∂tφ(x, t) + e−imt∂2

t φ(x, t)−m2e−imtφ(x, t) (4.8)

in cui possiamo considerare il termine in ∂2
t φ(x, t) trascurabile nel limite

(E −m)2 << m2 e sostituendo nell’equazione (4.5) otteniamo

m2e−imtφ(x, t) + 2ime−imt∂tφ(x, t) = −e−imt∇2φ(x, t) +m2e−imtφ(x, t)

=⇒ i∂tφ(x, t) = −∇
2

2m
φ(x, t)
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4.4. L’equazione di Dirac

Nell’equazione (4.5) lo spettro energetico è dato dalla relazione di mass-

shell. Tuttavia osserviamo che E = ±
√

p2 +m2 sono entrambe soluzioni
accettabili; pertanto la teoria prevede una soluzione ad energia negativa.
Tale soluzione possiamo vederla in questo modo:

e−i(−
√
p2+m2)tei~p·~x = e−i(

√
p2+m2)(−t)ei(−~p)·(−~x)

che formalmente è identica alla soluzione in energia positiva, ma è
riferita ad una particella che si muove indietro sia nello spazio sia nel tempo.

Un ulteriore problema dell’equazione (4.5) è che porta ad una densità
di energia negativa. In meccanica quantistica l’equazione di continuità ha
la forma covariante

∂µJ
µ = 0 (4.9)

o nella sua forma classica

∂t̺+∇ ~J = 0 (4.10)

in cui definendo ̺ = ψ∗ψ si ottiene, prendendo l’equazione (4.4) e mol-
tiplicandola per −iψ∗ e la sua c.c. moltiplicandola per −iψ e sottraendo
membro a membro:
{

(i∂tψ)(−iψ∗) = (−iψ∗)(−∇2

2mψ)

(i∂tψ)(−iψ) = (−iψ)(−∇2

2mψ)
=⇒

{

ψ∗∂tψ − iψ∗ ∇2

2mψ = 0

−ψ∂tψ∗ − iψ∇2

2mψ
∗ = 0

che porta alla (4.10) a patto di definire

~J = − i

2m
(ψ∗∇ψ − ψ∇ψ∗) (4.11)

Nel caso dell’equazione (4.5) la procedura è identica e si ottiene lo stesso

valore per ~J a meno del fattore 2m e una densità ̺ pari a

̺ = i(ψ∗∂tψ − ψ∂tψ∗) (4.12)

A questo punto ̺ non rappresenta più una densità di probabilità ma
una di carica; le soluzioni a E < 0 si possono vedere come soluzioni ad
E > 0 per particelle di carica opposta.

4.4 L’equazione di Dirac

Nella sua trattazione, Dirac assume valida la relatività ristretta e complica
la forma delle relazioni quantistiche per ottenere i risultati che lo portarono
a prevedere l’esistenza del positrone.

Nella teoria non relativistica una particella a spin s è descritta da una
grandezza a 2s + 1 componenti, ovvero uno spinore simmetrico di rango
2s. Dal punto di vista matematico esse costituiscono una rappresentazione
irriducibile del gruppo delle rotazioni spaziali SO(3).

Nella teoria relativistica questo gruppo interviene solo come sottogrup-
po di quello più ampio, L(4). Sorge dunque la necessità di costruire una
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4.4. L’equazione di Dirac

teoria di spinori 4-dimensionali che realizzino rappresentazioni irriducibili
del gruppo di Lorentz.

Lo spinore ξα è una grandezza a due componenti (α = 1, 2). Essendo
componenti della funzione d’onda di una particella a spin 1

2 , ξ1 e ξ2 cor-
rispondono ad autovalori della proiezione lungo l’asse z dello spin uguali
rispettivamente a 1

2 e − 1
2 . Per qualsiasi trasformazione del gruppo pro-

prio di Lorentz (che non preveda inversione degli assi) le 2 grandezze si
trasformano come

{
ξ′1 = αξ1 + βξ2

ξ′2 = γξ1 + δξ2

sotto la condizione αδ−βγ = 1, come i determinanti delle trasformazioni
delle coordinate nel gruppo L(4).

Detto ciò e considerando valido il principio di sovrapposizione, Dirac
scrisse

i∂tψ = −i(αi∂i)ψ + βmψ (4.13)

Dalla (4.4) del secondo ordine, si ottiene sostituendo:

−∂2
t ψ = [−i(αi∂i) + βm] [−i(αj∂j) + βm]ψ

=
[
−α2

i ∂
2
i + (αiαj + αjαi)i∂ii∂j + (αiβ + βαi)i∂im+ β2m2

]
ψ

Dal confronto con la (4.5) si ottengono le seguenti restrizioni sugli α e β:

α2
i = 1 αiαj + αjαi = 0 (i 6= j) αiβ + βαi = 0 β2 = 1

Possiamo compattare le prime 2 in un’unica scrittura, ottenendo infine

{αi, αj} = 2δijI αiβ + βαi = 0 β2 = 1 (4.14)

che ci definiscono l’algebra di queste grandezze. Notiamo inoltre che α
e β anticommutano e sono entrambe hermitiane:

{α, β} = 0 αi = α†
i β = β† (4.15)

Alla luce di quanto detto, notiamo immediatamente che

Tr(αi) = Tr(β2αi) = Trβ(βαi) = Tr(βαiβ) = −Tr(αiββ) = −Tr(αi)

da cui Tr(αi) = 0. Inoltre poichè si può scrivere

αi =









a2
1 0 ... 0

0 a2
2 ... 0

...

0 0 ...
. . .









con ai = ±1, il numero di autovalori deve essere pari e cosi anche la
dimensione di α.
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4.4. L’equazione di Dirac

In 2 dimensioni non esiste un’algebra di matrici che soddisfi tali condi-
zioni. In 4 dimensioni Dirac mostrò che un’algebra che si addiceva perfet-
tamente era quella delle matrici di Pauli, definendo

αi =

(
0 σi
σi 0

)

β =

(
I2x2 0

0 −I2x2

)

(4.16)

con

σ1 =

(
0 1
1 0

)

σ2 =

(
0 −i
i 0

)

σ3 =

(
1 0
0 −1

)

(4.17)

la cui algebra è

{σi, σj} = 2δijI T r(σi) = 0 det(σi) = −1

Con l’equazione di Dirac si ritrova ancora una volta la soluzione con
energia negativa, ma questa volta la densità risulta positiva, poichè:

{
iψ∗∂tψ = −iψ∗(αi∂i)ψ + ψ∗βmψ

−iψ∂tψ∗ = iψ(α†
i∂i)ψ

∗ + ψβ†mψ∗

ricordando che β = β†, m è un numero e ̺ = ψψ∗ = ψ∗ψ si ha:

i∂t̺ = −i
[

ψ∗αi∂iψ + ψα†
i∂iψ

∗
]

ovvero ancora una volta l’equazione di continuità purchè si definisca

~J = ψ†~αψ

Per spiegare le soluzioni ad energia negativa, Dirac introdusse il concetto
di antiparticella, sostenendo che gli stati corrispondenti a tali soluzioni siano
sempre occupati e che le particelle che li occupano non sono visibili; tali
stati costituirebbero il mare di Dirac.

Tuttavia, se viene fornita un’energia pari a 2m, una particella può ’sal-
tare’ dalla banda del non visibile a quella del visibile, con energia positiva e
nel mare di Dirac si formerà una lacuna che si muove in direzione opposta.

Questa singolare interpretazione venne confermata qualche anno dopo
dalla scoperta del positrone, l’antiparticella dell’elettrone.

Osserviamo tuttavia che tale idea è applicabile soltanto ai fermioni,
poichè un elettrone non può decadere finchè non si crea una lacuna nel
mare di Dirac.

4.4.1 Soluzioni di Dirac

Le soluzioni della (4.13) sono

ψ(x, t) = e−iEtei~p·~x







ψ1

ψ2

ψ3

ψ4







= e−iEtei~p·~x
(
ϕ̃
χ̃

)

dove l’onda piana fa parte della soluzione, ma dobbiamo conoscere la
forma del 4-vettore, che abbiamo rappresentato come un oggetto a due com-
ponenti bispinoriali ϕ̃, χ̃, che sono a loro volta oggetti a due componenti che
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4.4. L’equazione di Dirac

caratterizzano in meccanica quantistica ed in teoria dei campi la cosiddetta
rappresentazione spinoriale, che alleggerisce la notazione.

Sempre a partire dalla (4.13) troviamo che

E

(
ϕ̃
χ̃

)

=

(
0 ~σ
~σ 0

)

~p

(
ϕ̃
χ̃

)

+m

(
1 0
0 −1

)(
ϕ̃
χ̃

)

(4.18)

che è un’equazione spinoriale che porta al sistema di equazioni

{
Eϕ̃ = ~σ~pχ̃+mϕ̃
Eχ̃ = ~σ~pϕ̃−mχ̃

il cui determinante è E2 −m2 − p2 = 0 per via della relazione di mass-
shell e poichè σ2 = I. Di conseguenza abbiamo un solo grado di libertà e,
scelto ϕ̄ come parametro arbitrario otterremo

χ̃ =
~σ~p

E +m
ϕ̄ (4.19)

oppure, scelto χ̄ avremo

ϕ̃ =
~σ~p

E −mχ̄ (4.20)

che per non andare incontro a singolarità, vengono scelti rispettivamente
nel caso in cui E > 0 e E < 0.

Tuttavia non va dimenticato che noi lavoriamo in uno spazio a 4 di-
mensioni e che pertanto ci servono altre due soluzioni. Pertanto prendiamo
un altro operatore, che commuti con H e P e che abbia due autovalori;
tale operatore è l’elicità H definita come la proiezione dello spin lungo la
direzione del moto:

H = ~s · ~p|~p| =

(
~σ 0
0 ~σ

)
~p

|~p| (4.21)

Scelto ~p lungo l’asse z otteniamo

H =

(
σ3 0
0 σ3

)

abbiamo l’operatore che ci permetterà di selezionare 4 soluzioni indi-
pendenti. Si noti che si deve avere

ϕ̄ =

(
1
0

)

ϕ̄ =

(
0
1

)

e quindi σ3ϕ̄ = ϕ̄ e σ3ϕ̄ = −ϕ̄, per cui le soluzioni a E > 0 sono 2:

e−iEte−ipx







1
0

~σ~p
E+m

(
1
0

)







e−iEte−ipx







0
1

~σ~p
E+m

(
0
1

)







(4.22)
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4.4. L’equazione di Dirac

Analogamente per E < 0 si ottiene

e−iEteipx







~σ~p
E−m

(
1
0

)

1
0







e−iEteipx







~σ~p
E−m

(
0
1

)

0
1







(4.23)

Queste soluzioni sono indipendenti e possono essere usate come base nel
nostro spazio 4-dimensionale. In particolare, nel caso di una particella a
riposo (p = 0, E = m) otteniamo le soluzioni

e−imt







1
0
0
0







e−imt







0
1
0
0







e−imt







0
0
1
0







e−imt







0
0
0
1







(4.24)

Tuttavia la risoluzione di Dirac presenta un problema fondamentale:
se davvero esistesse il suo mare, la carica dovrebbe essere tanto elevata
che ci aspetteremmo di vedere effetti di polarizzazione, che in realtà non
osserviamo.

La teoria dei campi riesce a dare una soluzione unificante soltanto da
un punto di vista matematico.

Supponiamo di avere un impulso fissato ~p, ad esso corrisponderanno
soluzioni ad energia positiva e negativa:

~p =

{
|E| =

√

p2 +m2 (1)

−|E| = −
√

p2 +m2 (2)

analogamente per −~p:

~p =

{
|E| =

√

p2 +m2 (3)

−|E| = −
√

p2 +m2 (4)

Scambiando ~p con −~p accoppiamo le soluzioni 1-4 e 2-3. Possiamo
spiegare ciò pensando ad una particella che si muove da x verso y: la sua
variazione di energia sarà ∆E(x) = 0 − |E|. Analogamente se calcoliamo
la medesima quantità per una particella che parte da y verso x con numeri
quantici opposti: ∆E(x) = −|E| − 0, che è uguale alla precedente.

Pertanto assumiamo per E > 0 e ~p le soluzioni







1
0

~σ~p
|E|+m

(
1
0

)













0
1

~σ~p
|E|+m

(
0
1

)







di particella e per E < 0 e −~p






− ~σ~p
−|E|−m

(
1
0

)

1
0













− ~σ~p
−|E|−m

(
0
1

)

0
1






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4.4. L’equazione di Dirac

le soluzioni di antiparticella di E > 0 ma numeri quantici opposti a quelli
della particella corrispondente. Associamo dunque alle soluzioni, le seguenti
funzioni d’onda:

u(E, p,
1

2
) u(E, p,−1

2
)

v(E, p,−1

2
) v(E, p,

1

2
)

rispettivamente per le particelle e le antiparticelle. Per le prime la parte
spazio-temporale risulta essere

e−i(Et−~p·~x)

mentre per le seconde

e−i(−|E|t+~p·~x) = e−i[|E|(−t)−~p·(−~x)]

secondo l’interpretazione di Feynman.

4.4.2 Matrici di Dirac

Indichiamo con γµ = (γ0, ~γ) le matrici di Dirac e indichiamo con il simbolo
6a il prodotto aµγ

µ.
Mentre l’equazione (4.5) è invariante per trasformazioni di Lorentz, non

possiamo dire lo stesso per la (4.13). Posti

γ0 = β β~α = ~γ (4.25)

moltiplicando la (4.13) per β e ricordando che β2 = 1 otteniamo

iγ0
αβ∂tψβ = −i~γαβ∇ψβ +mψβ

da cui

iγµ∂µψ −mψ = 0 =⇒ (i 6∂ −m)ψ = 0 (4.26)

che è l’equazione di Dirac in forma covariante. In teoria dei campi ci ri-
feriremo a ψ (o a Ψ dove non specificato altrimenti) come al campo di
Dirac.

4.4.3 Algebra delle matrici γµ

L’algebra delle matrici di Dirac è

{γµ, γν} = 2gµνI γ0 = γ0† γi = −γi† (4.27)

4.4.4 Algebra della matrice γ5

Definita la matrice γ5 = iγ0γ1γ2γ3 si ha la seguente algebra:

{γ5, γµ} = 0 γ5 = γ5† γ52
= I (4.28)
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4.5. Cambiamenti di riferimento

4.4.5 Algebra del tensore antisimmetrico di Ricci

Definito in precedenza, la sua algebra è

Tr(γ5γµγνγ̺γσ) = 4iεµν̺σ (4.29)

εµν̺σε
µν̺σ = −4! (4.30)

εµν̺σε
λν̺σ = −3!δλµ (4.31)

εµν̺σε
λπ̺σ = −2(δλµδ

π
ν − δπµδλν ) (4.32)

4.4.6 Rappresentazione di Pauli e Dirac

In tale rappresentazione, le matrici fondamentali assumono la forma

γ0 =

(
I2x2 0

0 −I2x2

)

γ =

(
0 ~σ
−~σ 0

)

γ5 =

(
0 I2x2
I2x2 0

)

(4.33)

Le equazioni di Dirac per u, v possono essere scritte come

(6p−m)ū = 0 ū = u†γ0

(6p+m)v̄ = 0 v̄ = v†γ0

Alla luce di quanto detto le relazioni di completezza possono essere cos̀ı
riscritte:

∑

s

u(s)(p)ū(s)(p) =
6p+m

2p0

∑

s

v(s)(p)v̄(s)(p) =
6p−m

2p0

da cui si deducono le relazioni di ortonormalità

u(s)v(s) = ū(s)v̄(s) = 0

ūs
′

(p′µ)us(pµ) = 2mδ4(pµ − p′µ)δss′

v̄s
′

(p′µ)vs(pµ) = −2mδ4(pµ − p′µ)δss′

4.5 Cambiamenti di riferimento

Se operiamo una trasformazione su α, β, γ l’algebra non cambia. Riscri-
viamo la (4.26) in un nuovo riferimento X ′ in moto relativo rispetto al
precedente, tenendo conto che γµ è Lorentz-invariante cos̀ı come m:

iγµ∂
′

µψ
′(x′)−mψ′(x′) = 0 (4.34)

Sappiamo che x′ = Λx. Vogliamo che esista un’applicazione2 S tale che

S(Λ)ψ(x) = ψ′(x′)

Sostituendo questa nella (4.34) e richiedendo la consistenza con la (4.26),
non trascurando che ∂µ = Λνµ∂

′
ν , si ottiene la condizione

S−1γµS = Λµνγ
ν (4.35)

2Dalla teoria dei gruppi, sappiamo che questa richiesta è lecita e sempre esaurita.
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4.6 Rotazioni

Vogliamo capire cosa accade non appena applichiamo una rotazione infini-
tesima al sistema intorno all’identità, ovvero quando

Λµν = δµν + ∆wµν (4.36)

Dalla definizione ne discende che ∆wµν = −∆wνµ (tensore antisimmetrico)
e che la sua diagonale principale deve essere nulla, pertanto è una matrice
descritta da 6 parametri indipendenti. Poichè dalla definizione di S(Λ)
otteniamo

ψ(x) = S−1(Λ)ψ′(x′)

e sappiamo anche che con la trasformazione Λ−1 passiamo dal riferimento
X ′ a quello X

ψ(x) = S(Λ−1)ψ′(x′)

otteniamo per confronto diretto la condizione S−1(Λ) = S(Λ−1). Quindi
avremo

S(δ + ∆wI) = I − i

4
∆wIµνσµν

dove σµν è antisimmetrico perchè contraendolo con Iµν e moltiplicando per
∆w deve restituire un tensore antisimmetrico (∆wµν ).

Inoltre dalla (4.35), sostituendo a S la sua trasformata S(δ+ ∆wI) e a
Λ la rotazione infinitesima δ+∆wI e sviluppando, si ottiene un interessante
proprietà:

−2i(δναγβ − δνβγα) = [σαβ , γ
ν]

che risulta essere soddisfatta se

σµν =
i

2
[γµ, γν ] (4.37)

in accordo con l’algebra stabilita precedentemente.

A partire dalla forma infinitesima, si può risalire a quella finita della
rotazione considerando i primi termini dello sviluppo in serie dell’esponen-
ziale

S = e−
i
4∆wIµνσµν (4.38)

da cui se ne deduce subito che S non è unitaria. Si dimostra subito che
valgono comunque le relazioni

S−1 = γ0S†γ0
[
γ5, S

]
= 0 (4.39)

e che se Iµν è una rotazione, la corrispondente S è unitaria.
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4.7 Trasformazioni di Parità

Quella di parità è una particolare trasformazione di Lorentz che ha deter-
minante pari a -1, differentemente dalle altre trasformazioni di Lorentz che
lo hanno pari a 1.

Essa si realizza materialmente invertendo il segno delle coordinate spa-
ziali e lasciando inalterata la coordinata temporale:

xµ ≡ (x0, ~x) −→ x′µ ≡ (x0,−~x) (4.40)

per mezzo della matrice

ΛP
µ
ν =







1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







(4.41)

Con questa matrice, la (4.35) diviene

S−1
P γ0SP = γ0 (4.42)

S−1
P γkSP = −γk (4.43)

per k = 1, 2, 3. Queste condizioni vengono soddisfatte se SP = γ0eiϕ,
tenendo conto di un eventuale fattore di fase. Ma poichè S4

P = I, al fattore
di fase viene imposta la condizione eiϕ = ±1,±i, e posto eiϕ = 1 otteniamo
in definitiva SP = γ0, che ci suggerisce che la parità delle particelle è
regolata da γ0.

Di fatto, nella rappresentazione di Pauli-Dirac tale matrice assume la
forma

γ0 =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1







che applicata agli spinori di particella e antiparticella nel riferimento di
quiete, ossia agli spinori (4.24), restituisce

ψ′
1,2 = ψ1,2 ψ′

3,4 = −ψ3,4 (4.44)

da cui ne segue che la parità dello spinore per una particella è sempre
opposta a quella della sua antiparticella.

Definendo ψ̄ = ψ†γ0, il comportamento delle matrici fin qui trattate
può dunque essere riassunto nella seguente tabella:

Comp. Inversione spaziale

Scalare ψ̄ψ 1 +
Vettore ψ̄γµψ 4 Comp. Spaziali: −
Tensore ψ̄σµνψ 6
Vettore assiale ψ̄γ5γµψ 4 Comp.Spaziali: +
Pseudoscalare ψ̄γ5ψ 1 -
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4.8. Proiezioni chirali

per un totale di 16 matrici indipendenti, che si possono costruire tutte a
partire dalle γ di Dirac.

Esempio.
Un esempio di applicazione di quanto detto è quello della corrente J(x)

che ha una parte scalare ψ†ψ ed una vettoriale ψ†αψ. Utilizzando le (4.39)
si ha

J0 = ψ†γ0γ0ψ = ψ̄γ0ψ

J = ψ†γ0γ0αψ = ψ̄~γψ

da cui Jµ = ψ̄γµψ. Per verificare che questo oggetto è davvero un 4-vettore,
ci mettiamo in un nuovo riferimento e vediamo come si trasforma:

J ′µ(x′) = ψ′†(x′)γ0γµψ′(x′) = ψ†(x)S†γ0γµSψ(x)

=
[
ψ†(x)γ0

] [
S−1γµSψ(x)

]
= ψ̄(x)γνΛµνψ(x)

= ψ̄(x)γνψ(x)Λµν = Jν(x)Λµν

che è appunto la legge di trasformazione di un 4-vettore soggetto ad una
trasformazione di Lorentz.

4.8 Proiezioni chirali

Sono proiezioni che non dipendono dalla massa. Ricordando che γ52
= I

definiamo i due proiettori, left e right rispettivamente, come

PL =
1

2
(1− γ5) (4.45)

PR =
1

2
(1 + γ5) (4.46)

Risulta facilmente che essi sono proiettori dimostrando che verificano le
relazioni:

P 2
i = Pi PL + PR = 1 PRPL = 0

Una volta definiti ψL,R = PL,Rψ, otteniamo dalle definizioni che ψ = ψL +
ψR, ovvero lo spinore è diviso in due spinori ortogonali tra loro.

Si dimostra che sotto le trasformazioni di Lorentz proprie, le quantità
ψ̄LψL e ψ̄RψR sono invarianti. Non lo sono altrettanto invece gli autostati
d’elicità.

Infatti ψ̄ 1
2
ψ 1

2
non è invariante: se la particella si muove con elicità pro-

iettata lungo l’impulso, si potrà sempre fare una trasformazione di Lorentz
osservando da un riferimento più veloce della particella in modo che que-
sta si veda andare in verso opposto senza cambiare spin; di conseguenza
cambiando la sua elicità, che risulta essere una grandezza dipendente dal
sistema di riferimento.

Tuttavia, esiste un caso in cui l’elicità non dipende dal sistema di riferi-
mento scelto, ed è quello in cui la particella si muove a velocità c, essendo
dunque una particella a massa nulla.
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4.9. Elettrodinamica di fermioni a massa nulla

A partire dalla definizione di S e tenendo presente l’algebra delle matrici
di Dirac, avremo per il trasformato dello spinore left o right:

SPL,Rψ = SψL,R = ψ′
L,R = S

1

2
(1∓ γ5)ψ =

1

2
(1∓ γ5)Sψ = PL,RSψ = PL,Rψ

′

poichè S contiene un termine in σµν = [γµ, γν ] e sfruttando il fatto che
{γ5, γµ} = 0, abbiamo mostrato che [S, PL,R] = 0.

L’elicità commuta con l’hamiltoniano mentre i proiettori chirali no a
causa del termine di massa: dunque una particella in uno stato left o
right, non lo conserva nel tempo. Se ne deduce che questi operatori hanno
proprietà complementari, mentre nel caso di m = 0 coincidono.

4.9 Elettrodinamica di fermioni a massa nulla

L’equazione (4.13) nel caso m = 0 diventa

i∂tψ = −iα∂iψ

Venendo a mancare il termine in β, le regole di commutazione di α
sono soddisfatte già in 2 dimensioni con le matrici di Pauli e con spinori
a 2 componenti. Per uniformità di notazione continueremo a lavorare con
spinori 4-dimensionali.

Abbiamo già parlato della rappresentazione di Pauli-Dirac. In que-
sto contesto utilizzeremo la rappresentazione relativistica dove vengono
scambiati i ruoli di γ0 e γ5 ottenendo come risultato

~α =

(
~σ 0
0 −~σ

)

γ0 =

(
0 I
I 0

)

~γ =

(
0 −~σ
~σ 0

)

γ5 =

(
I 0
0 −I

)

In tale rappresentazione avremo:

ψ =

(
ψa
ψb

)

=⇒
{
i(∂t − ~σ · ~∇)ψb = 0

i(∂t + ~σ · ~∇)ψa = 0
(4.47)

Ancora una volta l’equazione si è sdoppiata. Scrivendo per un’onda piana

ψa,b = e−ipµx
µ

ψ̃a,b (4.48)

essendo ψ̃a,b il termine che tiene conto dello spin, avremo:

{
p0ψ̃b = −~σ · ~pψ̃b
p0ψ̃a = ~σ · ~pψ̃a

(4.49)

dette equazioni di Weyl. I proiettori saranno:

PL =
1

2
(1− γ5) =

1

2

(
0 0
0 2I

)

=

(
0 0
0 I

)

e analogamente

PR =

(
I 0
0 0

)
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per cui si ha che i proiettori selezionano ψa e ψb, rispettivamente le com-
ponenti down e up dello spinore:

ψL =





0
0
ψb



 ψR =





ψa
0
0





4.10 Trasformazioni di gauge

Un primo esempio di gauge è rappresentato dalle condizioni di Coulomb:
A′
µ tale che A′

0 = 0 e ~∇ · ~A′ = 0.
Questa gauge non è scritta in forma covariante e di fatto crea problemi

non appena si passa da un riferimento ad un altro, in quanto non è più
valida.

Per questo motivo si utilizza comunemente la gauge di Lorentz ∂µA
′µ =

0, che è tale che ∂µ(A′µ + ∂µf) = 0 ed è in forma covariante.

4.10.1 Dinamica di particella a massa nulla

La soluzione dell’equazione d’onda (che discende dalle equazioni di Maxwell
nel vuoto in assenza di carica) è l’onda piana

Aµ = aµe
−ipνxν (4.50)

che derivata 2 volte restituisce p2Aµ = 0, soddisfatta per p2 = 0. Appli-
cando la condizione di Lorentz troviamo

pµa
µe−ipνx

ν

= 0

Quest’ultima ci dice che, essendo pµ ≡ (pz , 0, 0, pz) di tipo luce (il suo
quadrato è nullo), il 4-vettore aµ è necessariamente di tipo (0, a1, a2, 0)
oppure è proporzionale a pµ. Avremo in generale che aµ = αpµ+bµ essendo
bµ ≡ (0, b1, b2, 0).

Poichè assumiamo che A′
µ = Aµ + ∂µf con �f = 0, possiamo prendere

f come un’onda piana del tipo

f = ce−ipνx
ν

da cui

A′
µ = Aµ + ∂µf = e−ipνx

ν

[αpµ + bµ − icpµ]

che scelto ic = α porta a

A′
µ = bµe

−ipνxν

ovvero un vettore di tipo spazio ortogonale a quello di partenza. Si definisce
longitudinale il termine αpµ di aµ, che non ha un significato fisico e di fatto
si può eliminare con una trasformazione di simmetria; si definisce trasversale
il termine bµ che indica i 2 gradi di libertà indipendenti che rimangono nel
problema, corrispondenti ai 2 stati di elicità possibili per un fotone che si
propaga nel vuoto.
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4.10.2 Dinamica di particella a massa non nulla

Supponiamo di trattare il caso di una particella a massa non nulla e spin 1,
come per esempio il bosone vettore dell’interazione debole Z. L’equazione
della dinamica sarà

(� +m2)zµ = 0

Una volta definito il tensore antisimmetrico Fµν = ∂µzν−∂νzµ, l’equazione
di Klein-Gordon diventa

∂µFµν = m2zν

Inoltre

∂ν∂µFµν = m2∂νzν = 0 =⇒ ∂νzν = 0

La soluzione dell’equazione sarà del tipo

zµ = sµe
−ipνxν

con p2 = m2. Derivando 2 volte si ottiene pµz
µ = 0 con pµ ≡ (p0, 0, 0, 0).

Perchè zµ sia ortogonale a pµ in questo riferimento, deve essere zµ ≡ (0, ~z)
di tipo spazio. Adesso z non ha 2 gradi di libertà come nel caso precedente,
ma 3.

4.11 Stati di polarizzazione

Cerchiamo una base spaziale per descrivere la polarizzazione nei 3 assi
coordinati. La più generica è

εµ =







0
1
0
0













0
0
1
0













0
0
0
1







che è corretta nel riferimento in cui la particella è in quiete. In generale però
ci occorre fare un boost, ossia una trasformazione di Lorentz per passare
ad un riferimento in cui la particella è in moto. Per esempio lungo l’asse z
avremmo pµ ≡ (E, 0, 0, pz) e E2 = p2

z +m2 e dunque

εµ =







0
1
0
0













0
0
1
0













pz
m
0
0
E
m







che sono 3 stati di proiezione dello spin e otteniamo εµp
µ = 0.

Si preferisce utilizzare stati di polarizzazione circolare, ovvero con elicità
±1. Questi sono dati da una combinazione lineare di ε1, ε2:

εµR,L = ∓ 1√
2

(εµ1 ± iεµ2 ) =⇒ εR,L = ∓ 1√
2





1
±i
0




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4.11. Stati di polarizzazione

Pertanto, potremmo usare per esempio per la particella Z la base εR, εL, ε3,
poichè per il fotone (massa nulla) occorrono solo 2 versori perpendicolari a
pµ e se pµ è lungo l’asse z bastano ε1, ε2.

Il generatore di rotazione è U(~nθ) = e−i
~J·~nθ, essendo ~J il momento

angolare totale. Se assumiamo che la rotazione avvenga intorno all’asse z
il generatore diviene U(θ) = e−iJzθ.

Applichiamo Jz agli stati εR, εL ottenendo

Jzε
R
µ = εRµ Jzε

L
µ = −εLµ

rispettivamente autovettori di stato di elicità +1 e −1. Abbiamo identifi-
cato Jz con l’elicità in quanto è la proiezione del momento angolare lungo
la direzione del moto. Inoltre otteniamo Jzε

3
µ = 0 autovettore di stato di

elicità 0 (per una particella massiva). Per il fotone per esempio, anche se
l’elicità ha 2 stati, essa ha un comportamento temporale, in quanto la terza
componente manca poichè m = 0 e dunque si elimina una componente di
H dall’invarianza di gauge; tuttavia non ha lo stesso comportamento di
particelle con 2 proiezioni di spin ± 1

2 .
Riprendendo i campi spinoriali e ricordando le soluzioni dell’equazione

di Dirac a E > 0 otteniamo l’operatore di spin

1

2
~Σ =

1

2

(
~σ 0
0 ~σ

)

=⇒ H =
1

2
~Σ · p̂ =

1

2

(
~σ · p̂ 0

0 ~σ · p̂

)

Analogamente per le soluzioni a E < 0. L’operatore di spin per l’antipar-
ticella è − 1

2
~Σ da cui l’elicità

H = −1

2
~Σ · (−p̂) =

1

2
~Σ · p̂

ovvero la stessa elicità delle antiparticelle a E > 0.

4.11.1 Caso di massa nulla

Riscrivendo le equazioni di Weyl (4.49) in rappresentazione di Pauli-Dirac
(semplicemente si scambiano i segni nelle due equazioni) otteniamo che
non conservano la parità e di fatto vengono utilizzate nei processi che
coinvolgono i neutrini.

Poichè le equazioni sono disaccoppiate, possiamo scegliere come base le
soluzioni a tali equazioni, componenti down e up dello spinore: ψL e ψR.

A partire da

p0ψ̃b = −~σ · ~pψ̃b

preso pz > 0 con la soluzione (1, 0)t l’elicità diviene

(
−pz 0

0 pz

)

per cui:

• a (1, 0)t otteniamo p0 = −pz < 0 soluzione di antiparticella reinter-
pretabile come v(E > 0, pz < 0);
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4.11. Stati di polarizzazione

• a (0, 1)t otteniamo p0 = pz > 0 soluzione di particella u(E > 0, pz >
0).

Per quanto riguarda gli stati di elicità invece si ha

1

2
~Σ · p̂ =

1

2

(
pz
|pz| 0

0 − pz
|pz|

)

=
1

2

pz
|pz|

(
1 0
0 −1

)

che applicato a (1, 0)t restituisce + 1
2 ; applicato a (0, 1)t restituisce − 1

2 .
Riassumendo:

• (0, 0, ψb)
t può dar luogo ad una particella con elicità negativa e un’an-

tiparticella con elicità positiva;

• (ψa, 0, 0)t può dar luogo ad una particella con elicità positiva e un’an-
tiparticella con elicità negativa.

In tale rappresentazione e in regime di m = 0 i proiettori restituiscono

PLψ = ψL PRψ = ψR

Nelle interazioni deboli le particelle scelgono sempre proiezioni left. Se
il neutrino avesse massa nulla, interagendo debolmente, dovrebbe essere
rivelato solo con elicità − 1

2 e l’antineutrino con elicità 1
2 .

In realtà la presenza della massa mixa le componenti e si può trovare
qualche neutrino con elicità positiva e viceversa.

Per interazioni relativistiche, anche se m 6= 0, la particella si comporta
come se avesse massa nulla.

Ricordando che l’hamiltoniano è

H = −iα~∇+ βm = −iγ0~γ∇+ γ0m

Per conoscere le proiezioni left e right dobbiamo calcolare [P,H ]: tuttavia il
commutatore con il secondo termine di H cambia se m 6= 0, pertanto ψL,R
non si conservano nel tempo (a meno che m = 0). Invece si ha [Σ, H ] = 0,
per cui l’elicità è sempre conservata.

Esempio.
Nella rappresentazione di Dirac, nel caso in cui m ∼ 0 avremo

γ5 ∼= ~Σ · p̂ (E > 0)

γ5 ∼= −~Σ · p̂ (E < 0)

Infatti, considerando che E >> m si ha E ∼= |~p| e (~σ · ~p)(~σ · ~p) = p2, per cui

γ5

(

χ
~σ·~p

|E|+mχ

)

=

(
~σ·~p

|E|+mχ

χ

)

=

(
σp
|E|χ
p2

E2χ

)

=

(
σp
|E|χ
σpσp
|E||E|χ

)

=
σp

|E|

(
χ
σp

|E|+mχ

)

=

(
~σ·~p
|~p| 0

0 ~σ·~p
|~p|

)(
χ
σp

|E|+mχ

)

=⇒ γ5 ∼= ~Σ · p̂

e analogamente per il caso a E < 0, dove γ5 si comporta in maniera opposta
all’elicità.
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4.12 Normalizzazione

Le soluzioni che abbiamo usato finora non sono normalizzate. Il fattore di
normalizzazione è

N =

√

|E|+m

|E| (4.51)

In questo modo

u = N







(
1
0

)

~σ·~p
|E|+m

(
1
0

)







=⇒ uū = δ

L’elicità media si può calcolare come

< H >= u†
1

2
~Σ · p̂u

Per esempio per ~p in una direzione qualunque si ha

< H >=
1

2

pz
|~p| =

1

2
cos θ

4.13 Simmetrie discrete e teorema CPT
Introduciamo adesso in maniera formale quegli operatori responsabili di
simmetrie discrete in teoria quantistica e in teoria quantistica-relativistica.

Definizione 27 Si definisce operatore parità P, un operatore che agisce
su una funzione d’onda scalare come

Pψ(t, ~r) = ±Pψ(t,−~r)

Nella teoria quantistica, tale risultato porta al concetto di parità di
stato, altrimenti detta parità orbitale e caratteristica della proprietà di
simmetria del moto della particella.

Nella teoria quantistica relativistica si tiene conto anche di un altro
aspetto (relativo all’inversione degli assi coordinati): il comportamento del-
la funzione d’onda in un punto dato, che porta al concetto di parità intrinse-
ca delle particelle. Nel nuovo formalismo essa è espressa dal comportamento
dell’inversione degli operatori Ψ, ammettendo come analogo quantistico non
relativistico la parità associata allo stato legato di un sistema composto,
come il nucleo atomico3.

La parità totale è data dal prodotto di queste due parità. A campi
scalari corrisponde un’analoga definizione di P :

PΨ(t, ~r) = ±Ψ(t,−~r)

3Del resto, si ricorda come nella teoria quantistica relativistica la differenza tra
composto ed elementare viene a mancare, quindi l’analogia è presto spiegata.
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4.13. Simmetrie discrete e teorema CPT

che ha come significato, la trasformazione degli operatori di creazione e
annichilazione:

P : Ap −→ ±A−p P : Bp −→ ±B−p

e analogamente per i rispettivi coniugati. Applicando l’operatore P all’o-
peratore Ψ e indicando con la notazione ΨP il risultato ottenuto, possiamo
scrivere l’uguaglianza

ΨP (t, ~r) = ±Ψ(t,−~r)

Il significato è evidente: P scambia le particelle con quantità di moto ~p con
particelle con quantità di moto −~p.

Definizione 28 Si definisce operatore di coniugazione di carica C, un
operatore che agisce sugli operatori di creazione e annichilazione come

C : Ap −→ Bp C : Bp −→ Ap

e analogamente per i rispettivi coniugati.

Nella notazione introdotta, applicando C a Ψ otteniamo

ΨC(t, ~r) = Ψ+(t, ~r)

Questa espressione permette ai concetti di particelle e antiparticelle intro-
dotti nei paragrafi precedenti, di inserirsi nella teoria. L’azione di C è quella
di scambiare una particella con la sua antiparticella.

Definizione 29 Si definisce operatore di inversione temporale T , un ope-
ratore che agisce sugli operatori di creazione e annichilazione come

T : Ap −→ ±A+
−p T : Bp −→ ±B+

−p

e analogamente per i rispettivi coniugati.

Nella notazione introdotta, applicando T a Ψ otteniamo

ΨT (t, ~r) = ±Ψ+(−t, ~r)

L’azione dell’operatore T è quella di scambiare il moto di impulso ~p nel
moto di impulso −~p e allo stesso tempo inverte gli stati iniziali con quelli
finali negli elementi di matrice.

Gli operatori definiti in questo paragrafo introducono delle simmetrie,
rispettivamente di parità, carica e inversione temporale. Teoricamente si
pensava che ogni interazione rispettasse la singola simmetrie, ma evidenze
sperimentali mostrarono già prima del 1964 che sia la P simmetria che la
C simmetria erano violate. La simmetria combinata CP si pensava risol-
vesse teoricamente i problemi causati dalla violazione dei principi di sim-
metria, fondamentali in fisica, finchè Fitch e Cronin non diedero l’evidenza
sperimentale che anch’essa era violata in natura.
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Teorema CPT

La ricerca della simmetria a cui dovevano essere soggetti i processi di deca-
dimento, o più in generale le interazioni tra particelle, portarono la teoria
quantistica relativistica a formulare in maniera naturale il teorema CPT :
l’operatore Ψ(t, ~r) deve essere invariante rispetto all’azione combi-
nata degli operatori di inversione spaziale P, inversione temporale
T e coniugazione di carica C, ossia rispetto all’operatore CPT .

Questa formulazione, appartiene a J. Schwinger (1953) e W. Pauli (1955)
e nel corso degli anni ne sono state date diverse altre formulazioni la cui
dimostrazione fa largo uso di concetti di fisica teorica più o meno complessi.
La dimostrazione è realizzata non appena si applicano le definizioni date
nel paragrafo precedente, ottenendo infine

(CPT )Ψα(t, ~r) = Ψᾱ(−t,−~r) (4.52)

Ciò implica che la fisica di un sistema non varia se si invertono gli
assi spaziali del riferimento, si scambiano gli stati iniziali e finali, il tempo
viene fatto scorrere all’inverso e si scambiano le particelle con le relative
antiparticelle.
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Parte II

Dalla teoria dei campi

classica alla teoria

quantistica dei campi
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CAPITOLO 5

Campi, simmetrie e conservazioni

Non si può descrivere una particella in un potenziale, relativisticamente
parlando, poichè esso non è relativisticamente covariante ma dipende dal
sistema di riferimento scelto: V (~r − ~r0).

Il problema può essere risolto immaginando che l’interazione avvenga in
un punto ben preciso dello spazio-tempo e non in una regione. In questo
modo il potenziale va espresso come dipendente da un solo punto V (~R)δ(~ri−
~rj): questa condizione prende il nome di località e va unita alla condizione
di causalità (impossibilità di propagazione a v > c). Si parla di descrizione
collettiva.

Tutto ciò porta al concetto di campo . Partendo da campi classici e pas-
sando alla quantizzazione, si ottengono degli oggetti che descrivono il campo
quantisticamente. La relatività quantizzata darà un campo relativistico.

Non relativisticamente si parte da N particelle fissate (condizione non
necessaria nel passaggio al caso relativistico): in questo modo un sistema è
descritto dagli stati delle particelle nello spazio che è il prodotto tensoriale
di tali stati. Questo approccio, come abbiamo già visto in precedenza, viene
definito seconda quantizzazione.

5.1 Definizione di campo

Introduciamo l’entità campo come dipendente da un punto dello spazio-
tempo Φ(xµ), operatore dipendente solo da xµ e a cui vogliamo far corri-
spondere tutte le proprietà delle particelle interessate alla descrizione della
fisica di nostro interesse.

Data una base come quella degli impulsi, definiamo

Φ(x) =
∑

~pi

[

α~pi(x)a†~pi + β~pi(x)a~pi

]

(5.1)

come espansione degli operatori di costruzione e distruzione. Se vogliamo
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che il campo sia hermitiano, Φ = Φ†, dovrà essere anche

Φ(x) =
∑

~pi

[

β∗
~pi(x)a†~pi + α∗

~pi(x)a~pi

]

(5.2)

Passando dalla sommatoria all’integrale, otteniamo una trasformata di Fou-
rier.

Con la nozione di campo è possibile definire tutto ciò che si ha in prima
quantizzazione. Per esempio lo stato < x|1 > equivale a < 0|Φ(x)|1 >,
essendo |0 > lo stato di vuoto perturbativo, che in genere coincide con lo
stato di minima energia, ma non sempre questo è verificato (per esempio
negli stati condensati).

Supponendo di avere un generico operatore F =
∑

i fi, lo descriveremo
come

< n1n2...|F |n1n2... >= c

∫

dx4 < n1n2...|Φ(x)fΦ(x)|n1n2... > (5.3)

essendo gli f̂ operatori locali per soddisfare la condizione imposta all’inizio
e tali che

< xi|f̂ |xj >= δ(xi − xj)f(xi) (5.4)

Un campo è definito da un’equazione, che prende il nome di equazione
del campo, dalla quale mediante metodi variazionali si risale alla lagrangiana
o alla hamiltoniana del campo: a questo punto, ricavaremo l’equivalente di
campo delle equazioni di Eulero-Lagrange nel caso classico, per studiarne
le simmetrie, le leggi di conservazione e per poter usufruire della potenza
del formalismo lagrangiano per descrivere l’interazione tra più campi.

5.2 Formalismo lagrangiano

Abbiamo trattato in precedenza il formalismo lagrangiano e la meccanica
hamiltoniana, utilizzando coordinate, velocità e impulsi generalizzati.

Prima di procedere nella trattazione delle leggi di conservazione e delle
simmetrie a cui esse sono legate, dobbiamo ridefinire la meccanica lagran-
giana ed hamiltoniana in forma covariante.

5.2.1 Lagrangiana covariante

Nel formalismo lagrangiano classico abbiamo introdotto le coordinate ge-
neralizzate qi(t) grazie alle quali siamo stati in grado di individuare ogni
punto materiale del sistema meccanico analizzato.

Per poter arrivare ad una descrizione covariante, dobbiamo utilizzare

xµ(τ) in luogo delle qi(t) e ∂xµ(τ)
∂τ = ẋµ(τ) in luogo delle q̇i(t), essendo τ un

parametro Lorentz-invariante, che possiamo assumere sia il tempo proprio.
La lagrangiana covariante assumerà dunque la forma L(τ, xµ, ẋµ),
Abbiamo già mostrato come rendere relativisticamente invariante la

lagrangiana, essendo la variazione sull’azione e dτ invarianti, avremo

δS =

∫ t2

t1

δ(γL)dτ (5.5)
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Tuttavia possiamo notare che, essendo l’elemento di ipervolume dΩ =
dx0dx1dx2dx3 invariante, avremo

δS =

∫ t2

t1

δLdΩ (5.6)

purchè L sia la densità di lagrangiana di campo, che è invariante per tra-
sformazioni di Lorentz.

Con queste premesse e sfruttando la (1.53) possiamo ricavare le equa-
zioni (1.54) in forma covariante, esattamente come nel caso classico:

δS = δ

∫ t2

t1

dt

∫ +∞

−∞
d3xL(τ, xµ, ẋµ) = 0 =⇒ ∂

∂τ

∂L
∂ẋµ

− ∂L
∂xµ

= 0 (5.7)

Il momento cinetico è definito come Π = ∂L
∂ẋµ

, da cui l’hamiltoniana

H(τ, xµ,Π) = Πẋµ − L(τ, xµ, ẋµ) (5.8)

5.2.2 Lagrangiana covariante di campo

In questo nuovo contesto vogliamo utilizzare un campo ϕ(xµ) in luogo delle
qi(t), passando da una descrizione a s gradi di libertà ad una descrizione
dove il counting dei gradi di libertà (∞4) è dato da xµ e dove la relati-
va velocità sarà data da ∂µϕ(xµ). Inoltre restano valide le considerazioni
sull’invarianza della densità di lagrangiana che dobbiamo utilizzare.

La lagrangiana di campo assumerà dunque la forma L [ϕ(xµ), ∂µϕ(xµ)],
dove l’esplicita dipendenza dalla derivata prima è indice del fatto che la
teoria è locale.

Con queste premesse e sfruttando la (1.53) possiamo ricavare le equa-
zioni (1.54) in forma covariante, esattamente come nel caso classico:

δS = δ

∫ t2

t1

dt

∫ +∞

−∞
d3xL [ϕ(xµ), ∂µϕ(xµ)] = 0 =⇒ ∂µ

∂L
∂(∂µϕ)

− ∂L
∂ϕ

= 0

Nel caso in cui il campo abbia s componenti, avremo infine il sistema di s
equazioni differenziali richiesto per descrivere il moto del sistema:

∂µ
∂L

∂(∂µϕr)
− ∂L
∂ϕr

= 0 r = 1, 2, ..., s

Il momento cinetico è definito come Πr = ∂L
∂ϕ̇r

, essendo ϕ̇r = ∂ϕr
∂τ = ∂0ϕr ,

da cui l’hamiltoniana

H [ϕr(x
µ), ∂µϕr(x

µ),Πr] =

s∑

r=1

Πrϕ̇r − L [ϕr(x
µ), ∂µϕr(x

µ)] (5.9)

dove per semplicità di notazione abbiamo omesso tutte le variabili di L e
H e ricordiamo dunque che r = 1, 2, ..., s.
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5.2.3 Campo scalare spin-0

Un campo scalare è tale da rendere la lagrangiana corrispondente dipen-
dente solo da combinazioni scalari delle sue variabili. Un campo di questo
tipo è quello classico di spin 0 definito dall’equazione di Klein-Gordon (4.5)
e d’ora in avanti lo indicheremo generalmente con ϕ o Φ.

Volendo risalire alla sua lagrangiana, dobbiamo operare la variazione
del campo e poi risalire all’azione che lo definisce. Sia δϕ tale variazione e
sia δϕ(t1) = δϕ(t2) = 0. Essendo un campo continuo integriamo su tutti i
gradi di libertà dopo aver moltiplicato per la variazione, integrando infine
sul tempo per ottenere la sua δS:

δS =

∫ t2

t1

dt

∫ +∞

−∞
d3x

(
∂2ϕ

∂t2
−∇2ϕ+m2ϕ

)

δϕ = 0 (5.10)

Notiamo che

1

2
δ(
∂ϕ

∂t
)2 =

∂ϕ

∂t
δϕ̇ =

∂ϕ

∂t

∂

∂t
δϕ = − ∂

∂t
(
∂ϕ

∂t
δϕ) +

∂2ϕ

∂t2
δϕ (5.11)

e analogamente

1

2
δ(
∂ϕ

∂x
)2 =

∂ϕ

∂x
δϕ′ =

∂ϕ

∂x

∂

∂x
δϕ = − ∂

∂x
(
∂ϕ

∂x
δϕ) +

∂2ϕ

∂x2
δϕ (5.12)

Sostituendo nell’integrale, i termini pari a derivate totali rispetto al tempo o
alla posizione, si annullano per via delle condizioni al contorno (stiamo sup-
ponendo che il campo sia nullo all’infinito), pertanto otteniamo (ricordando
che δϕ2 = 2ϕδϕ)

δS =

∫ t2

t1

dt

∫ +∞

−∞
d3xδ

[
1

2
(
∂ϕ

∂t
)2 − 1

2
(
∂ϕ

∂x
)2 − 1

2
m2ϕ2

]

= 0 (5.13)

avendo dunque

L =
1

2
(
∂ϕ

∂t
)2 − 1

2
|∇ϕ|2 − 1

2
m2ϕ2 (5.14)

Volendo usare un formalismo 4-vettoriale e considerando il caso generico in
cui ϕ è scalare ma complesso, avremo

L(ϕ, ∂µϕ) =
1

2
∂µϕ

∗∂µϕ− 1

2
m2ϕ∗ϕ (5.15)

Infatti a partire da

(∂µ∂
µ +m2)ϕ = 0

moltiplichiamo a sinistra per ϕ∗ e osserviamo che

ϕ∗∂µ∂
µϕ = ∂µ(ϕ∗∂µϕ)− ∂µϕ∗∂µϕ

Come vederemo nei prossimi paragrafi di questo capitolo, in questo for-
malismo, esattamente come nel caso classico l’azione non varia se veniva
aggiunta alla lagrangiana una grandezza pari ad una derivata totale rispet-
to al tempo, l’azione qui non cambia se viene sommata alla lagrangiana
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una grandezza pari ad una derivata totale (4-divergenza), per cui possiamo
evitare di considerare il primo termine a secondo membro, e sostituire nel-
l’equazione di Klein-Gordon quanto trovato, moltiplicare per la variazione
δϕi (considerando ϕ,ϕ∗ come due variabili separate) e integrare come in
precedenza, ottenendo in definitiva che la quantità (5.15) è la lagrangiana
cercata, purchè si normalizzi a 1

2 .
Il campo scalare ϕ è indicato per studiare le particelle a spin-0, poichè

queste non risentono degli effetti di spin ed essa non li tiene in considera-
zione.

Dal procedimento inverso, cioè a partire dalla lagrangiana, ricavando
l’azione e infine imponendo che ∂S

∂ϕ = 0 per le equazioni di Hamilton-Jacobi,

riotteniamo nuovamente la (4.5).
L’hamiltoniana per questo campo si ottiene dalla (5.9)

H =
∂L

∂(∂0ϕ)
∂0ϕ− L (5.16)

Il momento coniugato è Π = ∂0ϕ, da cui ne segue

H =
1

2

[

Π2 + (~∇ϕ)2 +m2ϕ2
]

(5.17)

che è simile a quello di un oscillatore armonico, con l’aggiunta di un termine
legato al momento. Il lettore può ricavare facilmente l’hamiltoniana per il
campo scalare complesso, trattando ϕ e ϕ∗ come variabili separate, a partire
dalla definizione (5.9):

H =
1

2

[

Πϕ∗Πϕ + ~∇ϕ∗ · ~∇ϕ+m2ϕ∗ϕ
]

(5.18)

essendo Πϕ = ∂0ϕ
∗ e Πϕ∗ = ∂0ϕ, tutte grandezze che si riducono a quanto

trovato in precedenza se ϕ = ϕ∗ è reale.

5.2.4 Campo di Dirac spin-1
2

Quanto abbiamo fatto nel paragrafo precedente, deve essere ripetuto esatta-
mente per il campo di Dirac ψ o Ψ. In questo caso partiamo dall’equazione
di Dirac (4.26) e moltiplichiamo a sinistra per ψ̄ = ψ†γ0 ottenendo infine

L = ψ̄(i 6∂ −m)ψ (5.19)

L’hamiltoniana, dalla (5.9) è

H = iψ̄γ0∂0ψ − L (5.20)

Il momento coniugato a ψ vale Πψ = iψ†; il momento coniugato a ψ̄ vale

Πψ̄ = 0, per cui avremo (ricordando che γ02
= 1)

H = iψ†∂0ψ − ψ̄(i 6∂ −m)ψ

= iψ†γ0γ0∂0ψ − iψ†γ0γ0∂0ψ − iψ̄~γ · ~∇ψ + ψ̄mψ

e in definitiva, per le (4.25)

H = ψ̄(−i~γ · ~∇+m)ψ = ψ†(−i~α · ~∇+ βm)ψ (5.21)

Il campo di Dirac tiene conto dello spin e dei suoi effetti e pertanto è
quello che viene utilizzato per descrivere i campi fermionici.
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5.2.5 Campo di Proca spin-1

Per capire le interazioni deboli, che studieremo successivamente, abbiamo
bisogno di descrivere anche campi di bosoni vettori a spin-1, che possono
essere elettricamente neutri o di carica ±1. Da notare, che il campo e.m.
(campo di Maxwell) è descritto da un potenziale vettore non massivo e il
suo bosone è vettore ma privo di massa e carica. L’equazione che descrive
il comportamento di questi bosoni è detta equazione di Proca.

Introdotto un potenziale vettore massivo V µ (x), detto campo di Proca,
possiamo scrivere la densità lagrangiana del campo neutro come

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
M2VµV

µ (5.22)

essendo

Fµν (x) = ∂µVν (x)− ∂νVµ (x) (5.23)

Da notare che se avessimo trattato il campo elettromagnetico, quindi quello
relativo al fotone, dovevamo semplicemente porreM = 0 e V µ (x) = Aµ (x),
ottenendo una densità lagrangiana di un solo termine di propagazione
libera, quella relativa allo scalare − 1

4FµF
µν .

Per un campo massivo carico invece avremo una densità lagrangiana
strutturalmente identica, come nel caso del campo scalare reale o complesso
di spin-0:

L = −1

2
F ∗
µνF

µν +M2V ∗
µ V

µ (5.24)

In entrambi casi possiamo dedurre dall’equazione del campo di Proca per
V µ, pervenendo alle equazioni del moto in assenza di interazioni:

∂µF
µν +M2V ν = 0 (5.25)

Da questa si perviene all’equazione di Proca

(
�V µ +M2V µ

)
− ∂µ (∂νV

ν) = 0 (5.26)

in assenza di interazioni, che differisce dalla (4.5) per un termine. Infatti:

F ∗
µνF

µν =
(
∂µV

∗
ν − ∂νV ∗

µ

)
(∂µV ν − ∂νV µ)

=⇒ L = −1

2

(
∂µV

∗
ν ∂

µV ν − ∂µV ∗
ν ∂

νV µ − ∂νV ∗
µ ∂

µV ν + ∂νV
∗
µ ∂

νV µ
)

+M2V ∗
ν V

ν (5.27)

dove abbiamo scritto V ∗
ν V

ν al posto di V ∗
µ V

µ perchè essendo un semplice
prodotto scalare tra 2 vettori, non dipende dall’indice scelto. Poichè:

∂L
∂ (∂µV ∗

ν )
= −1

2
[2 (∂µV ν − ∂νV µ)] = −Fµν

∂L
∂V ∗

ν

= M2V ν
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dalle equazioni di Eulero-Lagrange per il campo di Proca avremo

∂µF
µν +M2V ν = 0 =⇒

(
∂µ∂

µ +M2
)
V ν − ∂ν (∂µV

µ) = 0

Analogamente si procede per l’equazione per il campo V ∗
µ . Il lettore può

notare che se M = 0 e V µ = Aµ si ottiene ∂µF
µν = 0, ovvero l’equazione

che definisce il moto di un fotone (campo di Maxwell, bosone vettore spin-1
non massivo e non carico) in assenza di correnti esterne: la stessa equazione
si ottiene eseguendo la procedura utilizzata adesso per il campo di Proca
sulla densità lagrangiana del campo di Maxwell. Da notare che, come nel
caso del campo e.m., si ha

V 0 (x) = − 1

M2
∂µF

µ0 =
1

M2

[

~∇ · ~̇V (x) +∇2V 0 (x)
]

(5.28)

ovvero la componente temporale del campo non contiene derivate temporali
di V 0 e quindi non è un’equazione dinamica ma lega semplicemente questa
alle componenti spaziali. Nel limite M −→ 0 otteniamo ovviamente la legge
di Coulomb, come ci aspettavamo.

Dalla definizione otteniamo che il momento cinetico coniugato nel caso
complesso, più generale, è Πµ = −F ∗

oµ, mentre la componente temporale
non ha momento coniugato, come per il campo e.m.; detto ciò avremo
l’hamiltoniana

H = −F ∗
0µ∂0V

µ − L (5.29)

o più esplicitamente

H = −∂0V
∗
µ ∂

0V µ + ∂µV
∗
0 ∂

0V µ +
1

2
F ∗
µνF

µν −M2V ∗
µ V

µ (5.30)

5.3 Teorema di Noether

Il teorema di Noether, una dei pionieri dell’algebra astratta, asserisce fon-
damentalmente che ad ogni simmetria al quale è soggetto un sistema,
corrisponde una legge di conservazione.

La quantità che si conserva in genere viene chiamata carica di Noether
e assume grandezze fisiche diverse a seconda della simmetria imposta.

Quando abbiamo introdotto il formalismo lagrangiano tra i fondamenti
matematici, abbiamo già osservato alcune applicazioni pratiche di tale teo-
rema, verificando che l’omogeneità dello spazio e del tempo implicano la
conservazione dell’energia e dell’impulso.

Teorema 7 (Teorema di Noether) Sia S invariante rispetto ad un set
di trasformazioni continue delle variabili dinamiche, dette trasformazioni
di simmetria, che formano un gruppo di simmetria.

Per tale set di trasformazioni esiste una quantità, detta carica di Noe-
ther che si conserva durante l’evoluzione del sistema.

Le simmetrie a cui si riferisce il teorema possono essere di diversi tipi:

• Globali: quando il set di parametri infinitesimi che determinano la
trasformazione non dipendono dalla posizione;
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5.3. Teorema di Noether

• Locali: quando il set di parametri infinitesimi che determinano la
trasformazione dipendono dalla posizione;

• Interne: quando il set di parametri infinitesimi che determinano
la trasformazione non sono traslazioni o rotazioni, e la simmetria è
relativa alla struttura stessa di S.

Per trasformazioni di simmetria infinitesime, che fanno passare dalle
variabili q alle variabili q′, la variazione δsq = q′ − q è detta variazione di
simmetria ed è in generale funzione delle stesse variabili della L e possiamo
identificarla con la notazione δsq = ǫ∆(τ, q, q̇).

La variazione di simmetria differisce da quella utilizzata finora per ri-
cavare le equazioni di Eulero-Lagrange, poichè essa non si annulla agli
estremi.

5.3.1 Applicazione relativistica

In questo paragrafo mostriamo l’applicazione relativistica del teorema di
Noether.

Traslazioni

Per traslazioni avremo x′µ (τ) = xµ(τ) + ǫµ(τ) e dunque δsx
µ(τ) = ǫµ (τ).

Poichè δsL = 0, utilizzando la solita chain rule avremo:

δsL = ∂µLδsxµ +
∂L
∂ẋµ

δsẋµ

= ∂µLδsxµ +
d

dτ

(
∂L
∂ẋµ

δsx
µ

)

− d

dτ

∂L
∂ẋµ

δsx
µ

=

[

∂µL −
d

dτ

∂L
∂ẋµ

]

δsx
µ +

d

dτ

(
∂L
∂ẋµ

δsx
µ

)

Per le equazioni di Eulero-Lagrange il primo addendo è nullo, dunque

δsL =
d

dτ

(
∂L
∂ẋµ

)

ǫµ =⇒ ǫµ
∫

dτ
d

dτ

(
∂L
∂ẋµ

)

= 0 (5.31)

da cui si ricava la conservazione della carica di Noether definita come

pµ =
∂L
∂ẋµ

(5.32)

che nel caso di lagrangiana di un punto materiale libero (come abbiamo
già trattato nel capitolo di elettrodinamica relativistica) coincide con il
4-vettore energia-impulso della particella.

Rotazioni

Abbiamo già visto che per piccole trasformazioni di Lorentz intorno all’iden-
tità possiamo scrivere Λµν = δµν +wµν essendo wµν un tensore antisimmetrico
infinitesimo arbitrario. Pertanto δsx

µ(τ) = x′µ(τ) − xµ(τ) = wµνx
ν(τ).

Otteniamo

δsL =

(

∂µLxν +
∂L
∂ẋµ

ẋν
)

wµν = 0
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Questa variazione deve essere confrontata con quella che si ricava utilizzan-
do la chain rule e le equazioni di Eulero-Lagrange:

δsL =
d

dτ

[
∂L
∂ẋµ

ẋν
]

wµν =
1

2
wνµ

d

dτ

(

xµ
∂L
∂ẋν
− xν ∂L

∂ẋµ

)

dal confronto ricaviamo la carica di Noether

Lµν = −xµ ∂L
∂ẋν

+ xν
∂L
∂ẋµ

(5.33)

Nel caso in cui la lagrangiana sia quella di particella massiva libera,
avremo Lµν = xµpν − xνpµ, ovvero la grandezza che si conserva è il 4-
momento angolare. Il momento angolare classico sarà

L0i = x0pi − xip0 ≡Mi (5.34)

che fornisce la generalizzazione al caso 4-dimensionale del teorema del
centro di massa Mi =cost.

Generatori delle simmetrie

Il legame tra simmetrie e leggi di conservazione ha un ulteriore interpre-
tazione, se introduciamo il concetto di generatore di trasformazione di
simmetria.

Dopo aver quantizzato le grandezze in gioco, la carica di Noether può
essere utilizzata per generare la relativa trasformazione di simmetria nello
spazio di Hilbert:

δsq̂(t) = −iǫ
[

Q̂, q̂(t)
]

(5.35)

L’hamiltoniana classica è un esempio di tale carica, che genera gli spo-
stamenti temporali tramite l’equazione del moto di Heisenberg

˙̂q(t) = −i
[

Ĥ, q̂(t)
]

(5.36)

Relativisticamente, il generatore delle traslazioni è pµ tramite

δsx
µ = ǫµ = −iǫν [p̂ν , x̂

µ(τ)] (5.37)

in accordo con le regole di commutazione relativistiche. Il generatore delle
rotazione è invece il 4-momento angolare, secondo cui

[

L̂µν , L̂µλ
]

= −igµνL̂νλ (5.38)

che segue dalla regola di commutazione precedente, utilizzando la definizio-
ne di L̂µν , in accordo con le regole di commutazione relativistiche.

5.3.2 Teorema di Noether in QFT

In maniera analoga al caso relativistico possiamo ricavare simmetrie e leggi
di conservazione, facendo uso stavolta del formalismo covariante di campo.
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Corrente di carica generica

Supponiamo che L = L(xµ, ϕ(xµ), ∂µϕ(xµ)). Se

δsL(xµ, ϕ(xµ), ∂µϕ(xµ)) = ǫ∆(xµ, ϕ(xµ), ∂µϕ(xµ)) (5.39)

varia la densità di lagrangiana per un termine di superficie, o equivalente-
mente per una derivata totale, allora

δsL = ǫ∂µF (5.40)

viene definita trasformazione di simmetria. Si verifica facilmente che in
queste ipotesi la quantità

jµ =
∂L

∂(∂µϕ)
∆−F (5.41)

si conserva, ossia ∂µj
µ(x) = 0. Questa prende il nome di legge di conserva-

zione locale. Ne segue che l’integrale della 4-divergenza di jµ sul volume Ω
si annulla e pertanto per il teorema di Gauss il flusso di questa 4-corrente
generalizzata è nullo attraverso l’ipersuperficie che racchiude il volume Ω.

Se per x −→ ∞ i campi si annullano, allora questa diviene una leg-
ge di conservazione globale per la carica Q associata a questo tensore
1−controvariante definita come

Q(t) =

∫

d3xj0(t, ~x) (5.42)

Infatti avremo

d

dt
Q(t) =

∫

d3x∂0j
0(t, ~x) =

∫

d3x
[
∂0j

0(t, ~x) + ∂ij
i(t, ~x)

]
= 0

=⇒ d

dt
Q(t) = 0 (5.43)

dove abbiamo aggiunto il termine
∫
d3x∂ij

i che imponiamo sia nullo. Ve-
rifichiamo che ∂µj

µ(x) = 0:

δsL =

(

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

)

δsϕ+ ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
δsϕ

)

= ǫ

(

∂µ
∂L

∂(∂µϕ)
− ∂L
∂ϕ

)

∆ + ∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)
∆

)

(5.44)

Per le equazioni di Eulero-Lagrange il primo addendo a secondo membro si
annulla, ed eguagliando quello che resta a δsL = ǫ∂µF si ottiene il risultato
richiesto.

Traslazioni

Consideriamo L = L(ϕ, ∂µϕ), cioè una lagrangiana non dipendente dalle
coordinate spazio-temporali.

Attuiamo adesso una traslazione lungo una direzione arbitraria dello
spazio-tempo: x′µ = xµ − ǫµ e pertanto ϕ(xµ) −→ ϕ′(x′µ). Il campo si
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trasformerà come ϕ′(x′µ) = ϕ(xµ): questa scrittura ci dice che il campo
è lo stesso in due punti diversi dello spazio-tempo, poichè ricordiamo che
in generale il valore del campo nel punto trasformato non coincide con il
trasformato del campo nel punto:

ϕ(x′µ) = ϕ [S(Λ)xµ] 6= S(Λ)ϕ(xµ)

mentre sappiamo dalla teoria dei gruppi che esiste sicuramente una trasfor-
mazione tale che

S(Λ)ϕ′(x′µ) = ϕ(xµ)

Se operiamo una traslazione infinitesima delle coordinate avremo dun-
que

δsL = L(ϕ′, ∂µϕ
′)− L(ϕ, ∂µϕ) =

∂L
∂ϕ

δsϕ+
∂L

∂(∂µϕ)
∂µδsϕ

essendo δsϕ = ϕ′(xµ)− ϕ(xµ). Poichè ϕ′(x′µ) = ϕ(xµ) avremo1

δsϕ = ϕ′(x′µ + ǫµ)− ϕ′(x′µ) = ǫν∂νϕ (5.45)

Per il teorema di Leibniz sulla derivazione di funzioni composte avremo

ǫν
∂L (ϕ, ∂µϕ)

∂xν
=

∂L
∂ϕ

ǫν
∂ϕ

∂xν
+

∂L
∂∂µϕ

ǫν
∂∂µϕ

∂xν

=
∂L
∂ϕ

δsϕ+
∂L
∂∂µϕ

∂µ (ǫν∂νϕ)

Inoltre

∂µ (ǫν∂νϕ) = ∂µ (δsϕ) = δs (∂µϕ)

che porta a

ǫν∂νL =
∂L
∂ϕ

δsϕ+
∂L
∂∂µϕ

δs (∂µϕ)

= L (ϕ+ δsϕ, ∂µϕ+ δs (∂µϕ))− L (ϕ, ∂µϕ)

= δsL (5.46)

da cui δsL = ǫν∂νL che rappresenta una variazione pari ad una derivata
totale. Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, questa è la condizione
richiesta, insieme a F = L, perchè si conservi una 4-corrente jµν per ogni
ǫν . Di fatto per la chain rule e sfruttando le equazioni di Eulero-Lagrange
come nei paragrafi precedenti, e considerando quanto vale la variazione
simmetrica per le traslazioni, otteniamo

δsL = ∂µ

[
∂L
∂∂µϕ

δsϕ

]

= ∂µ

[
∂L
∂∂µϕ

ǫν∂νϕ

]

1Basta notare che sviluppando in serie al primo ordine si ha

ϕ′(x′µ + ǫµ) = ϕ′
`

x′µ
´

+
∂ϕ′ (x′µ)

∂xν
ǫν = ϕ′

`

x′µ
´

+ ǫν∂νϕ

per le ipotesi date.
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da cui, eguagliando i risultati ottenuti avremo

ǫν
[

∂µ

(
∂L
∂∂µϕ

∂νϕ

)

− ∂νL
]

= 0

Poichè ∂ν = δµν ∂µ e l’equazione deve valere per tutti gli ǫν , avremo una
4-divergenza che si annulla e infine la carica di Noether

Θµ
ν =

∂L
∂(∂µϕ)

∂νϕ− δµνL =⇒ ∂µΘµ
ν (xν) = 0 (5.47)

detto tensore energia-impulso del sistema e come abbiamo già visto, si
conserverà nel tempo la quantità

Pµ =

∫

d3xΘµ0(x) (5.48)

definito 4-momento del campo. La quantità

Θ0
0 =

∂L
∂(∂0ϕ)

∂0ϕ− L (5.49)

altro non è che l’energia del sistema. Notando che finora L è stata trattata
come la densità di lagrangiana, questa grandezza è dunque la densità di
hamiltoniana del sistema.

Spesso viene riportata la conservazione del tensore T µν poichè Θµ
ν può

non essere simmetrico, ma può essere simmetrizzato2 sommando un’op-
portuna 4-divergenza. Per questo motivo definiamo T µν il tensore dop-
pio simmetrico energia-impulso che viene fuori se operiamo questo tipo di
trasformazione.

Ricordando che δµν = gλνg
λµ e supponendo che il campo abbia s compo-

nenti, dopo un pò di algebra otteniamo il tensore energia-impulso in forma
covariante

Θµν =

s∑

r=1

∂L
∂(∂µϕr)

∂νϕr − gµνL (5.51)

Rotazioni

Supponiamo di applicare una rotazione infinitesima ζi al campo, attuando
la trasformazione

x′µ = Λµνx
ν = xµ + δµi ζ

ixν + δµ0 ζ
ixi (5.52)

che possiamo riscrivere come δxµ = ωµνx
ν essendo ωij = 0 e ω0i = −ωi0 =

ζi. Con l’utilizzo del tensore wµν le trasformazioni di Lorentz e le rotazioni
infinitesime possono essere trattate alla stessa maniera.

2Come vedremo nei prossimi paragrafi, l’asimmetria di Θµ
ν è attribuibile alla presenza

dello spin. Per costruire il tensore simmetrico possiamo usare la correzione di Belinfante:
Tµν = Θµν + ∆Θνµ, dove

∆Θνµ = −
1

2
∂λ(Σµνλ − Σνλµ + Σλµν) (5.50)

rende manifestamente simmetrico Tµν . I termini in Σ verranno studiati nei prossimi
paragrafi.
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5.3. Teorema di Noether

Se scegliamo wij = ϕij = ǫijkϕ
k e w0i = −ωi0 = 0 otteniamo la nostra

rotazione. La variazione di simmetria del campo sarà dunque

δsϕ(xµ) = ϕ′(x′µ − δxµ)− ϕ(xµ) = −∂µϕ(xµ)xνωµν (5.53)

ed otteniamo la corrente di Noether

Mµνλ = −
(

∂L
∂(∂λϕ)

∂λϕxν − δµλLxν
)

−
(

∂L
∂(∂λϕ)

∂λϕxµ − δνλLxµ
)

(5.54)

Sfruttando la (5.47) questa restituisce

Mµνλ = xµΘνλ − xνΘµλ (5.55)

tale che ∂λM
µνλ = 0. Le cariche di Noether che si conservano nel tempo

saranno

Mµν =

∫

d3xMµν0 (5.56)

5.3.3 Applicazione quantistica

Sappiamo che una variabile dinamica si conserva quando i suoi valori medi
non cambiano nel tempo e la distribuzione statistica è indipendente da esso,
quindi quando i~ ∂

∂tAH(t) = 0 e [AH , H ] = [AS , H ]H = 0. Ma [AS , H ]H =
U † [AS , H ]U = 0 e di conseguenza anche [AS , H ] = 0: arriviamo dunque
a dire che per mantenersi costante l’osservabile, il suo operatore immagine
nello spazio di Hilbert deve commutare con l’hamiltoniano in qualunque
sistema utilizziamo per la sua descrizione.

Questo è il punto di partenza che sfruttiamo per legare le simmetrie
dell’hamiltoniano, e quindi del sistema, e le leggi di conservazione.

Abbiamo già osservato che l’invarianza per traslazioni spaziali infinite-
sime portava alla conservazione dell’impulso, mentre quella per traslazioni
infinitesime temporali portava alla conservazione dell’energia.

Torniamo all’equazione di Heisenberg, e supponiamo di considerarla nel
caso in cui l’hamiltoniano sia invariante per traslazioni lungo una direzione
n̂. L’impulso lungo quella direzione sarà Pn = ~P · n̂, e avremo [H,Pn] = 0.
L’equazione di Heisenberg sarà

i~
d

dt
Pn(t) = [Pn(t), H ]H = 0

Da notare che esplicitando la dipendenza dal tempo di Pn abbiamo chiara-
mente espresso di essere nella rappresentazione di Heisenberg.

Poichè abbiamo mostrato che l’invarianza di una osservabile implica che
il suo operatore associato commuta con l’hamiltoniano in ogni schema e
viceversa, possiamo dire che Pn(t) = cost nelle ipotesi in cui ci siamo posti,
pervenendo cos̀ı all’importante conclusione secondo cui se l’hamiltoniano si
conserva in una traslazione lungo una direzione n, allora il generatore delle
traslazioni lungo quella direzione è una costante del moto; se è invariante
lungo tutte le direzioni a conservarsi è l’impulso totale.

Il momento angolare orbitale coincide con il generatore delle rotazioni,
e per esso vale lo stesso teorema dimostrato per quello delle traslazioni: se

105



5.3. Teorema di Noether

H è invariante per rotazioni attorno all’asse n̂, il generatore delle rotazioni
è una costante del moto ed esso è la proiezione su quell’asse del momento
angolare.

Queste trasformazioni formano un gruppo, cioè sono chiuse rispetto al
prodotto; inoltre il gruppo in questione è anche continuo, in modo da con-
sentire trasformazioni infinitesime, che vengono utilizzate per descrivere
tutte quelle finite.

In generale, se H è invariante per trasformazioni di questo tipo, si avrà
che il generatore di queste si conserverà nel tempo.

Equazioni canoniche

Sfruttando la conveniente formula

[An, B] =

n−1∑

s=0

As [A,B]An−1−s

Nel caso in cui A = X e B = Px avremo

[Xn, Px] =

n−1∑

s=0

Xs [X,P ]Xn−1−s = i~

n−1∑

s=0

Xn−1 = i~nXn−1 = i~
∂

∂X
Xn

Analogamente si trova che

[Pnx , X ] = −i~ ∂

∂Px
Pnx

Immaginiamo di avere una variabile dinamica A(X,Px) e di svilupparla in
serie:

A(X,Px) =
∑

n

an(Px)Xn ≡
∑

n

bn(X)Pnx

Supponiamo di voler calcolare [A,Px], ricordando che [an(Px), Px] = 0:

[A,Px] =
∑

n

[an(Px)Xn, Px] =
∑

n

an(Px) [Xn, Px] =
∑

an(Px)i~
∂

∂X
Xn

= i~
∂

∂X

∑

n

an(Px)Xn = i~
∂

∂X
A(X,Px)

In maniera analoga si trova che

[A,X ] = −i~ ∂

∂Px
A(X,Px)

Vogliamo ora descrivere il moto di sistemi con analogo classico, in modo da
non dover tenere conto per adesso di effetti quantistici nuovi; quindi siamo
nelle ipotesi che R,P formano un sistema completo di osservabili.

Ipotizziamo un cambiamento di variabili: assumiamo come nuove quelle
lagrangiane generalizzate qi (i = 1, 2, ..., n), che saranno gli autovalori di
opportuni operatori Qi, e definiamo anche gli impulsi pi autovalori degli
operatori Pi. In tal modo avremo in accordo con quanto trovato finora:
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[Qi, Pj ] = i~δij . Passando alle equazioni del moto per questo set di variabili
si trova:

i~
dQi(t)

dt
= [Qi(t), H ] = i~

∂H

∂Pi
=⇒ dQi(t)

dt
=
∂H

∂Pi

i~
dPi(t)

dt
= [Pi(t), H ] = −i~ ∂H

∂Qi
=⇒ dPi(t)

dt
= − ∂H

∂Qi

Formalmente, quelle appena trovate corrispondo alle equazioni canoniche
della meccanica hamiltoniana, ma non possono essere considerate tali poi-
chè ci troviamo in uno spazio di Hilbert. Tuttavia questa analogia ci porta
a conclusioni più dirette. Affinchè l’analogia fosse più calzante, avremmo
voluto trovare qualcosa della forma

∂<H>ψ
∂<Qi>ψ

per esempio per le coordinate

generalizzate, ma invece a meno di segni abbiamo < ∂H
∂Qi

>ψ, e queste due
quantità che sono nettamente diverse, sono confrontabili solo nel caso quasi
classico, cioè quando la funzione d’onda è stretta ma non troppo, altrimen-
ti quella per l’impulso è troppo larga e viceversa, dunque quando le due
funzioni d’onda per coordinate e impulsi sono ragionevolmente piccate.

5.4 Applicazioni

5.4.1 Θµ
ν del campo e.m.

Consideriamo il campo e.m. libero di lagrangiana

L = − 1

4c
FλκF

λκ (5.57)

con Fλκ = ∂λAκ − ∂kAλ. Per una traslazione spazio-temporale da xµ a
xµ − ǫδµν il potenziale vettore è tale che A′µ(x′µ) = Aµ(xµ).

Procedendo come abbiamo già fatto quando abbiamo ricavato la varia-
zione di simmetria del campo, otteniamo δsA

λ(xµ) = ǫ∂νA
λ(xµ) sotto cui

il tensore del campo si trasforma come δsF
λκ = ǫ∂νF

λκ. In questo modo

δsL = −ǫ 1

2c
Fλκ∂νF

λκ = ǫ∂νL (5.58)

che è una derivata totale e pertanto ci porta a concludere che la corrente

Θµ
ν =

∂L
∂(∂µAλ)

∂νA
λ − δµνL

ha 4-divergenza nulla. Poichè ∂L
∂(∂µAλ) = −Fµλ avremo infine

Θµ
ν = −1

c
(Fµλ ∂νA

λ − 1

4
δµνF

λκFλκ) (5.59)

5.4.2 Correnti di spin per il campo e.m.

Sia Aµ il campo in esame. Quando operiamo la trasformazione di coordi-
nate x′µ = Λµνx

ν avremo A′µ(x′µ) = ΛµνA
ν(xν) che per la trasformazione

infinitesima δxµ = ωµνx
ν implica la variazione di simmetria

δsA
µ(xµ) = A′µ(xµ)−Aµ(xµ) = A′µ(x′µ − δxµ)−Aµ(xµ)

= ωµνA
ν − ωλνxν∂λAµ (5.60)
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dove il primo termine prende il nome di trasformazione di spin e il secondo
di trasformazione orbitale. In termini di generatori del gruppo di Lorentz
possiamo riscrivere

δsA
µ = −iωµν ĴµνA (5.61)

dove Ĵµν = L̂µν + Lµν (stiamo utilizzando L in luogo di M). Se la densità
di lagrangiana dipende solo da combinazioni scalari del vettore Aµ e se non
ha una esplicita dipendenza dalle coordinate, si trasforma come un campo
scalare sotto trasformazioni di Lorentz, per cui L′(x′µ) = L(xµ). Questo
porta alla variazione

δsL = −(∂µLxν)ωµν (5.62)

Seguendo la stessa procedura che ci ha portato a ricavare il tensore Mµνλ,
possiamo giungere alla 4-corrente che si conserva:

Jµνλ =
∂L

∂(∂λAµ)
Aν −

(
∂L

∂(∂λAκ)
∂µAκxν − δµλLxν

)

+

− ∂L
∂(∂λAν)

Aµ −
(

∂L
∂(∂λAκ)

∂νAκxµ − δνλLxµ
)

(5.63)

essendo questa la corrente di 4-momento angolare totale, composta dal 4-
momento angolare orbitale

Lµνλ = −
(

∂L
∂(∂λAκ)

∂µAκxν − δµλLxν
)

−
(

∂L
∂(∂λAκ)

∂νAκxµ − δνλLxµ
)

(5.64)

che in funzione del tensore canonico di energia-impulso restituisce proprio
la (5.55) e dal 4-momento angolare di spin (o corrente di spin)

Σµνλ =
∂L

∂(∂λAµ)
Aν − ∂L

∂(∂λAν)
Aµ (5.65)

Individualmente i due termini non si conservano, la loro somma invece è
tale da annullare la 4-divergenza. La corrispondente carica di Noether è il
momento angolare totale

Jµν =

∫

d3xJµν0 (5.66)

che è una costante del moto. Dalla legge di conservazione del tensore
energia-impulso si ricava facilmente che

∂λL
µνλ = − [Θµν −Θνµ] (5.67)

∂λΣµνλ = [Θµν −Θνµ] (5.68)

da cui

Lµν(t) =

∫

d3xLµν0 Σµν(t) =

∫

d3xΣµν0 (5.69)

che implicano le dipendenze temporali

L̇µν(t) = −
∫

d3x [Θµν −Θνµ] Σ̇µν(t) =

∫

d3x [Θµν −Θνµ] (5.70)
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5.4.3 Θµ
ν del campo di Dirac

Per il campo di Dirac avremo

L = ψ̄(xµ)(iγµ −m)ψ(xµ) (5.71)

Per traslazioni spaziali x′µ = xµ − ǫµ avremo ψ′(x′µ) = ψ(xµ) e pertanto
δsψ = ǫµ∂µψ ed analogamente per la densità di lagrangiana, da cui si
ottiene la corrente di Noether

Θµ
ν =

∂L
∂(∂µψλ)

∂νψ
λ + cc− δµνL

ha 4-divergenza nulla. Poichè ∂L
∂(∂µψλ) = 1

2 ψ̄γ
µ avremo infine

Θµ
ν =

1

2
ψ̄γµ∂νψ

λ + cc− δµνL (5.72)

5.4.4 Correnti di spin per il campo di Dirac

In questo caso il campo si trasforma come

ψ(xµ) −→ ψ′
Λ(xµ) = S(Λ)ψ(Λ−1xµ) (5.73)

Per trasformazioni di Lorentz infinitesime si ha Λνµ = δνµ+ωνµ e δsx
µ = ωµνx

ν

e la variazione di simmetria

δsψ(xµ) = ψ′(xµ)− ψ(xµ) = S(δνµ + ωνµ)ψ(xµ − δxµ)

= −i1
2
ωµνS

µνψ(xµ)− ωλνxν∂λψ(xµ)

= −i1
2
ωµν

[

Sµν + L̂µν
]

ψ(xµ) = −i1
2
ωµν Ĵ

µνψ(xµ) (5.74)

dove ancora una volta è evidente lo splitting del momento angolare totale
in momento di spin e orbitale. Detto ciò ci ritroviamo nelle condizioni in
cui L′(x′µ) = L(xµ) e

δsL = −(∂µLxν)ωµν (5.75)

ottenendo la 4-corrente del momento angolare totale

Jµνλ =

(

−i ∂L
∂(∂λψ)

Sµνψ − i ∂L
∂(∂λψ)

L̂µνψ + cc

)

+

(δµλLxν − δνλLxµ) (5.76)

in cui otteniamo la parte orbitale pari alla (5.55) e la corrente di spin

Σµνλ =
1

2

(

−i ∂L
∂(∂λψ)

σµνψ + cc

)

(5.77)

che può essere riespressa come

Σµνλ = −i1
2
ψ̄γλσµνψ =

1

2
εµνλκψ̄γκσµνψ (5.78)
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ν

utilizzando le definizioni di σµν e la relativa algebra delle matrici di Dirac
che abbiamo trattato nei capitoli precedenti.

Individualmente i termini di spin e orbitale non si conservano, la loro
somma invece è tale da annullare la 4-divergenza della corrente totale. La
corrispondente carica di Noether è il momento angolare totale

Jµν =

∫

d3xJµν0 (5.79)

che è una costante del moto. Dalla legge di conservazione del tensore
energia-impulso si ricava facilmente che

∂λL
µνλ = − [Θµν −Θνµ] (5.80)

∂λΣµνλ = [Θµν −Θνµ] (5.81)

da cui

Lµν(t) =

∫

d3xLµν0 Σµν(t) =

∫

d3xΣµν0 (5.82)

che implicano le dipendenze temporali

L̇µν(t) = −
∫

d3x [Θµν −Θνµ] Σ̇µν(t) =

∫

d3x [Θµν −Θνµ] (5.83)

5.4.5 Θµ
ν del campo di Proca

Il tensore energia-impulso del campo di Proca è della stessa forma di quello
del campo di Maxwell, con la sola differenza dell’aggiunta di un termine di
massa:

Θµ
ν = −1

c
(Fµλ ∂νV

λ − 1

4
δµνF

λκFλκ)− 1

2
M2δµνVλV

λ (5.84)

5.5 Simmetrizzazione di Θµ
ν

Abbiamo già accennato con la (5.50) come simmetrizzare il tensore canonico
Θµ
ν . Notiamo che poichè la correzione equivale ad una derivata totale, la

definizione del momento Pµ non cambia passando a T µν.
Per quanto riguarda il 4-momento angolare (5.55), basta sostituire a

Θµν la sua espressione in funzione di T µν e della correzione di Belinfan-
te, che restituisce lo stesso momento angolare totale (5.66) a partire dalla
definizione generale Jµνλ = Σµνλ + Lµνλ.

Volendo esprimere il tensore energia-impulso simmetrico per i campi
che abbiamo analizzato, dobbiamo calcolare la correzione di Belinfante per
entrambi.

Per esempio, nel caso del campo e.m. abbiamo

∆Θµν =
1

c
∂λ
(
F νλAµ

)
(5.85)
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ricavando

T µν = −1

c

(

F νλF
µλ − 1

4
gµνFλκFλκ

)

+
1

c
∂λ
(
F νλ

)
Aµ (5.86)

in cui l’ultimo termine si annulla per via delle equazioni di campo di
Maxwell libere ∂λF

µν = 0.
Interessante è il caso in cui è presente una corrente esterna e la lagran-

giana assume la forma

L = − 1

4c
FµνF

µν − 1

c2
jµAµ (5.87)

che porta al tensore simmetrico

T µν = −1

c

(

F νλF
µλ − 1

4
gµνFλκFλκ

)

+
1

c2
gµνjλAλ +

1

c
∂λ
(
F νλ

)
Aµ(5.88)

usando le equazioni di Maxwell nella materia: ∂λF
νλ = −jλ, l’ultimo ter-

mine equivale a − 1
c j
νAµ, che impedisce la simmetria di T µν , a meno che

la corrente non svanisca.

5.6 Simmetrie interne

Le simmetrie interne di L sono quelle che dipendono dalla sua stessa struttu-
ra, non coinvolgendo nessun cambiamento delle coordinate spazio-temporali.
Tali simmetrie hanno forma

φ′ (xµ) = e−iαGφ (xµ) (5.89)

dove G sono i generatori di un gruppo di Lie e α è il parametro di trasfor-
mazione associato. La variazione di simmetria associata è

δsφ
′ (xµ) = −iαGφ (xµ) (5.90)

Uno degli esempi più importanti di queste simmetrie si ha per G = 1
(simmetria3 U (1)) nel caso di un campo complesso φ, dove la trasforma-
zione diviene semplicemente il prodotto per un fattore di fase costante.

Altri esempi importanti sono quelli del tripletto o dell’ottetto di campi
φi, dove si assumono G i generatori di una rappresentazione di SU(2) o
SU(3) rispettivamente4.

5.6.1 Simmetria U(1)

Data la lagrangiana di campo L (xµ, φ (xµ) , ∂µφ (xµ)) che dipende solo da
combinazioni scalari dei suoi argomenti, avremo che essa risulta invariante

3A cui è associata la legge di conservazione della carica nelle interazioni
elettromagnetiche.

4Vi sono associate rispettivamente le leggi di conservazione dell’isospin e
dell’invarianza nelle interazioni forti.
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per trasformazioni di U(1) del tipo φ′ = −iφ. Se L è la densità di lagran-
giana allora δsL = 0 e utilizzando prima la chain rule e poi le equazioni di
Eulero-Lagrange per il campo relativistico avremo

δsL =

(
∂L
∂φ
− d

dt

∂L
∂µφ

)

δsφ+

(
∂L

∂(∂µφ)
δsφ

)

= 0 (5.91)

da cui otteniamo la corrente

jµ = − ∂L
∂ (∂µφ)

φ (5.92)

Per un campo relativistico scalare complesso, avremo

L = ∂µϕ
∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ (5.93)

Tenendo conto di parte reale e immaginaria nella corrente che abbiamo
ricavato, otteniamo infine

jµ = −i (ϕ∗∂µϕ− (∂µϕ
∗)ϕ) (5.94)

Per un campo di Dirac libero avremo invece

jµ = ψ̄γµψ (5.95)

5.6.2 Simmetrie SU(N)

Per simmetrie più generiche5 ci limitiamo a dire che le relative variazioni
simmetriche sono

δsϕ = −iαiGiϕ (5.96)

da cui la corrente conservata

jµi = −i ∂L
∂ (∂µϕ)

Giϕ (5.97)

5.7 Regole di commutazione

5.7.1 Meccanica quantistica

Relazione di indeterminazione di Heisenberg

Supponiamo di avere due operatori, Λ,Υ hermitiani che non commutano;
il loro commutatore dunque è diverso da zero e si può considerare come un
terzo operatore Θ = [Λ,Υ]. Ma abbiamo un piccolo problema: Θ 6= Θ† =
−Θ.

Per risolvere l’inconveniente di dover lavorare con un antihermitiano, de-
finiamo nuovamente iΘ = [Λ,Υ], che come il lettore potrà adesso verificare,
è hermitiano.

In uno stato |ψ >, il valor medio di iΘ sarà

< [Λ,Υ] >ψ= iΘψ = i < ψ|Θ|ψ >
5In realtà si dimostra che SU(2) e SU(3) non sono simmetrie esatte come U(1).
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da cui sviluppando si ottiene

< ψ|ΛΥ|ψ > − < ψ|ΥΛ|ψ >= iΘψ

Ma abbiamo operatori hermitiani, per cui BA = B†A† = (AB)†, che
andando a sostituire porta a

< ψ|ΛΥ|ψ > − < ψ|(ΛΥ)†|ψ >= iΘψ

Ma dalla definizione di operatore hermitiano avremo

< ψ|ΛΥ|ψ > − < ψ|ΛΥ|ψ >∗= iΘψ

che è la differenza di due numeri complessi coniugati del tipo (x + iy) −
(x− iy) = 2iy, per cui si avrà

2ℑ{< ψ|ΛΥ|ψ >} = Θψ =⇒ |ℑ{< ψ|ΛΥ|ψ >}| = 1

2
|Θψ|

Vogliamo vedere il primo termine come il prodotto scalare dei termini <
ψ|Λ =< ψΛ| e |ψΥ >= Υ|ψ >, e poichè < ψ|Λ = Λ†|ψ >= Λ|ψ >= |ψΛ >,
abbiamo

| < ψΛ|ψΥ > | = 1

2
|Θψ|

ma per la disuguaglianza di Schwarz:

√

< ψΛ|ψΛ >< ψΥ|ψΥ > ≥ 1

2
|Θψ| =⇒

=⇒
√

< ψ|Λ2|ψ >< ψ|Υ2|ψ > ≥ 1

2
|Θψ|

poichè < ψΛ|ψΛ >=< ψ|ΛΛ|ψ >=< ψ|Λ2|ψ > e analogamente per l’altra
norma.

Introduciamo adesso due nuovi operatori (indicando Λ̄ =< ψ|Λ|ψ > e
analogamente per Υ):

∆Λ = Λ− Λ̄

∆Υ = Υ− Ῡ

Come è facile mostrare, [∆Λ,∆Υ] = iΘ, per cui visto che usare questi o gli
operatori precedenti non cambia nulla nella relazione di Schwarz, possiamo
scrivere

√

< ψ|(∆Λ)2|ψ >< ψ|(∆Υ)2|ψ > ≥ 1

2
|Θψ|

Poichè < ψ|(∆Λ)2|ψ >=< ψ|(Λ − Λ̄)2|ψ >= ... =< Λ2 >ψ − < Λ >2
ψ,

e analogamente per Υ, ci accorgiamo che abbiamo il valore dei rispettivi
s.q.m. (δΛ e δΥ) al quadrato, per cui, sostituendo inoltre Θψ, arriviamo a

δΛδΥ ≥ 1

2
| < ψ| [ΛΥ] |ψ >ψ | (5.98)

che rappresenta la relazione di indeterminazione di Heinseberg per una
coppia di variabili incompatibili o osservabili che non commutano.
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5.7. Regole di commutazione

Applicando alla posizione e all’impulso, secondo la notazione introdotta
in precedenza, otteniamo

δRiδPj ≥
1

2
~δij < ψ|ψ >

Nel caso in cui abbiamo normalizzato correttamente a 1, invece si ha

δRiδPj ≥
1

2
~δij (5.99)

Impulso-Posizione

Possiamo ammettere l’esistenza di operatori invarianti per traslazioni nello
spazio di Hilbert e potremmo azzardare che come nella meccanica hamilto-
niana, essi siano correlati all’impulso.

Il fatto che un operatore sia invariante significa che il traslato e il
non traslato hanno lo spettro degli autovalori identico e il loro insieme
di autovettori coincide. Dal punto di vista fisico cosa accade?

Poichè il valor medio prima e dopo la traslazione non muta, e Λ = Λ′,
avremo < ψ′|Λ|ψ′ >=< ψ|Λ|ψ >. Dalla definizione di Λ′, si ha

Λ = UdΛU−d =⇒ ΛUd = UdΛ

cioè Λ commuta con Ud e questa rappresenta sia una condizione necessaria,
sia sufficiente. Se si compiono più traslazioni, con tutti gli operatori che le
definiscono deve accadere questa stessa cosa.

Se ~d = dn̂, abbiamo la trasformazione infinitesima Ud = I − i
~
dPn,

essendo Pn = n̂ · ~P , per cui sostituendo nella relazione di commutazione:

Λ(I − i

~
dPn) = (I − i

~
dPn)Λ =⇒ PnΛ = ΛPn

ossia ancora una volta una commutazione. Questa è la condizione che ci
interessa per l’invarianza del generico operatore Λ lungo la direzione n̂.
Inoltre questa condizione indica che i 2 operatori hanno autovalori comuni
e possono essere misurate contemporaneamente.

Supponiamo che Λ sia invariante rispetto a tutte le direzioni dello spazio:
[

Λ, ~P
]

= 0. Se Λ = ~P , questo vale sicuramente, cioè l’impulso è invariante

per traslazioni. Al contrario questo non vale per l’operatore posizione ~R,

ovvero
[

~R, ~P
]

6= 0.

Per l’operatore posizione lungo l’asse x (X |~r >= x|~r >):

X ′ = UdXU
†
d =⇒ X ′|~r >= UdXU

†
d |~r >

Ma Ud|~r >= |~r + ~d > è l’autostato traslato, perciò

UdX |x− dx, y − dy, z − dz > = (x− dx)UdX |x− dx, y − dy, z − dz >
= (x− dx)|~r >

=⇒ X ′|~r >= (x− dx)|~r >

cioè l’operatore traslato ha per autovalore x−dx e non x+dx. Ma X |~r >=
x|~r >, pertanto X ′|~r >= (X − dx)|~r >, valido per ogni ~r, quindi passando
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5.7. Regole di commutazione

alla notazione operatoriale, ~R′ = ~R− ~dI, che è valida anche per traslazioni
infinitesime.

Il nostro prossimo obiettivo è quello di vedere di quanto non commutano
~R e ~P .

Sia ~d = dn̂ infinitesimo, per cui

X ′ = UdXU
†
d = (I − i

~
dPn)X(I +

i

~
dPn) = X +

i

~
d(XPn − PnX) + o(d2)

Ma anche nel caso infinitesimo è X ′ = X − dxI, e poichè dx = dnx si ha

X − dnxI = X +
i

~
d(XPn − PnX) =⇒ XPn − PnX = i~nxI

Adesso supponiamo che la direzione n̂ sia quella dell’asse x; allora nx = 1
e XPx − PxX = [X,Px] = i~, quindi sono osservabili incompatibili.

Al contrario, sia lungo la direzione y che z, il coseno direttore è nullo,
poichè ci troviamo in una terna ortogonale, per cui [X,Py] = 0, [X,Pz] = 0.

Se indichiamo con Ri la componente i−esima del vettore ~R (ovvero
i = 1 indica x, e via di seguito), e analogamente con Pj la componente

j−esima del vettore ~P , possiamo riassumere le relazioni come

[Ri, Pj ] = i~δij (5.100)

Componenti del momento angolare

Una rotazione infinitesima fa cambiare di poco il vettore ruotato, e come
per le traslazioni possiamo scrivere

Rn̂(δϕ) = I − i

~
δϕJn (5.101)

essendo Jn il generatore delle rotazioni infinitesime attorno all’asse n̂. E’
facile mostrare che Jn = J†. A meno di infinitesimi di ordine superiore

Jn = Jxnx + Jyny + Jznz (= ~J · n̂) (5.102)

che ci dice che i 3 operatori generatori delle rotazioni infinitesime attorno
agli assi coordinati, combinati insieme possono produrre un qualsiasi ge-
neratore attorno a qualsiasi asse. Data la struttura di prodotto scalare,
immaginiamo di poter parlare di un vettore ~J detto momento angolare, che
nel limite classico deve avere le stesse proprietà del momento angolare che
già conosciamo. Possiamo riscrivere la generica rotazione infinitesima come

Rn̂(δϕ) = I − i

~
δϕ ~J · n̂ (5.103)

Supponiamo di fare una rotazione finita di ϕ attorno ad n̂: dividiamo in
N parti uguali δϕ = ϕ

N . La rotazione totale sarà il prodotto di N rotazioni
uguali di angolo δϕ:

Rn̂(ϕ) =

N∏

i=1

Rn̂(
ϕ

N
) =

[

Rn̂(
ϕ

N
)
]N

=

[

I − i

~

δϕ

N
Jn

]N

=⇒N−→∞ Rn̂(ϕ) = e−
i
~
ϕJn (5.104)

115



5.7. Regole di commutazione

Infine [J1, J2] = i~J3 e cos̀ı via le altre relazioni. Poichè il gruppo non è

commutativo, le componenti di ~J non commutano tra loro. Volendo scrivere
in forma compatta quanto detto, abbiamo

[Jm, Jn] = i~εmnkJk (5.105)

Possiamo anche definire l’operatore J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 e si può facil-

mente mostrare che vale la commutazione
[
J2, Ji

]
= 0. Ne deduciamo che,

per esempio, {J2, Jz} forma un sistema di osservabili compatibili, quindi,
essendo hermitiani, tali operatori avranno un sistema di autovettori in co-
mune |j,m >. Non è detto che esso sia il massimo insieme di osservabili
compatibili: indicando con τ l’indice relativo ad altri operatori che godo-
no di questa proprietà e che supponiamo servano per completare l’insieme,
avremo gli autovettori |τ, j,m >. Tale indice ci rende conto solo della de-
generazione, dunque al momento non lo riportiamo nei nostri calcoli per
snellire la trattazione. Valgono le relazioni

{
J2|j,m >= ~2j(j + 1)|j,m >
Jz |j,m >= ~m|j,m >

(5.106)

Introduciamo anche due operatori, definiti come

J± = J1 ± iJ2

per cui
[

J± = J†
∓

]

. L’algebra che ne viene fuori può essere riassunta nelle

relazioni seguenti:

[Jz , J+] = ~J+ [Jz , J−] = −~J− [J+, J−] = 2~Jz (5.107)

J−J+ = J2 − Jz(Jz + ~) J+J− = J2 − Jz(Jz − ~) (5.108)
[
J±, J

2
]

= 0 (5.109)

da cui

J2 =
1

2
(J+J− + J−J+) + J2

z (5.110)

il che implica che i suoi autovalori sono positivi. Infatti:

< ψ|J2|ψ >=
1

2
[< ψ|J+J−|ψ > + < ψ|J−J+|ψ >] + < ψ|J2

z |ψ >

5.7.2 Regole canoniche

Le regole di commutazione quantistiche si possono ottenere in modo assai
più elegante a partire dal formalismo lagrangiano. Se qi(t) sono le coor-
dinate generalizzate e pi(t) i relativi momenti coniugati, nello schema di
Heisenberg imponiamo che queste grandezze diventino gli operatori q̂iH(t)
e p̂iH(t) che soddisfano le regole di commutazione canoniche

[
p̂iH(t), q̂jH(t)

]
= −i~Hδij (5.111)

[
p̂iH(t), p̂jH(t)

]
=
[
q̂iH(t), q̂jH(t)

]
= 0 (5.112)

e postuliamo l’equazione del moto di Heisenberg

d

dt
ÔH =

i

~

[

ĤH , ÔH

]

+
∂

∂t
ÔH (5.113)

per ogni osservabile ÔH(t) = O(t, p̂H(t), q̂H(t)).
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CAPITOLO 6

Teoria di campo gravitazionale

Work in progress...
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CAPITOLO 7

QFT

7.1 Regole di commutazione

Per giungere a delle regole di commutazione in teoria dei campi, vogliamo
procedere come nel caso quantistico, promuovendo ad operatori le osserva-
bili fisiche implicate nella trattazione e utilizzando un formalismo covariante
basato sui momenti.

Sostituendo alle somme gli integrali e alle δ di Kronecker quelle di Dirac,
passiamo da una trattazione discreta a quella continua, che ci interessa:

[

Π(~x, t), ϕ(~x′, t)
]

= −iδ3(~x− ~x′) (7.1)

avendo trattato ϕ come q e Π come p del caso canonico quantistico.
Consideriamo una trasformazione di traslazione che fa passare da un

set di stati ad un altro, ma che vogliamo lasci inalterate le ampiezze di
probabilità: < ψ|φ >=< ψ′|φ′ >.

In questo contesto le componenti ϕr(x) sono operatori, ma il fatto che
le quantità trattate siano scalari non garantisce l’invarianza relativistica,
dobbiamo infatti considerare condizioni sugli operatori.

Classicamente ϕ′
r(x

′) = Srsϕs(x), passando alla QFT avremo

< φ′α|ϕr(x′)|φ′β >= Srs < φα|ϕs(x)|φβ > (7.2)

Come abbiamo visto nei paragrafi precedenti, l’invarianza per traslazioni
implica l’esistenza di un operatore unitario che genera la traslazione: noi
richiediamo che accada ancora la stessa cosa e che esista U tale che <
φ′α| =< φα|U(a, b) e pertanto

< φα|U(a, b)ϕr(x
′)U−1(a, b)|φβ >= Srs < φα|ϕr(x)|φβ >=⇒

U(a, b)ϕr(x
′)U−1(a, b) = Srsϕs(x) = ϕs(x+ b) (7.3)

L’operatore in questione avrà la forma

U(ǫ) = eiǫµP
µ

= 1 + iǫµP
µ (7.4)
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

con Pµ hermitiano, l’impulso del campo. Sostituendo nella (7.3) avremo
infine

i [Pµ, ϕr(x)] = ∂µϕr(x) (7.5)

A primo membro abbiamo Pµ che a sua volta dipende dal campo tramite
Π. A questo punto ci chiediamo se la (7.1) è compatibile con la relazione
precedente: di fatto questo si verifica sostituendo a Pµ la sua definzione
(5.48). L’operatore che genera la trasformazione infinitesima diventa quindi

U(ǫµ) = 1 +
i

2
ǫµνM

µν (7.6)

dove Mµν è hermitiano e deve valere la relazione

i [Mµν , ϕr(x)] = xµ∂νϕr − xν∂µϕr (7.7)

della quale va verificata la consistenza con la regola di commutazione della
procedura di quantizzazione a partire dalla definizione (5.56).

7.2 Procedura di quantizzazione del campo

Adesso abbiamo gli strumenti necessari per procedere alla quantizzazione
del campo. Ciò che dobbiamo fare è:

• Definire l’equazione del campo1;

• Ricavare la lagrangiana del campo;

• Calcolare i momenti cinetici coniugati delle componenti del campo e
poi definire le regole di commutazione quantizzate;

• Ricavare l’hamiltoniana del campo e determinare le correnti e le cari-
che di Noether in forma covariante e secondo il formalismo di seconda
quantizzazione.

7.2.1 Campo scalare reale spin-0

Abbiamo già visto che l’equazione del campo è la (4.5) e che la sua lagran-
giana è (5.15), per ϕ reale, con Π = ϕ̇.

Le regole di commutazione (allo stesso istante t) sono

[

ϕ(~x, t), ϕ(~x′, t)
]

= [Π,Π] = 0 (7.8)

[

Π(~x, t), ϕ(~x′, t)
]

= −iδ3(~x− ~x′) (7.9)

essendo dunque l’hamiltoniana H la (5.17) con carica di Noether il 4-

impulso del campo Pµ = (P 0, ~P ) dato da

P 0 =

∫

d3xH ~P = −
∫

d3xΠ∇ϕ (7.10)

1Come abbiamo già fatto per i campi (4.5) e (4.26).
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Decomponiamo il campo in modi di Fourier (nell’ipotesi che il volume
spaziale sia infinito) secondo la

ϕ(x) =

∫
d3k

√

(2π)32wk

[

ake
−ikx + a†ke

ikx
]

(7.11)

con wk =
√
k2 +m2 e avendo denotato con kx il termine px essendo ~ = 1

e indicando con questa notazione la differenza wt − ~k · ~x per semplicità.
Siano

fk(~x, t) =
1

√

(2π)32wk
e−ikx f∗

k (~x, t) =
1

√

(2π)32wk
eikx (7.12)

Possiamo definire il prodotto scalare

(fk′ , fk)t =

∫

d3x [f∗
k′(~x, t)∂0fk(~x, t)− fk(~x, t)∂0f

∗
k′(~x, t)] (7.13)

come l’elemento di matrice della carica elettrica Q(t) che si conserva nel
tempo e normalizzare le funzioni d’onda secondo le relazioni di ortogonalità

(fk′ , fk)t = δ3(~k − ~k′) (f∗
k′ , f

∗
k )t = −δ3(~k − ~k′) (f∗

k′ , fk)t = 0 (7.14)

Il ruolo delle ampiezze ak e a†k è quello di indicare il peso di un modo en-
trante o uscente nella decomposizione data: questi termini sono i candidati
a divenire gli operatori di creazione e annichilazione.

Con l’espansione in modi di Fourier e le relazioni di ortogonalità perve-
niamo a

â†k = (ϕk(~x, t), ϕk(t)) âk = −(ϕ∗
k(~x, t), ϕk(t)) (7.15)

che possiamo riscrivere

{
âk
â†k

}

= e±ik
0x0

1
√

(2π)32wk

∫

d3xe∓i
~k·~x [±iΠ(x) + p0ϕ(x)

]
(7.16)

essendo k0x0 = wkt. Per le regole di commutazione del campo si ottiene
dunque

[

â(~k), â(~k′)
]

=
[

â†(~k), â†(~k′)
]

= 0
[

â(~k), â†(~k′)
]

= δ3(~k − ~k′) (7.17)

In questo contesto viene creato uno stato di particella singola di mo-
mento fissato ~p = ~k secondo la

|~k >= â†k|0 > (7.18)

a partire dallo stato di vuoto (non dallo stato vuoto) |0 > o distrutto
secondo la

âk|~k >= |0 > (7.19)

che riporta allo stato di vuoto. Abbiamo dunque trovato il legame tra
campo e particella che ci interessava per ricondurre la teoria alla paratica.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Nel caso generale di creazione (e analogamente per il caso di annichila-

zione) di nki particelle in stati |~ki > avremo

|nk1nk2 ...nki >= N (â†k1 )nk1 (â†k2)nk2 ...(â†ki)
nki |0 > (7.20)

La funzione d’onda della particella creata è da data dagli elementi di
matrice

< 0|ϕ(x)|~k >=
1

√

(2π)32wk
e−ikx < ~k|ϕ(x)|0 >=

1
√

(2π)32wk
eikx(7.21)

Inserendo l’espansione in modi di Fourier nell’espressione dell’hamilto-
niana, dopo un pò di algebra si ricava l’operatore di Hamilton in funzione
degli operatori di creazione e annichilazione:

Ĥ =
1

2

∫

d3kwk

[

â†kâk + âkâ
†
k

]

(7.22)

e l’impulso

~̂P =
1

2

∫

d3k~k
[

â†kâk + âkâ
†
k

]

(7.23)

Quanto trovato mette in evidenza che le grandezze fisicamente impor-
tanti per il campo scalare reale a spin-0 si esprimono come somma di un nu-
mero infinito e continuo di termini di tipo oscillatore armonico. L’autostato
φk deve soddisfare l’equazione

Ĥkφk(nk) = wk(n̂k +
1

2
)φk(nk) (7.24)

essendo âkâ
†
k = n̂k l’operatore numero i cui autostati hanno per autovalori i

numeri di occupazione nk degli stati corrispondenti. Analogamente avremo

~̂Pkφk(nk) = ~k(n̂k +
1

2
)φk(nk) (7.25)

Di fatto se il ground state si trova ad un’energia E, applicando una volta
â†k otteniamo una particella ad un livello energetico pari a E +wk, che per

le posizioni fatte in precedenza porta alla conclusione che ∆E =
√
k2 +m2,

in perfetto accordo con le leggi della relatività.

Energia di punto zero e prodotto normale

Da quanto abbiamo potuto vedere, il campo è dunque un’infinita collezione
continua di operatori di creazione e annichilazione e non ha un numero
definito di particelle.

La grandezza φk non è lo stato del campo ma l’autostato di Ĥk, singolo
modo di oscillazione, indipendente da tutti gli altri (le funzioni d’onda
relative ai diversi stati sono tra loro ortogonali). L’autostato del campo
sarà dato da

Φ(nk1nk2 ...nki) =
∏

k

φk(nk) (7.26)
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

e noti i numeri di occupazione nk dei modi, il campo è totalmente definito.
Se non vi è alcun stato eccitato avremo Φ0 =

∏

k φk(0) (nk = 0 per ogni
k), cioè ogni oscillatore è al ground state, non ci sono particelle.

Notiamo che al ground state l’energia di ogni singolo oscillatore non è
nulla, ma vale 1

2w, per cui l’energia di Φ0 è pari ad una somma di infiniti
termini positivi e pertanto diverge: allo stato fondamentale l’energia del
campo è infinita2.

Tuttavia a noi non importa il valore del campo ma le differenze che
sorgono quando si creano o annichilano particelle. Se a questo valore di-
vergente sottraiamo il valore di aspettazione del vuoto (l’energia di punto
zero) ecco che annulliamo la divergenza. Indicando con

E0 =< 0|Ĥ |0 >=
1

2

∑

k

wk (7.27)

tale valore, possiamo rimpiazzare Ĥ con

: Ĥ := Ĥ− < 0|Ĥ |0 > (7.28)

essendo : Ĥ : il prodotto normale di Ĥ ; d’ora in avanti, dove questo non
provochi confusione, ometteremo il simboloˆdi operatore. Il prodotto nor-
male è cos̀ı definito: in un prodotto arbitrario di operatori di creazione
e annichilazione i :: lo riordinano in maniera tale che tutti gli operatori
di creazione si trovino alla sinistra degli operatori di annichilazione. Per
esempio

: â†kâk + âkâ
†
k := 2â†kâk

In questo modo, se definiamo ϕ = ϕ(+) + ϕ(−) e

ϕ
(−)
k =

∫

d3kâke
−ikx ϕ

(+)
k =

∫

d3kâ†ke
ikx (7.29)

avremo

ϕϕ = ϕ(+)ϕ(+) + ϕ(+)ϕ(−) + ϕ(−)ϕ(+) + ϕ(−)ϕ(−)

Per spostare a sinistra gli operatori di creazione dobbiamo sfruttare le
relazioni date dai commutatori ottenendo infine

: ϕϕ := ϕ(−)ϕ(−) + 2ϕ(−)ϕ(+) + ϕ(+)ϕ(+) (7.30)

dove stavolta < 0| : ϕϕ : |0 >= 0. Analogamente si verifica che

: H :=
∑

k

wkâ
†
kâk (7.31)

Le interazioni gravitazionali per esempio sono fortemente sensibili alle
oscillazioni del vuoto e la quantizzazione della teoria gravitazionale por-
ta sempre a trovare un valore infinito per la costante gravitazionale che
sperimentalmente sembra assumere valore nullo.

2Il lettore non deve confondere questa divergenza con quella dovuta allo sviluppo in
serie perturbativa.
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Quando quantizzeremo il campo di Dirac vedremo che l’energia del vuo-
to assume la stessa forma di quella del campo scalare, ma di segno opposto3,
di modo che l’energia totale del vuoto, tenendo conto di bosoni e fermioni,
è

Etotvac =
1

2

∑

k,bosoni

wk −
1

2

∑

k,fermioni

wk (7.32)

Dallo sviluppo in serie di wk =
√
k2 +m2 si nota che l’energia del vuoto

può essere finita se l’universo contiene tanti campi di Bose quanti campi
di Fermi e se le somme delle potenze pari delle masse di fermioni e bosoni
coincidono.

7.2.2 Campo scalare complesso spin-0

La lagrangiana che usiamo in questo caso è la (5.15) per ϕ complessa,
che fisicamente si traduce nel trattare campi di particelle cariche a spin
0 (che possono essere trattate altrimenti con 2 campi scalari). Questi 2
campi, ϕ1(x) e ϕ2(x), devono soddisfare l’equazione (4.5) e la lagrangiana
corrispondente è data dalla somma delle 2 lagrangiane corrispondenti. I
momenti coniugati sono Πϕ = ϕ̇∗ e Πϕ∗ = ϕ̇ con hamiltoniana (5.18).

Le regole di commutazione vanno scritte per entrambi i campi e sono

[ϕ(x), ϕ(x′)] = [ϕ∗(x), ϕ∗(x′)] = 0 [ϕ(x), ϕ∗(x′)] = −iδ3(~x − ~x′) (7.33)

[Πϕ(x), ϕ(x′)] = [Πϕ∗(x), ϕ∗(x′)] = −iδ3(~x− ~x′) (7.34)

tutti gli altri commutatori si annullano. Analogamente a prima espandiamo
in modi di Fourier

ϕ(x) =

∫
d3k

√

(2π)32wk

[

ak+e
−ikx + a†k−e

ikx
]

(7.35)

e sotto considerazioni simili otteniamo
{
âk+
â†k−

}

= e±ik
0x0

1
√

(2π)32wk

∫

d3xe∓i
~k·~x [±iΠ†(x) + p0ϕ(x)

]
(7.36)

e gli operatori hermitiani aggiunti corrispondenti. Questi 4 operatori com-
mutano tra loro eccetto

[

âk+, â
†
k′+

]

= δ3(~k − ~k′)
[

âk−, â
†
k′−

]

= δ3(~k − ~k′) (7.37)

Se â†k+ crea una particella di energia
√
k2 +m2 e carica +1 e âk+ la

annichila e â†k− crea una particella di medesima energia ma carica opposta
e âk− la annichila, avremo

|~k >= â†k+|0 > |~̄k >= â†k−|0 > (7.38)

âk+|~k >= |0 > âk−|~̄k >= |0 > (7.39)

3Il cambiamento di segno si verifica per tutti i campi a spin semintero.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

e anche

n̂+
k = â†k+ak+ n̂−

k = â†k−ak− (7.40)

Nel caso generale di creazione (e analogamente per il caso di annichilazione)

di nki particelle di carica positiva in stati |~ki > e n̄ki particelle di carica

negativa in stati |~̄ki > avremo

|nk1nk2 ...nki ;nk1nk2 ...nki >= N (â†k1+)nk1 (â†k2+)nk2 ...(â†ki+)nki ·
(â†k1−)n̄k1 (â†k2−)n̄k2 ...(â†ki−)n̄ki |0 > (7.41)

L’hamiltoniano sarà

Ĥ =

∫

d3kwk

[

â†k+âk+ + â†k−âk− + 1
]

(7.42)

mentre l’impulso, in funzione degli operatori numero sarà

Pµ =
∑

k

kµ(n̂+
k + n̂−

k ) (7.43)

Per l’annullarsi della 4-divergenza della corrente di Noether jµ, abbiamo
visto che si conserva la carica di Noether (5.42) che prende il nome di carica
elettrica che qui riscriviamo come

Q = i

∫

d3x(ϕ∗ϕ̇− ϕϕ̇∗) =

∫

d3k(â†k+ak+ − â†k−ak−)

=

∫

d3k(n̂+
k − n̂−

k ) (7.44)

il cui significato è quello di contare i numeri di occupazione dei quanti di
carica positiva e negativa e poi sommare su tutti i possibili modi su k.

Ancora una volta il ground state assume un valore infinito, quello di
carica, che però è eliminabile con una procedura analoga a quella trattata
nel paragrafo precedente.

Il valore di energia di aspettazione del vuoto è stavolta

E0 =< 0|Ĥ|0 >=
∑

k

wk (7.45)

che differisce da quello del campo scalare reale spin-0 per un fattore 2, come
del resto c’era da aspettarsi avendo il campo complesso scalare 2 gradi di
libertà anzichè 1. Anche in questo caso valgono le considerazioni fatte nel
paragrafo precedente.

7.2.3 Campo di Dirac spin-1
2

L’equazione del campo è la (4.26) con lagrangiana (5.19) e hamiltoniana
(5.21). I momenti coniugati sono Πψ = iψ† e Πψ̄ = 0.

Se ψ è un campo di Bose allora le regole di commutazione del campo
sono date da

[

ψα(~x, t), ψ†
β(~x′, t)

]

= δ3(~x− ~x′)δαβ (7.46)
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Se al contrario esso rappresenta un campo di Fermi (come nel caso del
campo di Dirac spin- 1

2 ), per via delle considerazioni fatte nel capitolo sulla
seconda quantizzazione riguardo il principio di Pauli e il determinante di
Slater, avremo

{ψα(~x, t), ψ†
β(~x′, t)} = δ3(~x − ~x′)δαβ (7.47)

ovvero una relazione di anticommutazione4. Decomponiamo in modi di
Fourier il campo:

ψ(~x, t) =
∑

±s

∫
d3p

(2π)3

√
m

Ep

[

b̂p,su(p, s)e−ipx + d†p,sv(p, s)eipx
]

(7.48)

essendo gli operatori di creazione e annichilazione tali che

b̂†p,s|0 >= |~p, s > d̂†p,s|0 >= |~̄p, s > (7.49)

b̂p,s|~p, s >= |0 > d̂p,s|~̄p, s >= |0 > (7.50)

Procedendo come nei casi già trattati perveniamo alle forme scalari

b̂p,s = (fp,s, ψ)t d̂†p,s = (f cp,s, ψ)t (7.51)

che esplicitamente divengono

b̂p,s = eip
0x0

1
√

(2π)3

√
m

Ep
u†(p, s)

∫

d3xe−i~p·~xψ(x) (7.52)

d̂†p,s = e−ip
0x0

1
√

(2π)3

√
m

Ep
v†(p, s)

∫

d3xei~p·~xψ(x) (7.53)

(7.54)

dalle quali ricaviamo gli anticommutatori non nulli

{b̂p,s, b̂†p′,s′} =

√
m

Ep

√
m

Ep′
u†(p, s)u(p′, s′)δ3(~p− ~p′) = δ3(~p− ~p′)δs,s′(7.55)

{d̂p,s, d̂†p′,s′} =

√
m

Ep

√
m

Ep′
v†(p, s)v(p′, s′)δ3(~p− ~p′) = δ3(~p− ~p′)δs,s′(7.56)

da cui gli operatori numero

n̂+ = b̂†p,sb̂p,s n̂− = d̂†p,sd̂p,s (7.57)

Partendo dall’hamiltoniana del campo, inserendovi l’espansione di Fou-
rier e sfruttando le leggi di ortogonalità trovate, giungiamo a

Ĥ =
∑

s

∫

d3pEp(b̂
†
p,sb̂p,s − d̂p,sd̂†p,s) (7.58)

4In breve ricordiamo che l’applicare due volte l’operatore di creazione al ground
state deve restituire un risultato nullo, poichè per il principio di esclusione di Pauli non
possono trovarsi due fermioni nello stesso stato quantico. Analogamente applicando due
volte allo stesso stato l’operatore di annichilazione dobbiamo ritrovare lo stato di vuoto.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Notiamo che l’hamiltoniano non è limitato inferiormente; di fatto d̂ crea
uno stato a energia negativa (−Ep,−~p). L’insieme di tali stati di vuoto ad
energia negativa viene definito mare di Dirac.

Infine, la carica elettrica che si conserva nel tempo, come abbiamo
trattato in precedenza, possiamo scriverla come

Q =

∫

d3x : ψψ† : (7.59)

L’ipotesi supersimmetrica

Se supponiamo che per ogni particella fermionica esista un partner super-
simmetrico di spin intero (per l’e− e il quark top t a spin 1

2 si avrebbero
il selettrone se− e il superquark stop st a spin 0), otteniamo una costante
cosmologica Λ = 0.

Le masse delle particelle supersimmetriche dovrebbero essere uguali a
quelle delle loro partner perchè tutto funzioni; tuttavia tutto lascia pensare
che nel caso in cui esistano, le loro masse siano di gran lunga differenti dal
valore atteso e tale asimmetria andrebbe spiegata dalla teoria ad una scala
energetica oggi non raggiunta.

7.2.4 Campo di Maxwell

I gradi di libertà del campo elettromagnetico sono 2, corrispondenti alle
2 polarizzazioni del fotone, che ne è il quanto fondamentale. Tuttavia il
campo Aµ ha 4 componenti.

Quantizzare la teoria da una procedura che restituisca il giusto numero
di gradi di libertà complica non poco il problema. Esiste una procedura
alternativa che rende manifesta la Lorentz-covarianza, a costo di introdurre
stati a norma negativa detti ghost, che danno contributi agli elementi di
matrice tali da rendere tutto consistente. La densità di lagrangiana classica
per il campo è

Lem(x) =
1

2

[
E2 −B2

]
= −1

4
FµνF

µν (7.60)

essendo ~E e ~B i campi elettrico e magnetico rispettivamente, invarianti co-
me sappiamo per trasformazioni di gauge5. Le equazioni di Eulero-Lagrange
portano a

�Fµν = 0⇐⇒ Fµν = ∂µAν − ∂νAµ (7.61)

La componente temporale del campo ha momento6 Π0 = 0, pertanto non
può divenire un operatore, mentre le componenti spaziali hanno momenti

Πi =
∂Lem
∂Ȧi

= −Ȧi − ∂iA0 = Ei (7.62)

5Abbiamo già visto che la trasformazione Aµ −→ Aµ + ∂µf non cambia le equazioni
del moto.

6Questo annullarsi del momento porta all’equazione −~∇ · ~E(~x, t) = 0, che è la legge
di Coulomb per campi liberi, conosciuta anche come legge di Gauss.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

con densità hamiltoniana

H =
1

2

[
E2 +B2

]
+ ~E · ~∇A0 (7.63)

da cui l’operatore di Hamilton7

H =

∫

d3xH =
1

2

∫

d3x
[
E2 +B2

]
(7.64)

Dobbiamo ora trasformare questi campi in operatori e costruire le regole di
commutazione per quantizzare la teoria:

[

Aµ(~x, t), Aν(~x′, t)
]

= 0
[

Πi(~x, t),Πj(~x′, t)
]

= 0
[

Πi(~x, t), A0(~x′, t)
]

= 0
[

Πi(~x, t), Aj(~x′, t)
]

=
[

Ei(~x, t), Aj(~x′, t)
]

= −iδijδ3(~x− ~x′) (7.65)

Calcoliamo la divergenza (che agisce solo sui termini in ~x) dell’ultima
equazione:

[

−~∇ · ~E,Aj(~x′, t)
]

(= 0) = −iδij∇iδ3(~x− ~x′) = −i∇jδ3(~x− ~x′) 6= 0(7.66)

poichè

i∇jδ3(~x − ~x′) = ∇j
[

i

∫
d3k

(2π)3
ei
~k·(~x−~x′)

]

= i

∫
d3k

(2π)3
ei
~k·(~x−~x′)kj 6= 0

che è in disaccordo con la legge di Gauss, per cui la teoria costruita è incon-
sistente e dobbiamo ricostruire le regole di commutazione. Per realizzare
ciò sostituiamo al commutatore che non va, la regola di commutazione

[

Πi(~x, t), Aj(~x′, t)
]

=
[

Ei(~x, t), Aj(~x′, t)
]

= −iδijT (~x− ~x′) (7.67)

essendo δijT la funzione δ trasversa definita come

δijT (~x− ~x′) =

∫
d3k

(2π)3
ei
~k·(~x−~x′)(δij − kikj

k2
) (7.68)

la cui divergenza stavolta si annulla, rendendo consistente la teoria. Da
questo si verifica facilmente che

[

Πi, ~∇~x · ~A
]

=
[

Πi, ~∇~x′ · ~A
]

= 0 (7.69)

da cui se ne deduce che div ~A è un c−number come A0 e non entra nella
quantizzazione: di fatto ~k · ~A = 0 (dunque ~k ‖ ~A) per cui la componente del
campo nella direzione del moto e A0 non sono gradi di libertà, ottenendo
infine quanto volevamo. Possiamo rendere evidenti i 2 soli gradi di libertà
scegliendo un’opportuna gauge, detta radiation gauge o gauge di Coulomb:

7L’integrazione per parti del termine ~E · ~∇A0 si riconduce al calcolo di un integrale
che si annulla per il teorema di Gauss e di un altro che si annulla in virtù della legge di
Gauss −~∇ · ~E(~x, t) = 0.
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A0 = 0, ~∇ · ~A = 0 (che tuttavia non è messa in forma covariante). In tale
gauge Πi = −Ȧi(~x, t).

Adesso che le regole di commutazione sono ben definite possiamo espan-
dere in onde piane il campo Aµ:

Aµ(x) =

∫
d3k

√

2wk(2π)3

2∑

λ=1

[

e−ikxǫµ(~k, λ)âk,λ + eikxǫµ(~k, λ)â†k,λ

]

(7.70)

essendo ǫµ(~k, λ) ≡ (0,~ǫ(~k, λ)) i 4-vettori di polarizzazione. Se indichiamo
con λ = ±1 i 2 stati, possiamo scrivere

~ǫ(~k,±1) = ∓ 1√
2





cos θ cosφ∓ i sinφ
cos θ cosφ± i sinφ

− sin θ



 (7.71)

tali che

~ǫ(~k, λ) · ~k = 0 ~ǫ(~k, λ) · ~ǫ(~k, λ′) = δλλ′ =⇒ ǫµ(~k, λ)ǫµ(~k, λ′) = gλλ′ (7.72)

Detto ciò avremo

Πµ(x) = i

∫
d3k

√

2wk(2π)3
wk

2∑

λ=1

[

e−ikxǫµ(~k, λ)âk,λ − eikxǫµ∗(~k, λ)â†k,λ

]

(7.73)

Seguendo la solita procedura, ricaviamo infine

{
âk,λ
â†k,λ

}

= e±ik
0x0

1
√

(2π)32wk

{

ǫµ∗(~k, λ)

ǫµ(~k, λ)

}

·
∫

d3xe∓i
~k·~x
[

±i ~̇A(~x, t) + k0 ~A(~x, t)
]

(7.74)

da cui le leggi di commutazione

[âk,λ, âk′,λ′ ] =
[

â†k,λ, â
†
k′,λ′

]

= 0
[

âk,λ, â
†
k′,λ′

]

= δλλ′δ3(~k − ~k′) (7.75)

L’hamiltoniano assume dunque forma

Ĥ =

∫

d3k
∑

λ=±1

wk

(

â†k,λâk,λ +
1

2

)

(7.76)

con valore di aspettazione del vuoto

E0 =< 0|Ĥ|0 >=
∑

k

wk (7.77)

7.2.5 Campo di Proca spin-1

I momenti canonici del campo sono Πµ = −F ∗
0µ, dove nel caso del cam-

po di Proca reale, dunque non carico, possiamo tralasciare il simbolo di
coniugazione complessa.

Come per il campo di Maxwell la componente temporale V 0 (x) del
campo di Proca non ha momento canonico, per cui abbiamo che Π0 = 0.
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Per le componenti spaziali, le regole ci commutazione canoniche equal-time
sono

[
Πi (t, ~x) , V j (t, ~x)

]
= −iδji δ3 (~x− ~x′)

[

Π†
i (t, ~x) , V j

†
(t, ~x)

]

= −iδji δ3 (~x− ~x′) (7.78)

I commutatori che includono V 0 possono essere calcolati a partire dalla
relazione V 0 = − 1

M2 ∂µF
µ0, ricavando

[

V 0† (t, ~x) , V i (t, ~x′)
]

=
i

M2
∂iδ

j
i δ

3 (~x− ~x′)
[
V 0 (t, ~x) , V i (t, ~x′)

]
= 0 (7.79)

In termini di seconda quantizzazione avremo

V µ (x) =

∫
d3k

√

(2π)
3

2wk

∑

s3=0,±1

[

e−ikxǫµ
(

~k, s3

)

âk,s3

+eikxǫµ∗
(

~k, s3

)

b̂†k,s3

]

(7.80)

Per le particelle massive possiamo scegliere di indicare gli stati di polariz-
zazione con le orientazioni cariche di spin s3, ovvero la terza componente
del momento angolare nel riferimento di quiete della particella.

Con la condizione ∂µV
µ (x) = 0 il vettore di polarizzazione soddisfa la

relazione kµǫ
µ
(

~k, s3

)

= 0, da cui i 3 vettori di polarizzazione

ǫµ(0,±1) = ∓ 1√
2







0
1
±i
0







ǫµ(0, 0) =







0
0
0
1







(7.81)

che sono ovviamente autostati della matrice 4x4 del momento angolare L3

e di L2. I vettori di polarizzazione per il generico momento ~k si ottengono
applicando le matrici di boost Bk (k):

ǫµ
(

~k, s3

)

= Bk (k) ǫµ (0, s3) (7.82)

Da notare che il vettore ǫµ
(

~k, 0
)

, permesso per particelle massive vettori,

è detto anche vettore di polarizzazione longitudinale. Detto ciò notiamo che
è verificata la condizione di ortogonalità

ǫµ

(

~k, s3

)∗
ǫµ
(

~k, s′3

)

= −δs3s′3 (7.83)

da cui, eseguendo il boost del vettore di polarizzazione in quiete a un
momento kµ ≡

(
wk, 0, 0, k

3
)

nella direzione dell’asse z, otteniamo

ǫµH(k3ẑ,±1) = ∓







0
1
±i
0







ǫµH(k3ẑ, 0) =
1

M







k3

0
0
wk







(7.84)
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da cui la matrice della relazione di completezza

∑

s3

ǫµ
(
k3ẑ, s3

)
ǫν
(
k3ẑ, s3

)∗
=

1

M2
diag

(

k32
, 1, 1, w2

k

)

(7.85)

Riscrivendo

1

M2
diag

(

k32
, 1, 1, w2

k

)

= −gµν +
1

M2
diag

(
k0k0, 1, 1, k3k3

)
(7.86)

avremo infine

∑

s3

ǫµ
(

~k, s3

)

ǫν
(

~k, s3

)∗
= Pµν ≡ −

(

gµν − kµkν

M2

)

(7.87)

che è la relazione di completezza cercata che può essere riscritta nella base
dell’elicità a patto di eseguire il primo boost nella direzione dell’asse z e poi
ruotando intorno al momento k̂ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ). In questa
base la quantizzazione assume la forma

V µ (x) =

∫
d3k

√

(2π)
3

2wk

∑

λ=0,±1

[

e−ikxǫµH

(

~k, λ
)

âk,λ

+eikxǫµH
∗
(

~k, λ
)

b̂†k,λ

]

(7.88)

Introdotto il campo trasverso

V Tµ (x) ≡ Vµ +
1

αM2
∂µ∂νV

ν (x) (7.89)

dove ∂µV Tµ = 0, il campo di Proca può essere espresso in termini di un
campo trasverso e del gradiente di un campo scalare ∂νV

ν (x):

Vµ (x) = V Tµ (x)− 1

αM2
∂µ∂νV

ν (x) (7.90)

che può essere espanso in termini di 3 operatori di creazione e annichilazione
â†k,λ, âk,λ per i 3 stati di polarizzazione di elicità λ = 0,±1 e di una coppia

di operatori â†k,s, âk,s per il grado di libertà scalare. Avremo dunque le
relazioni

[âk,ν , âk′,ν′ ] =
[

â†k,ν , â
†
k′,ν′

]

= 0
[

âk,ν , â
†
k′,ν′

]

= −δkk′gνν′ (7.91)

dove ν = 0,±1, s e la metrica diagonale gνν′ ha segnatura negativa per
λ = 0,±1 e positiva per ν = s. Queste relazioni sono formalmente identiche
a quelle del campo di Maxwell ma con significato differente per ν. Il campo
di Proca risulta in definitiva quantizzato cos̀ı:

V µ (x) =

∫
d3k

√

(2π)3 2wk

∑

λ=0,±1

[

e−ikxǫµ
(

~k, λ
)

âk,λ + eikxǫµ∗
(

~k, λ
)

â†k,λ

]

+
kµ

M2

1
√

(2π)
3

2wk

[

e−ikxǫµ
(

~k, s
)

âk,s + eikxǫµ∗
(

~k, s
)

â†k,s

]

(7.92)
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L’hamiltoniano assumerà forma

Ĥ =

∫

d3k
∑

λ=0,±1

wk

(

â†k,λâk,λ +
1

2

)

(7.93)

con valore di aspettazione del vuoto

E0 =< 0|Ĥ|0 >=
1

2

∑

λ=0,±1

wk =
3

2
wk (7.94)

dove il fattore 3 tiene conto degli stati di polarizzazione differenti.

7.3 Il propagatore

Misurabilità e causalità

Il concetto di misurabilità in meccanica quantistica è legato ai commutatori.
Il campo è misurabile in due punti x e y allo stesso istante t solo se è nullo,
altrimenti

[ϕ(x), ϕ(y)] =

∫
d3k

(2π)32wk
(e−ik(x−y) − eik(x−y)) = ∆(x− y)

poichè dipende solo dalla differenza x− y per via dell’invarianza per trasla-
zione. Sviluppando i prodotti dei 4-vettori in esponente possiamo riscrivere
la precedente relazione come

[ϕ(x), ϕ(y)] = − i

(2π)3

∫
d3k

wk
ei
~k·(~x−~y) sinwk(x0 − y0) = ∆(x− y) (7.95)

essendo ∆(x − y) = ∆(~x − ~y, x0 − y0) la funzione di commutatore. Se
x0 = y0 allora ∆(~x − ~y, 0) = 0 e quindi per ogni intervallo space-like8 il
commutatore è nullo.

Uno dei primi problemi che ci poniamo è come porre in relazione due
campi in due punti diversi dello spazio-tempo. Si parla di propagatore: esso
stima la probabilità che ha una particella in un punto dello spazio-tempo
di essere rivelata in un altro punto.

Questa quantità è fondamentale per trattare il problema con energie
negative: non cambia il propagatore ma il modo in cui si trattano le sue
condizioni al contorno. Feynman ha stabilito un criterio per trattare i
termini di energia positiva in tempi negativi e viceversa.

Nel caso di particelle libere esso è il valore di aspettazione del vuoto
prodotto time-ordered di due operatori di campo.

Il prodotto time-ordered tra 2 operatori Â(t1), B̂(t2) viene indicato con

T
[

Â(t1)B̂(t2)
]

; si esegue ordinando il prodotto dei campi rispetto al tempo,

ovvero se t1 > t2 allora si ha Â(t1)B̂(t2), in caso contrario, B̂(t2)Â(t1). In
breve, il campo più piccolo sta a destra.

Nel caso si abbia a che fare con quantità fermioniche, è necessario porre
davanti ai termini della contrazione, il giusto fattore di permutazione λP =

8Un intervallo si dice space-like quando ∆x2 = (x0−y0)2−(~x−~y)2 < 0; se maggiore
di zero si dice time-like, se nullo si dice di tipo luce.
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±1; per ogni permutazione dispari di posizione da quella originale il fattore
è negativo, se la permutazione è pari è positivo. Per i bosoni invece tale
fattore è sempre +1.

Possiamo definire simbolicamente meglio tale prodotto come segue:

Definizione 30 (Prodotto time-ordered) Dati gli operatori Â(t1), B̂(t2)
si definisce il loro prodotto time-ordered, a partire dalla funzione Θ(t) di
Heaviside, come

T
[

Â(t1)B̂(t2)
]

= Θ(t1 − t2)Â(t1)B̂(t2)±Θ(t2 − t1)B̂(t2)Â(t1) (7.96)

scegliendo l’operazione di somma per bosoni e di differenza per fermioni.

Detto ciò possiamo costruire il propagatore per particella libera non re-
lativistica come valore di aspettazione del vuoto del prodotto time-ordered
degli operatori del campo:

G(~x, t; ~x′, t′) =< 0|T
[

Ψ̂(~x, t)Ψ̂†(~x′, t′)
]

|0 > (7.97)

Sfruttando l’equazione di Schr. indipendente dal tempo per particella
libera non relativistica e la sua complessa coniugata vediamo che, trattando
il propagatore come una funzione d’onda e ricordando che

∂tΘ(t− t′) = δ(t− t′) (7.98)

e le leggi di commutazione per campi fermionici e bosonici, si giunge a







(

i~∂t + ~
2

2m∇2
)

G
(

~x, t; ~x′, t′
)

= i~δ (t− t′) δ3
(

~x− ~x′
)

G
(

~x, t; ~x′, t′
)(

−i~∂t′ + ~
2

2m∇2
)

= i~δ (t− t′) δ3
(

~x− ~x′
) (7.99)

che è la definizione di funzione di Green9 per l’operatore differenziale di
Schr.

In QFT la medesima funzione di Green è il propagatore implicato nella
risoluzione di equazioni differenziali non omogenee che trattano operatori
di campo.

Possiamo calcolare il propagatore in 2 modi. Nel primo partiamo dalle
definizioni, vi inseriamo l’espansione di Fourier degli operatori e operiamo
un pò di algebra fino ad ottenere che

G(~x, t; ~x′, t′) = Θ(t− t′) < 0|Ψ̂(~x)e−
i
~
Ĥ(t−t′)Ψ̂†(~x′)|0 >

= Θ(t− t′) < ~x|Û(t, t′)|~x′ >= G(~x − ~x′; t− t′)(7.100)

dove si nota chiaramente che il propagatore descrive l’ampiezza di proba-
bilità che una particella libera si propaghi nel senso ~x −→ ~x′ nel tempo
t− t′ > 0; per t− t′ < 0 G si annulla. Notiamo inoltre che G dipende solo
dalle differenze spaziali e temporali.

9La funzione di Green di un’equazione differenziale omogenea è definita a partire
dalla soluzione di un’equazione non omogenea, con una funzione di Dirac per termine di
disomogeneità.
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Tuttavia nel secondo modo, possiamo avere una rappresentazione ope-
rativa del propagatore, in pieno accordo con le equazioni che lo definiscono
e con quanto detto in precedenza, tenendo conto che in analisi

Θ(t− t′) ∝
∫ ∞

−∞
dEe−

i
~
E(t−t′) i~

E + iη
(7.101)

come si può facilmente verificare con il teorema dei residui per il polo E =
−iη per t − t′ > 0 e nel caso t − t′ < 0 dove non ci sono poli. Questa
relazione può essere generalizzata a

Θ(t− t′)e− i
~
E0(t−t′) ∝

∫ ∞

−∞
dEe−

i
~
E(t−t′) i~

E − E0 + iη
(7.102)

Sostituendo in questa E0 = p2

2m e per la (7.100) otteniamo infine

G(~x− ~x′; t− t′) ∝
∫

d3p

∫ ∞

−∞
dEe

i
~ [~p·(~x−~x′)−E(t−t′)] i~

E − p2

2m + iη
(7.103)

Da notare che il propagatore che otteniamo dalla trasformata di Fourier di
questo è

G(~p,E) =

∫

d3x

∫ ∞

−∞
dte−

i
~
(~p·~x−Et)G(~x, t) =

i~

E − p2

2m + iη
(7.104)

la cui notevole proprietà è quella di essere singolare quando la variabile E

è pari all’energia E = p2

2m di una particella fisica, condizione questa, spesso
chiamata di energy-shell10.

7.3.1 Campo scalare reale spin-0

Il propagatore per il campo di bosone neutro a spin nullo è dato da

G(x, x′) =< 0|T [ϕ(x)ϕ(x′)] |0 > (7.105)

Abbiamo che

T [ϕ(x)ϕ(x′)] = Θ(x0 − x′0)ϕ(x)ϕ(x′) + Θ(x′0 − x0)ϕ(x′)ϕ(x) (7.106)

da cui

∂2T [ϕ(x)ϕ(x′)] = T
[
∂2ϕ(x)ϕ(x′)

]
+ 2δ(x0 − x′0) [∂0ϕ(x), ϕ(x′)] +

δ′(x0 − x′0) [ϕ(x), ϕ(x′)]

Dalla teoria delle distribuzioni possiamo dimostrare che

δ′(x0 − x′0) [ϕ(x), ϕ(x′)] = −δ(x0 − x′0) [∂0ϕ(x), ϕ(x′)]

per cui

(−∂2 −m2)G(x, x′) = iδ(x0 − x′0)δ3(~x− ~x′) = iδ4(x − x′) (7.107)

10Questa è una proprietà generale: le singolarità della funzione di Green nelle variabili
d’energia e momento restituiscono lo spettro energetico delle particelle del sistema.
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Per calcolareG(x, x′) esplicitamente, inseriamo l’espansione in modi di Fou-
rier del campo e il valore di T [ϕ(x)ϕ(x′)] nella sua definizione, trovando
dopo un pò di algebra

G(x, x′) = Θ(x0 − x′0)
1

(2π)3

∫
d3k

2wk
e−ik(x−x

′) +

Θ(x′0 − x0)
1

(2π)3

∫
d3k

2wk
eik(x−x

′) (7.108)

Introduciamo le funzioni

G±(x, x′) =

∫
d3k

(2π)32wk
e∓ik(x−x

′) = G(x− x′) (7.109)

che corrispondono ai commutatori al generico istante t delle parti a fre-
quenza positiva e negativa rispettivamente del campo ϕ, che annichilano e
creano stati di una particella libera definiti da

ϕ+(x) =

∫
d3k

√

(2π)32wk
e−ikxâk ϕ−(x) =

∫
d3k

√

(2π)32wk
eikxâ†k (7.110)

da cui

G+(x, x′) =
[
ϕ+(x), ϕ−(x′)

]
G−(x, x′) = −

[
ϕ−(x), ϕ+(x′)

]
= G−(x′, x)

Di conseguenza avremo

[ϕ(x), ϕ(x′)] = G+(x − x′)−G−(x − x′) = ∆(x − x′) (7.111)

ovvero la funzione di correlazione che avevamo introdotto all’inizio del para-
grafo precedente, per cui questa rappresentazione è conveniente per quan-
to già detto su di essa. Detto ciò notiamo che G e G± sono invarian-
ti per traslazioni, dipendendo solo dalla differenza x − x′; ricordando la
rappresentazione integrale della funzione di Heaviside avremo infine

G(x− x′) =

∫
dE

2π

d3k

(2π)3
1

2wk

(
i

E − wk + iη
− i

E + wk − iη

)

·

e−iE(x0−x′
0)+i

~k·(~x−~x′)

che conduce a

G(x − x′) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iη
e−ik(x−x

′) (7.112)

manifestamente Lorentz-invariante e funzione di Green dell’equazione (4.5)
come è facile verificare:

(−∂2 −m2)G(x − x′) =

∫
d4k

(2π)4
(k2 −m2)

i

k2 −m2 + iη
e−ik(x−x

′) =

iδ4(x− x′)

135



7.3. Il propagatore

7.3.2 Campo scalare complesso spin-0

Esattamente seguendo la stessa procedura del caso precedente, a partire
dalla definizione

G(x, x′) =< 0|T
[
ϕ(x)ϕ†(x′)

]
|0 > (7.113)

si giunge a

G(x, x′) = G(x − x′) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iη
e−ik(x−x

′) (7.114)

7.3.3 Campo di Dirac spin-1
2

Per definizione avremo

S(x, x′) =< 0|T
[
ψ(x)ψ̄(x′)

]
|0 > (7.115)

Poichè

T
[
ψ(x)ψ̄(x′)

]
= Θ(x0 − x′0)ψ(x)ψ̄(x′) + Θ(x′0 − x0)ψ̄(x′)ψ(x) (7.116)

applicando ad esso l’operatore di Dirac (la sua equazione) notiamo che
ancora una volta il propagatore coincide con la funzione di Green per tale
operatore. Inserendo l’espansione in modi di Fourier per il campo di Dirac
nel propagatore, dopo un pò di algebra otteniamo

Sαβ(x, x′) = Sαβ(x − x′) =

Θ(x0 − x′0)
1

(2π)3

∫

d3p
∑

±s

m

Ep
e−ip(x−x

′)
∑

±s
uα(p, s)ūβ(p, s)−

Θ(x′0 − x0)
1

(2π)3

∫

d3p
∑

±s

m

Ep
eip(x−x

′)
∑

±s
vα(p, s)v̄β(p, s)

da cui

Sαβ(x− x′) = Θ(x0 − x′0)

∫
d3p

(2π)32Ep
e−ip(x−x

′)(6p+m) +

Θ(x′0 − x0)

∫
d3p

(2π)32Ep
eip(x−x

′)(− 6p+m) (7.117)

che dopo un pò di algebra porta a

Sαβ(x− x′) = (i 6∂ + m)G(x− x′) (7.118)

ovvero

Sαβ(x− x′) =

∫
d4p

(2π)4
i(6p+ m)

p2 −m2 + iη
e−ip(x−x

′) (7.119)

dove, per completezza riportiamo anche

[
ψ(x), ψ̄(x′)

]
= ∆αβ(x− x′) = (i 6∂ +m)∆(x− x′) (7.120)
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7.3.4 Campo di Maxwell

Il propagatore per il campo e.m. è dato da

Gµν(x, x′) =< 0|T [Aµ(x)Aν (x′)] |0 > (7.121)

Procedendo come in precedenza troviamo

Gµν(x, x′) = Θ(x0 − x′0)

∫
d3k

(2π)32wk
e−ik(x−x

′)
∑

λ

ǫµ(~k, λ)ǫν∗(~k, λ)

+Θ(x′0 − x0)

∫
d3k

(2π)32wk
eik(x−x

′)
∑

λ

ǫµ∗(~k, λ)ǫν(~k, λ)

Soffermiamoci un attimo sul vettore di polarizzazione11. Definita

Pµνphys =
∑

λ

ǫµ(~k, λ)ǫν∗(~k, λ) (7.122)

la matrice 4x4 di proiezione su un sottospazio trasverso a ~k spaziale bidi-
mensionale, ci accorgiamo come essa non sia covariante. Infatti siano dati
i 2 4-vettori ortogonali ηµ = (1, 0, 0, 0)t e k̄µ = (0, k̂)t, avremo

k̄µ =
kµ − (kνην)ηµ
√

(kνην)2 − kµkµ
(7.123)

dove la componente temporale di kµ viene eliminata e non assume più alcun
ruolo (ciò mostra la non covarianza), pertanto possiamo riscrivere

Pµνphys(k) = −gµν + ηµην − k̄µk̄ν

= −gµν − kµkν

(kνην)2 − k2
+ kνην

kµην + kνηµ

(kνην)2 − k2
− ηµην

(kνην)2 − k2

(7.124)

Il termine ηµην

(kνην)2−k2 , se inserito nella definizione di propagatore, restituisce

un termine che viene generalmente detto propagatore di Coulomb e nel
nostro caso vale proprio

Gµνcoul(k) =
δµ0δν0

|~k|2
(7.125)

che è la nota trasformata di Fourier del potenziale di Coulomb. In coordi-
nate spaziali esso vale

Gµνcoul(x− x′) = δµ0δν0
δ(x0 − x′0)

4π|~x− ~x′|
(7.126)

e descrive un’interazione coulombiana statica istantanea. Esso è legato
solo alla componente temporale della corrente e.m., cioè solo alla densità
di carica; per questo motivo questa interazione viene fuori soltanto dallo

11Il vettore di polarizzazione ha la proprietà fisica ǫµ(−~k, λ) = ǫµ(~k,−λ) ed è tale che

ǫµ∗(~k, λ)ǫµ(~k, λ′) = −δλλ′ .
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scambio combinato di fotoni scalari e longitudinali. Ma evitando di utiliz-
zare questi come gradi di libertà nella polarizzazione, annulliamo l’effetto
dell’interazione.

Il termine aggiuntivo diverso da quello di Coulomb e da −gµν è propor-
zionale a kµ o a kν . Il campo e.m. è legato alla corrente che si conserva,
tale che ∂µjµ(x) = 0 o kµjµ(k) = 0. Il prodotto di tale termine di propa-
gatore, dunque, per la corrente di Noether si risolve in un termine che si
annulla e poichè si può costruire un tale prodotto possiamo dedurre infine
che Pµνphys(k) = −gµν .

Detto ciò, inserendo l’espansione in modi di Fourier e procedendo come
in precedenza, si giunge a

Gµν(x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−x

′)
iPµνphys(k)

k2 + iη
(7.127)

da cui in definitiva

Gµν(x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
e−ik(x−x

′) i(−gµν)

k2 + iη
(7.128)

7.3.5 Campo di Proca spin-1

A partire dalla definizione, analoga a quella per il campo di Maxwell,
troviamo

Gµν (x, x′) = Θ (x0 − x′0)

∫
d3k

(2π)
3

2wk
e−ik(x−x

′)
∑

λ

ǫµ
(

~k, λ
)

ǫν∗
(

~k, λ
)

+Θ (x′0 − x0)

∫
d3k

(2π)
3

2wk
eik(x−x

′)
∑

λ

ǫν
(

~k, λ
)

ǫµ∗
(

~k, λ
)

da cui, inserendo le relazioni di completezza per il campo di Proca avremo

Gµν (x, x′) = Θ (x0 − x′0)

∫
d3k

(2π)3 2wk
e−ik(x−x

′)
(

−gµν +
kµkν

M2

)

+Θ (x′0 − x0)

∫
d3k

(2π)
3

2wk
eik(x−x

′)
(

−gµν +
kµkν

M2

)

ottenendo

Gµν (x, x′) =

(

−gµν − ∂µ∂ν

M2

)
[
Θ (x0 − x′0)G+ (x− x′)

+Θ (x′0 − x0)G− (x− x′)
]

+
1

M2

{[

∂µ∂ν ,Θ
(

x0 − x0′
)]

·G+ (x− x′) +
[

∂µ∂ν ,Θ
(

x0′ − x0
)]

G− (x− x′)
}

(7.129)

La parentesi nella prima espressione è uguale al propagatore del campo
scalare; il secondo termine contribuisce per µ, ν = 0, 0, per µ = i, ν = j
svanisce. Per µ = 0, ν = i avremo

1

M2

[

∂iδ
(

x0 − x0′
)

G+ (x− x′) ∂iδ
(

x0′ − x0
)

G− (x− x′)
]

(7.130)
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Poichè

δ
(

x0 − x0′
)

G+ (x− x′) = δ
(

x0′ − x0
)

G− (x− x′)

questo scompare. Per µ = ν = 0 avremo
[

∂0∂0,Θ
(

x0 − x0′
)]

= ∂0δ
′
(

x0 − x0′
)

+ 2δ
(

x0 − x0′
)

∂0

[

∂0∂0,Θ
(

x0′ − x0
)]

= −∂0δ
(

x0′ − x0
)

− 2δ
(

x0 − x0′
)

∂0

e

∂0G
± (~x− ~x′) = ∓ i

2
δ3 (~x− ~x′) (7.131)

per ottenere −2iδ4 (x− x′) dagli ultimi termini. Svolgendo un po di calcoli,
come già fatto in precedenza, si trova che il primo termine rimuove da questo
il fattore 2, per cui troviamo infine il propagatore

Gµν (x− x′) = −
∫

d4k

(2π)4
e−ik(x−x

′) i

k2 −M2 + iη

(

−gµν +
kµkν

M2

)

− i

M2
δµ0δν0δ

4 (x− x′) (7.132)

dove il primo termine è un tensore di Lorentz e il secondo distrugge la
covarianza e viene detto termine di Schwinger.

7.3.6 Propagatori di Feynman

Riepiloghiamo quanto trovato finora al fine di avere uno schema visivo
generale più diretto:

• Propagatore bosonico neutro spin-0:

G (x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iη
e−ik(x−x

′) (7.133)

• Propagatore bosonico carico spin-0:

G (x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iη
e−ik(x−x

′) (7.134)

• Propagatore fermionico spin- 1
2 :

Sαβ (x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2 −m2 + iη
e−ik(x−x

′) (6k +m)αβ (7.135)

• Propagatore bosonico spin-1 non carico e non massivo:

Gµν (x− x′) =

∫
d4k

(2π)4
i

k2 + iη
e−ik(x−x

′) (−gµν) (7.136)

• Propagatore bosonico spin-1 carico-non carico e massivo:

Gµν (x− x′) = −
∫

d4k

(2π)4
i

k2 −M2 + iη
e−ik(x−x

′)
(

−gµν +
kµkν

M2

)

− i

M2
δµ0δν0δ

4 (x− x′) (7.137)
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7.4 Contrazioni di campi e teorema di Wick

Abbiamo parlato di prodotto normale, normal ordering e time ordering.
Sulla base di quanto già detto in precedenza vediamo di definire il concetto
di contrazione.

Dato un set di n operatori di campo liberi {φn(xn)}, in cui ogni termi-
ne consiste di una parte di creazione e di una di annichilazione φi(xi) =
φci (xi)+φai (xi) e dove alcuni di questi operatori commutano come campi di
Bose, altri anticommutano come campi di Fermi, indicheremo come prodotto
normale di essi la quantità N [

∏
φi(xi)] che ha le seguenti proprietà:

• Linearità:

N

[

(αφ1 (x1) + βφ′1 (x1))

n∏

i=2

φi (xi)

]

=

αN

[

φ1 (x1)

n∏

i=2

φi (xi)

]

+ βN

[

φ′1 (x1)

n∏

i=2

φi (xi)

]

Sostituendo l’espansione in termini di creazione e annichilazione, pos-
siamo pensare al prodotto normale come alla somma di due prodotti
normali di creazione e annichilazione;

• Normal reordering: esso riordina tutti i prodotti in maniera tale che
che tutti i termini di annichilazione stiano a destra di quelli di crea-
zione. Se gli operatori descrivono fermioni va cambiato il segno per
ogni permutazione dispari.

Per esempio dati 3 operatori scalari, si ha

N(φc1φ
c
2φ
a
3) = φc1φ

c
2φ
a
3 = φc2φ

c
1φ
a
3

N(φc1φ
a
2φ

c
3) = φc1φ

c
3φ
a
2 = φc3φ

c
1φ
a
2

N(φa1φ
c
2φ
c
3) = φc2φ

c
3φ
a
1 = φc3φ

c
2φ
a
1

e se sono fermionici

N(φc1φ
c
2φ
a
3) = φc1φ

c
2φ
a
3 = −φc2φc1φa3

N(φc1φ
a
2φ

c
3) = −φc1φc3φa2 = φc3φ

c
1φ
a
2

N(φa1φ
c
2φ
c
3) = φc2φ

c
3φ
a
1 = −φc3φc2φa1

A titolo di esempio è facile verificare che

T [φ(x1)φ(x2)] = N [φ(x1)φ(x2)] + < 0|T [φ(x1)φ(x2)] |0 > (7.138)

considerando separatamente i termini di creazione e annichilazione e poi
seguendo le definizioni. Abbiamo in precedenza usato la notazione :: per
indicare il normal ordering e abbiamo discusso delle proprietà particolari
legate ad esso. Ricordando la definizione di propagatore, e indicandolo
genericamente con DF (x1 − x2) (ricordiamo che xi sono tutti 4-vettori)
avremo

DF (x1 − x2) = φ̇(x1)φ̇(x2) = T [φ(x1)φ(x2)]− : φ(x1)φ(x2) : (7.139)
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che spesso viene anche indicato con la notazione

φ(x1)φ(x2)
︸ ︷︷ ︸

= T [φ(x1)φ(x2)]− : φ(x1)φ(x2) : (7.140)

per indicarne la contrazione. Generalizziamo adesso questo risultato e
definiamo

N(φ1...φi−1φ̇iφi+1...φj−1φ̇jφj+1...φn) =

ηφ̇iφ̇jN(φ1...φi−1φi+1...φj−1φj+1...φn) (7.141)

essendo η = 1 per bosoni e η = (−1)j−i−1 per fermioni. Detto ciò è banale
mostrare per esempio che N(φ) = φ e N(1) = 1.

Teorema di Wick

Il teorema di Wick afferma essenzialmente che un prodotto time ordered
arbitrario di campi liberi può essere espanso in una somma di prodotti
normali, uno per ogni differente contrazione tra una coppia di operatori.

Detto ciò diventa molto più semplice calcolare il propagatore per n cam-
pi; ricordando che il valore di aspettazione del vuoto del normal reordering
è nullo, eccezione fatta per i prodotti completamente contratti, possiamo
scrivere per un numero pari di campi reali:

G(n)(x1...xn) =< 0|T
[
n∏

i=1

φ(xi)

]

|0 >=
∑

fully contr. pairs

:

n∏

i=1

φ(xi) :(7.142)

la cui somma contiene

n!

(n2 )!
2
n
2 = 1 · 3 · 5 · ... · (n− 1) = (n− 1)!! (7.143)

termini. Nel caso di campi complessi avremo che G(n,m) può essere non nul-
lo solo per n = m, per un totale di n! diverse contrazioni. La dimostrazione
di quanto detto non verrà riportata. Esempi sono

T [φ1φ2φ3] =: φ1φ2φ3 : +φ1φ2
︸ ︷︷ ︸

: φ3 : ±φ1φ3
︸ ︷︷ ︸

: φ2 : +φ2φ3
︸ ︷︷ ︸

: φ1 :

e

T [φ1φ2φ3φ4] =: φ1φ2φ3φ4 : +

φ1φ2
︸ ︷︷ ︸

: φ3φ4 : ±φ1φ3
︸ ︷︷ ︸

: φ2φ4 : +φ1φ4
︸ ︷︷ ︸

: φ2φ3 : +

φ2φ3
︸ ︷︷ ︸

: φ1φ4 : ±φ2φ4
︸ ︷︷ ︸

: φ1φ3 : +φ3φ4
︸ ︷︷ ︸

: φ1φ2 : +

φ1φ2
︸ ︷︷ ︸

φ3φ4
︸ ︷︷ ︸
︸ ︷︷ ︸

±φ1φ3
︸ ︷︷ ︸

φ2φ4
︸ ︷︷ ︸
︸ ︷︷ ︸

+φ1φ4
︸ ︷︷ ︸

φ2φ3
︸ ︷︷ ︸
︸ ︷︷ ︸

Esiste un lemma molto utile al teorema di Wick. Abbiamo visto come un
prodotto ordinario può essere espanso in una somma di prodotti normali
su tutte le possibili coppie di contrazione, eccezione fatta per i commu-
tatori della parti di creazione e di annichilazione dei campi che sono dei
c−numbers :

φ(x1)φ(x2)
︸ ︷︷ ︸

= [φa(x1), φc(x1)] (7.144)
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7.5. Simmetrie discrete

Per il calcolo delle ampiezze di scattering, questo corollario risulta fonda-
mentale.

7.5 Simmetrie discrete

7.5.1 Campo scalare spin-0

Il campo di Klein è generalmente più semplice da trattare quando si parla
delle simmetrie discrete che andremo ad analizzare, al contrario del campo
di Dirac, che richiede un leggero sforzo in più.

Parità P
L’inversione spaziale è realizzata da

x −→ x̃ = (t,−~x) (7.145)

e induce la trasformazione di parità per il campo scalare reale o complesso

ϕ (x) −→ ϕ′
P (x) = ηaϕ (x̃) (7.146)

essendo ηa un fattore di fase. Poichè se applichiamo 2 volte di seguito una
trasformazione di parità, che inverte i momenti delle particelle, dobbiamo
ritrovare il sistema di partenza, avremo |ηa|2 = 1.

Quello che si serve è sapere come si trasformano gli operatori di creazio-
ne e annichilazione, ma questo è abbastanza semplice nel caso del campo
complesso di Klein, dove usiamo ap, bp al posto di ak+, ak−:

PapP−1 = ηaa−p Pap†P−1 = η∗aa
†
−p

PbpP−1 = η∗ab−p Pbp†P−1 = ηab
†
−p

essendo P unitario nello spazio di Hilbert, da cui, inserendo nell’espansione
del campo:

Pϕ (x)P−1 =

∫
d3k

√

(2π)
3

2wk

[

ηaa−pe
−ikx + ηab

†
−pe

ikx
]

(7.147)

dove potevamo anche assumere che il fattore di fase di bp fosse ηb e poi
imporre semplicemente che ηa = η∗b . Cambiamo variabile introducendo

k̃ ≡
(

k0,−~k
)

, in modo che kx = k̃ · (t,−~x), ottenendo

Pϕ (x)P−1 =

∫
d3k̃

√

(2π)
3

2wk̃

ηa

[

ap̃e
−ik̃(t,−~x) + b†p̃e

ik̃(t,−~x)
]

(7.148)

che ha la forma dell’espansione di ϕ (t,−~x), avremo pertanto

Pϕ (t, ~x)P−1 = ηaϕ (t,−~x) (7.149)

Pϕ∗ (t, ~x)P−1 = η∗aϕ
∗ (t,−~x) (7.150)

Notiamo che uno stato legato costituito da 2 bosoni scalari identici ha parità
che va come (−1)

l
, essendo l il numero quantico orbitale, come è facile

mostrare. Per particelle diverse ovviamente la parità totale è il prodotto
delle 2 parità.
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7.5. Simmetrie discrete

Time reversal T
L’operazione di inversione temporale non è cos̀ı intuitiva come quella spa-
ziale.

Infatti vengono invertiti i momenti e anche gli spin delle particelle e gli
stati iniziali e finali. Riconsideriamo la generica trasformazione

ϕ′ (x′) = Λϕ (x)

e una funzione d’onda di Klein-Gordon di energia En:

ϕn (t, ~x) = e−iEntun (x)

La sua inversa temporale può essere ottenuta o per definizione da

ϕ′ (−t, ~x) = Λe−iEntun (~x)

o facendo propagare l’onda nella direzione −t←− 0 al posto di 0 −→ t:

ϕ′ (−t, ~x) = e+iE
′
ntΛun (~x)

da cui

Λe−iEnt = e+iE
′
ntΛ (7.151)

Se Λ = c−number allora E′
n = −En. In alternativa possiamo scegliere

Λ = ηbK, essendo K l’operatore di coniugazione complessa definito da
KzK−1 = z∗ essendo z un numero complesso. In questo modo avremo

ϕ′ (−t, ~x) = ηbKϕ (t, ~x) = ηbϕ
∗ (t, ~x)

dove ancora una volta |ηb|2 = 1 per ragioni fisiche. In termini di elementi di
matrice richiediamo al campo che, definiti |α′ >= T |α > e |β′ >= T |β >,
si abbia

< α′|ϕ (−t, ~x) |β′ >= ηb < β|ϕ∗ (t, ~x) |α > (7.152)

ovvero T deve essere antiunitario12. Detto ciò, seguendo la strada delineata
nel paragrafo precedente possiamo definire

T apT −1 = ηba−p T ap†T −1 = η∗ba
†
−p

T bpT −1 = η∗b b−p T bp†T −1 = ηbb
†
−p

che inserite nell’espansione di campo e svolgendo i calcoli conducono a

T ϕ (t, ~x) T −1 = ηbϕ (−t, ~x) (7.153)

T ϕ (t, ~x)
∗ T −1 = −η∗bϕ (−t, ~x) (7.154)

12Si definisce tale un operatore V tale che V V † = V †V = 1. Si può mostrare che
V = UK, essendo U un operatore unitario.
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Coniugazione di carica C
Questa trasformazione scambia particelle con le relative antiparticelle. In
termini di operatori di creazione e annichilazione questo significa

CapC−1 = ηcbp Cap†C−1 = η∗c b
†
p

CbpC−1 = η∗cap Cbp†C−1 = ηca
†
p

da cui, inserendo nell’espansione di campo e risolvendo otteniamo sempli-
cemente

Cϕ (x) C−1 = ηcϕ
∗ (x) (7.155)

Cϕ (x)
∗ C−1 = η∗cϕ (x) (7.156)

CPT
Possiamo notare che sotto l’azione combinata dei 3 operatori, la densità
lagrangiana del campo scalare è invariante. Infatti abbiamo

Pjµ (t, ~x)P−1 = jµ (t,−~x)

T jµ (t, ~x) T −1 = jµ (−t, ~x)

Cjµ (x) C−1 = −jµ (x)

(7.157)

da cui, ricordando l’espressione di jµ (x) per il campo scalare complesso,
avremo

CPT jµ (x) (CPT )−1 = jµ (x) (7.158)

7.5.2 Campo di Dirac spin-1
2

Se analizziamo il comportamento della teoria di Dirac sottoposta a tra-
sformazioni continue di Lorentz nello spazio di Hilbert, troviamo che per
ogni trasformazione Λ esiste un operatore unitario U (Λ) che conduce alla
corretta trasformazione dei campi:

U (Λ)ψ (x)U−1 (Λ) = Λ−1
1
2

ψ (Λx) (7.159)

Analogamente possiamo studiare gli operatori che comportano trasforma-
zioni discrete del campo.

Queste operatori, che possono comportare delle simmetrie nelle densità
lagrangiane dei campi che studiamo, li abbiamo già incontrati in teoria
quanto-relativistica, dove però non avevamo ancora il concetto di campo.
Le loro operazioni restano identiche al caso studiato, con alcune differenze
per le teorie di campo.

Queste trasformazioni discrete non possono essere ottenute in alcun mo-
do a partire dall’identità e passando per trasformazioni di Lorentz, entram-
be tuttavia mantengono inalterato l’intervallo di Minkowski s2 = t2 − |~x|2.

Generalmente ci riferiamo alle trasformazioni del gruppo di Lorentz L↑
+ pro-

prio e ortocrono; sotto l’azione degli operatori discreti di parità e inversione
temporale avremo
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Ogni teoria di campo relativistica deve essere invariante per trasformazio-
ni di L↑

+, ma non necessariamente per C,P , T . Per esempio l’interazione
debole viola C e P separatamente e in alcuni processi anche la simmetria
combinata CP e T .

Tutte le osservazioni invece non hanno finora mostrato la violazione
della simmetria CPT .

Parità P

L’operatore di parità inverte il momento di una particella lasciando inalte-
rata la sua polarizzazione

Matematicamente questo significa che lo possiamo rappresentare con un
operatore unitario P che esegue le trasformazioni

PaspP−1 = ηaa
s
−p PbspP−1 = ηbb

s
−p (7.160)

sugli operatori di creazione e annichilazione, essendo ηa,b due costanti di
fase. Poichè vogliamo che applicando 2 volte di seguito P riportiamo il
sistema allo stato di partenza, avremo l’ulteriore restrizione che η2

a = η2
b =

±1.

Per analogia con il caso continuo di Lorentz, ci aspettiamo che P sia
una matrice 4x4 costante che dobbiamo determinare:

Pψ (x)P−1 =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2Ep

∑

s

(

ηaa
s
−pu

s (p) e−ipx + η∗b b
s
−p

†vs (p) eipx
)

Cambiamo variabile in p̃ ≡
(
p0,−~p

)
, notando che px = p̃ · (t,−~x) e che

p̃ · σ = p · σ̄ e p̃ · σ̄ = p · σ, che ci permette di scrivere

u (p) =

( √
p · σξ√
p · σ̄ξ

)

=

( √
p̃ · σ̄ξ√
p̃ · σξ

)

= γ0u (p̃)

v (p) =

( √
p · σξ

−√p · σ̄ξ

)

=

( √
p̃ · σ̄ξ

−√p̃ · σξ

)

= −γ0v (p̃)
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e quindi

Pψ (x)P−1 =

∫
d3p̃

(2π)3
1

√
2Ep̃

∑

s

(

ηaa
s
p̃γ

0us (p̃) e−ip̃(t,−~x)

−η∗b bsp̃†γ0vs (p̃) eip̃(t,−~x)
)

(7.161)

che ha la forma dell’espansione di ψ (t,−~x) moltiplicata per una qualche
matrice costante. Perchè tutto funzioni dobbiamo assumere η∗b = −ηa, da
cui

ηaηb = −ηaη∗a = −1

da cui possiamo scrivere infine

Pψ (t, ~x)P−1 = ηaγ
0ψ (t,−~x) (7.162)

Al fine di poter lavorare più velocemente con le densità lagrangiane, cal-
coliamo gli effetti delle trasformazioni di parità per le forme bilineari della
teoria di Dirac. Dapprima calcoliamo

Pψ̄ (t, ~x)P−1 = Pψ† (t, ~x)Pγ0 =
(
Pψ (t, ~x)P−1

)†
γ0 = η∗aψ̄ (t,−~x) γ0

da cui possiamo facilmente calcolare le forme bilineari. Lo scalare bilineare
si trasformerà come

Pψ̄ψP−1 = |ηa|2ψ̄ (t,−~x) γ0γ0ψ (t,−~x) = +ψ̄ψ (t,−~x) (7.163)

mentre il vettore bilineare come

Pψ̄γµψP−1 = ψ̄γ0γµγ0ψ (t,−~x) =

{
+ψ̄γµψ (t,−~x) per µ = 0
−ψ̄γµψ (t,−~x) per µ = 1, 2, 3

(7.164)

In maniera analoga lo pseudo-scalare sarà

Piψ̄γ5ψP−1 = iψ̄γ0γ5γ0ψ (t,−~x) = −iψ̄γ5ψ (t,−~x) (7.165)

mentre lo pseudo-vettore sarà

Pψ̄γµγ5ψP−1 = ψ̄γ0γµγ5γ0ψ (t,−~x) =

{
−ψ̄γµγ5ψ per µ = 0
+ψ̄γµγ5ψ per µ = 1, 2, 3

(7.166)

esattamente come accade per inversione di parità nel caso quantistico-
relativistico. Prima di concludere consideriamo un sistema fermione-antifermione
in stato asp

†bs
′

q

†|0 >. Applicando P troviamo

P
(

asp
†bs

′

q

†|0 >
)

= −
(

as−p
†bs

′

−q
†|0 >

)

(7.167)

ovvero una coppia cos̀ı formata prende un −1 in più sotto P . Questa in-
formazione risulta utile nello studio degli stati legati di particelle identiche
(come il positronio), in cui i momenti di entrambe le particelle sono integra-
ti con la funzione d’onda di Schr. per produrre un sistema localizzato nello
spazio, giungendo alla conclusione che se una funzione d’onda è simmetrica
per ~x −→ −~x allora ha parità dispari, se è antisimmetrica per questa tra-
sformazione, avrà parità pari, cosa questa che fissa delle regole di selezione
per i decadimenti.

La parità di un sistema di questo tipo è (−1)
l+1

; per particelle diverse
ovviamente la parità totale è il prodotto delle 2 parità.
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Time reversal T
Quello che vogliamo è ottenere qualcosa di simile al caso precedente, dove
stavolta al posto di ~x −→ −~x vogliamo che sia t −→ −t. Per imporre che
questa sia una simmetria della teoria di Dirac, dovremo avere [T , H ] = 0,
da cui

ψ (t, ~x) = eiHtψ (~x) e−iHt =⇒ T ψ (t, ~x) T −1 = eiHt
[
T ψ (~x) T −1

]
e−iHt

=⇒ T ψ (t, ~x) T −1|0 >= eiHt
[
T ψ (~x) T −1

]
|0 >

assumendo H |0 >= 0. A secondo membro abbiamo una somma di termini
a frequenza negativa: se il tempo viene invertito per via di T a primo
membro avremo

ψ (−t, ~x) |0 >= e−iHtψ (~x) |0 >

che è una somma di termini a frequenza positiva. In questo modo è provato
che T non può essere un operatore unitario come P .

Abbiamo visto che T e+iHt = e−iHtT ; poichè tutte le evoluzioni tempo-
rali in meccanica quantistica sono costruite con esponenziali di questo tipo,
avremo in effetti un cambiamento di segno in t, secondo la forma

T (c-number) = (c-number)
∗ T

La coniugazione complessa è nonlineare e di fatto T sembra essere proprio
antilineare, o analogamente antiunitario. Questo operatore non solo inverte
i momenti delle particelle, ma ne inverte anche lo spin (spin-flip):

che tradotto in numeri implica che dobbiamo ricercare un’operazione ma-
tematica che inverte lo spinore ξ. Se indichiamo con s la componente fisica
di spin del fermione lungo un asse specifico di coordinate polari θ, φ, allora
avremo che le componenti spinoriali spin-up e spin-down possono essere
scritte come

ξ (↑) =

(
cos θ2

eiφ sin θ
2

)

ξ (↓) =

(
−e−iφ sin θ

2

cos θ2

)

(7.168)

pertanto sia ξs = (ξ (↑) , ξ (↓)) per s = 1, 2 e definiamo

ξ−s = −iσ2 (ξs)∗ (7.169)

che è lo spinore invertito, denotato anche con ξ−s = (ξ (↓) ,−ξ (↑)).
La relazione di spin reversal segue dall’identità ~σσ2 = σ2 (−σ∗), che

implica che se ξ è tale che ~n · ~σξ = +ξ per un qualche asse ~n, allora

(~n · ~σ)
(
−iσ2ξ∗

)
= −iσ2 (−~n · ~σ)

∗
ξ∗ = iσ2 (ξ∗) = −

(
−iσ2ξ∗

)

Da notare che con questa convenzione, due spin-flip consecutivi riportano
allo stato originale per un fattore −1. Dobbiamo adesso associare agli stati
di spin fermionici questi spinori.
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L’operatore di annichilazione asp elettronico, distrugge un e− il cui spi-
nore us (p) contiene ξs. L’operatore di annichilazione positronico bsp invece
distrugge un e+ il cui spinore vs (p) contiene ξ−s:

vs (p) =

( √
p · σξ−s

−√p · σ̄ξ−s
)

per cui definiamo

a−sp =
(
a2
p,−a1

p

)
b−sp =

(
b2p,−b1p

)
(7.170)

Come per la parità, definiamo p̃ ≡
(
p0,−~p

)
, che soddisfa l’identità

√
p̃ · σσ2 =

σ2√p · σ∗. Indichiamo con u−s (p̃) lo spinore con momento e spin invertiti
e avremo

u−s (p̃) =

( √
p̃ · σ

(
−iσ2ξs∗

)

√
p̃ · σ̄

(
−iσ2ξs∗

)

)

=

(
−iσ2√p · σ∗ξs∗

−iσ2√p · σ̄∗ξs∗

)

= −i
(
σ2 0
0 σ2

)

[us (p)]
∗

= −γ1γ3 [us (p)]
∗

(7.171)

e analogamente per vs (p):

v−s (p̃) = −γ1γ3 [vs (p)]
∗

(7.172)

dove v−s contiene ξ−(−s) = −ξs. Detto ciò possiamo definire l’azione del
time reversal sugli operatori di seconda quantizzazione:

T aspT −1 = a−s−p T bspT −1 = b−s−p (7.173)

dove abbiamo volutamente omesso il fattore di fase, che non ha alcun pe-
so. A questo punto siamo in grado di calcolare l’azione di T sul campo
fermionico ψ:

T ψ (t, ~x) T −1 =

∫
d3p

(2π)3
1

√
2Ep

∑

s

T
(

aspu
s (p) e−ipx + bsp

†vs (p) eipx
)

T −1

=

∫
d3p

(2π)
3

1
√

2Ep

∑

s

(

a−s−p [us (p)]
∗
eipx + b−s−p

†
[vs (p)]

∗
e−ipx

)

= −γ1γ3

∫
d3p̃

(2π)
3

1
√

2Ep̃

∑

s

(

a−sp̃ u−s (p̃) eip̃(t,−~x)

+b−sp̃
†
v−s (p̃) e−ip̃(t,−~x)

)

= −γ1γ3ψ (−t, ~x) (7.174)

dove abbiamo usato la relazione p̃ · (t,−~x) = −p̃ · (−t, ~x). Anche in questo
caso c’è un segno meno in più, implicito nello spinore v−s due volte invertito.
Nuovamente possiamo calcolare l’azione di T sulle forme bilineari. Poichè

T ψ̄T −1 =
(
T ψT −1

)† (
γ0
)∗

= ψ† (−t, ~x)
[
−γ1γ3

]†
γ0 = ψ̄ (−t, ~x)

[
γ1γ3

]

(7.175)
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avremo

T ψ̄ψ (t, ~x) T −1 = ψ̄
(
γ1γ3

) (
−γ1γ3

)
ψ (−t, ~x) = +ψ̄ψ (−t, ~x) (7.176)

T iψ̄γ5ψT −1 = −iψ̄
(
γ1γ3

)
γ5
(
−γ1γ3

)
ψ = −iψ̄γ5ψ (−t, ~x) (7.177)

T ψ̄γµψT −1 = ψ̄
(
γ1γ3

)
(γµ)

∗ (−γ1γ3
)
ψ =

{
+ψ̄γµψ (−t, ~x) per µ = 0
−ψ̄γµψ (−t, ~x) per µ = 1, 2, 3

e analogamente per la trasformazione dello pseudo-vettore.

Coniugazione di carica C
La coniugazione di carica scambia le particelle con le rispettive antiparticel-
le, mantenendo inalterato lo spin, e di fatto non ci sono particolari problemi
nell’implementarla come un operatore unitario. Una buona definizione è

CaspC−1 = bsp CbspC−1 = asp (7.178)

Ricordando le osservazioni del paragrafo precedente sugli spinori, calcolia-
mo

[vs (p)]
∗

=

( √
p · σ

(
−iσ2ξs∗

)

√−p · σ̄
(
−iσ2ξs∗

)

)∗
=

(
−iσ2√p · σ̄∗ξs∗

iσ2√p · σ∗ξs∗

)∗

=

(
0 −iσ2

iσ2 0

)( √
p · σξs√
p · σ̄ξs

)

(7.179)

per cui

us (p) = −iγ2 [vs (p)]
∗

vs (p) = −iγ2 [us (p)]
∗

(7.180)

che sostituite nell’espansione del campo fermionico portano a

Cψ (x) C−1 =

∫
d3p

(2π)
3

1
√

2Ep

∑

s

(
−iγ2bsp [vs (p)]

∗
e−ipx

−iγ2asp
† [us (p)]

∗
eipx

)

= −iγ2ψ∗ (x) = −iγ2
(
ψ†)T = −i

(
ψ̄γ0γ2

)T
(7.181)

Poichè

Cψ̄C−1 = Cψ†C−1γ0 =
(
−iγ2ψ

)T
γ0 =

(
−iγ0γ2ψ

)T
(7.182)

avremo le forme bilineari:

Cψ̄ψC−1 =
(
−iγ0γ2ψ

)T (−iψ̄γ0γ2
)T

= −γ0
abγ

2
bcψcψ̄dγ

0
deγ

2
ea

= +ψ̄dγ
0
deγ

2
eaγ

0
abγ

2
bcψc = −ψ̄γ2γ0γ0γ2ψ

= +ψ̄ψ (7.183)

Ciψ̄γ5ψC−1 = i
(
−iγ0γ2ψ

)T
γ5
(
−iψ̄γ0γ2

)T
= iψ̄γ5ψ (7.184)
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Ricordand che γ0, γ2 sono simmetriche e γ1, γ3 antisimmetriche, avremo
infine

Cψ̄γµψC−1 = −ψ̄γµψ (7.185)

Cψ̄γµγ5ψC−1 = +ψ̄γµγ5ψ (7.186)

Nonostante C scambi ψ e ψ̄, non cambia l’ordine degli operatori di creazione
e annichilazione.

CPT

Riportiamo adesso l’andamento delle forme bilineari sotto l’azione degli
operatori di simmetria discreti, con la convenzione che (−1)

µ
= 0 se µ = 0

e (−1)µ = 1 se µ = 1, 2, 3:

La densità lagrangiana libera di Dirac è invariante sotto C,P , T : è possibile
creare sistemi che le violino semplicemente aggiungendo delle piccole pertur-
bazioni δL, che devono essere uno scalare di Lorentz. L’ultima riga della
tabella mostra che tutte le combinazioni scalari bilineari sono invarianti
sotto la simmetria CPT .

7.5.3 Campo di Maxwell

Il comportamento del potenziale vettore ha semplicemente l’andamento

PAµP−1 = Ãµ (x̃) (7.187)

T AµT −1 = Ãµ
(
xT
)

(7.188)

CAµC−1 = −Aµ (x) (7.189)

che in termini di seconda quantizzazione si traducono nelle trasformazioni

Pa†k,λP−1 = a†−k,−λ (7.190)

T a†k,λT −1 = a†−k,λ (7.191)

Ca†k,λC−1 = −a†k,λ (7.192)

e nei rispettivi hermitiani coniugati per quanto riguarda gli operatori di
annichilazione.
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7.5.4 Campo di Proca spin-1

Sotto le 3 trasformazioni discrete trattate, il campo di bosone vettore massi-
vo ha lo stesso andamento del potenziale vettore, ossia del campo di bosone
vettore non massivo e non carico (campo di Maxwell), a meno dei fattori
di fase, che si traduce nelle relazioni

Pa†k,λP−1 = ηaa
†
−k,−λ (7.193)

T a†k,λT −1 = ηba
†
−k,λ (7.194)

Ca†k,λC−1 = −ηca†k,λ (7.195)

con ηa = ηc = ±1 e ηb arbitrario.
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CAPITOLO 8

QED e teoria elettrodebole

8.1 Teoria perturbativa

Abbiamo definito il propagatore di Feynman, dobbiamo ora tenere conto
delle interazioni tra i campi: pertanto inseriamo termini che legano un
potenziale all’altro.

Possiamo usare la rappresentazione mista di Schroedinger-Heisenberg
in cui si separa H0 da V e gli operatori si evolvono con H0, gli stati con V .
L’evoluzione temporale secondo Schr. è legata a quella di Heisenberg dalla
relazione

|ψS >= U(t, 0)|ψH >

Se H è indipendente dal tempo, definiamo come stato in rappresentazione
di prima interazione il ket

|ψI >= eiH0t|ψS >

in cui abbiamo materialmente tolto dal |ψS > il termine di evoluzione
temporale rispetto a H0. Derivando rispetto al tempo otteniamo una sorta
di equazione di Schr. in cui l’evoluzione temporale dipende da Hint se
H = H0 +Hint:

i∂t|ψI >= Hint|ψI > (8.1)

Per quanto riguarda gli operatori, poichè OS = U †OIU , si ricava

iȮI = [H0, OI ] (8.2)

dunque gli operatori si evolvono come nel caso libero. Definendo U(t, 0)
tale che

|ψI >= U(t, 0)|ψH >

e sostituendo nell’equazione precedente, abbiamo

i∂tU(t, 0)|ψH >= HintU(t, 0)|ψH > (8.3)

153



8.1. Teoria perturbativa

che deve valere per ogni autostato di H , di fatto

{
i∂tU(t, 0) = HintU(t, 0)

−i∂tU†(t, 0) = U†(t, 0)Hint
=⇒ i∂tU

†U = 0 =⇒ U †U = cost (8.4)

Poichè U(0, 0) = I, si ha immediatamente U †U |t=0 = I. Definiamo

S = lim
t−→∞

U(t,−t) (8.5)

che non è detto a priori che esista perchè U dipende da Hint e può o meno
soddisfare le condizioni di esistenza.

Un tipico problema fisico è quello dello scattering: prendiamo uno stato
|A, t = −∞ > e lo lasciamo evolvere mediante l’interazione, confrontandolo
infine con uno stato |B, t =∞ >. Se partiamo da uno stato |̺,N > libero
ci aspettiamo di rivelare il medesimo stato e stimiamo la probabilità che il
processo avvenga.

Applicando S allo stato di partenza si ottiene lo stato evoluto e possiamo
calcolare la probabilità sullo stato finale da rivelare mediante l’ampiezza
< B, t =∞|S|A, t = −∞ >.

Per trovare S si procede perturbativamente. Ciò è possibile se Hint è

molto piccolo,
H2
int

H0
<< Hint

H0
o se la costante che troviamo interna a Hint è

molto minore di 1, come nel caso e.m. dove è infatti αem = 1
137 .

Da notare che la serie che si ottiene con lo sviluppo perturbativo è
asintotica, ovvero i primi termini vanno diminuendo fino ad un certo ordine,
oltre il quale si ottiene una divergenza.

Il modo più semplice di ottenere uno sviluppo perturbativo è scrivere

U =

∞∑

n=0

λnUn

imponendo λ << 1. Poichè i∂tU0 = 0 e inoltre U = I per λ = 0, segue
U0 = I, da cui Hint = 0 e dunque lo stato è libero: non evolve. Passando
all’equazione per la dinamica, otteniamo:

i∂t(I + λU1 + λ2U2 + ...) = Hint(I + λU1 + λ2U2 + ...)

per il principio di identità dei polinomi (in λ) otteniamo un sistema di
equazioni della forma

i∂tUi = HintUi

Per i = 1 si ha la soluzione

U1(t2, t1) = −i
∫ t2

t1

Hintdt

Per i = 2 (iterando l’equazione degli stati, in maniera analoga all’approccio
perturbativo quantistico classico) si ha Hint(ta)Hint(tb) come integrando:

U2(t2, t1) =
(−i)2

2

∫ t2

t1

dt

∫ t2

t1

T [Hint(t)Hint(t
′)] dt′
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dove l’ordine è dato dal time ordering. Generalizzando:

Un(t2, t1) =
(−i)n
n!

∫ t2

t1

dta

∫ t2

t1

T [Hint(ta)...Hint(tb)] dtb (8.6)

Passando al limite per t1, t2 −→∞, otteniamo

S = I + λS1 + λ2S2 + ... = I + T

essendo T la matrice di scattering. Si sceglie l’ordine dello sviluppo pertur-
bativo e si sostituisce questa espressione nell’ampiezza di probabilità che
coinvolge gli stati iniziali, finali e la matrice S.

8.2 Teorie Φ3 e Φ4

Consideriamo l’hamiltoniano scalare

H0 =

∫

d3~r

[
1

2
: (Π2 + ~∇Φ2 +m2Φ2) :

]

(8.7)

Esso non tiene conto di possibili interazioni, della quale invece va presa
considerazione se si vuole costruire una teoria dei campi interagenti più
realistica. Pertanto aggiungiamo a questo hamiltoniano, un termine di
interazione pari a

Hint =

∫

d3~r(
g

3!
: Φ3 : +

λ

4!
: Φ4 :) (8.8)

Generalmente λ è adimensionato e si assume λ << 1, mentre g ha le dimen-
sioni di una massa e se g = g′m, allora g′ << 1. Questo modo di procedere
prende il nome di Φ3−theory se aggiungiamo solo il termine cubico, di
Φ4−theory se aggiungiamo solo il termine quartico.

Nel vuoto < 0| : Ĥ : |0 > è finito, mentre se H non è normal ordered si
avrebbe ∞. Dunque invece di scrivere il normal ordering si può semplice-
mente sottrarre < 0|H |0 > in modo che questa quantità non entri mai nei
calcoli: i due procedimenti sono equivalenti.

Consideriamo 2 particelle di impulso p1 e p2. La probabilità di trovarle
nello stato finale con impulso p3 e p4 è < p3p4|S|p1p2 >.

A meno che p1 = p3 e p2 = p4 o p1 = p4 e p2 = p3, non possiamo
limitarci a scrivere S al primo termine. In generale non ci troviamo in una
di queste due situazioni, pertanto dobbiamo considerare almeno il secondo
ordine, cioè

< p3p4|S|p1p2 > = < 0|ap3ap4Sa†p1a†p2 |0 >

= < 0|ap3ap4
∫

d4x

(
g

3!
Φ3 +

λ4

4!
Φ4

)

a†p1a
†
p2 |0 >

= < 0|ap3ap4

[
∑

p

(ap + a†p)
3 +

∑

p

(ap + a†p)
4

]

a†p1a
†
p2 |0 >
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8.2. Teorie Φ3 e Φ4

Nel termine cubico non potremo mai incontrare la quaterna1 ap1ap2a
†
p3a

†
p4 ,

dunque dà un contributo nullo. Al contrario, il termine quartico permette
di avere prodotti di 4 operatori in modo da incontrare questa quaterna;
tutti le altre combinazioni danno contributo nullo ancora una volta.

Questo equivale al diagramma di Feynman: si indicano con 2 punti a
sinistra gli stati iniziali, con 2 punti a destra gli stati finali e poi si collegano
secondo delle regole precise. Il termine cubico si disegna come un vertice a
3 diramazioni, il termine quartico è a 4 diramazioni. Poichè il vertice a 3
non ha sufficienti diramazioni per saturare i 4 punti del nostro processo, si
annulla e di fatto rimane quello quartico.

Questa integrazione sullo spazio-tempo 4-dimensionale fa si che alla fi-
ne vi sia una conservazione dell’impulso; a partire dall’espansione di Φ in
termini di operatori di costruzione e distruzione, nello sviluppo quartico,
selezionando il termine della quaterna che ci interessa, troveremo

eip1/2x−w1/2te−ip3/4x+iw3/4t

e poichè non c’è altro che dipenda da x e da t e l’integrale può essere svolto
immediatamente:

∫

d4xe−i[(p1+p2)−(p3+p4)]µxµ = cδ4 [(p1 + p2)− (p3 + p4)]

Ogni vertice del diagramma contiene termini in
∫
d4x

∫
d4x′, implicando la

conservazione di energia e impulso.
Al secondo ordine di S si ha un vertice a 3 (Y) e uno a 4 (X), con

HintHint, dunque (Y+X)(Y+X), dove questi sono da identificare come
simboli e non come incognite o grandezze fisiche.

Sviluppando il prodotto e unendo un Y con un X rimangono 5 dirama-
zioni oppure 3, dunque non saturiamo i 4 punti. Invece usando Y con Y o
X con X otteniamo 4 diramazioni come richiesto. Nel caso YY abbiamo 3
configurazioni topologicamente differenti:

invece nel caso XX:

1Intuitivamente possiamo immaginare di volere che contemporaneamente scompaia-
no gli stati iniziali (applicando gli operatori di distruzione ap1ap2 ) e compaiano quelli

finali (applicando gli operatori di costruzione a†p3
a
†
p4

).
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8.2. Teorie Φ3 e Φ4

Non esistono altri modi per connettere due vertici. La congiunzione fra
essi è data da un propagatore di Feynman. Un vertice esterno chiuso su
sè stesso dà contributo nullo. Calcoliamo l’elemento del secondo ordine,
usando la scrittura normal ordering : g

3!Φ
3 : + : λ

4!Φ
4 : e consideriamo il

prodotto Φ3(x1)Φ3(x2):

(−i)2
2!

g2

3!3!
< 0|a3a4

∫

dt1

∫

dt2

∫

d3x1

∫

d3x2T
[
: Φ3(x1) :: Φ3(x2) :

]
a†1a

†
2|0 >

Usando il teorema di Wick possiamo svolgere i prodotti n.o. In realtà in
questo caso specifico non è necessario considerare tutte le possibili contra-
zioni, poichè dobbiamo lasciare 4 campi per compensare ap1ap2a

†
p3a

†
p4 . In

tutto ci sono 9 possibili coppie di contrazione di questo genere, consideriamo

: Φ(x1)Φ(x1)Φ(x1) :: Φ(x2)Φ(x2)Φ(x2) :

e possiamo contrarre il primo Φ con il quarto, il quinto, il sesto, etc. etc.
Con questo procedimento possiamo ottenere i diagrammi

etc. etc. Non va dimenticato che esiste un certo fattore combinatorio, per
cui per esempio la contrazione in esame tra le varie combinazioni è quella
che associa il secondo Φ(x1) al primo Φ(x2), il diagramma ottenuto sarà lo
stesso del primo in figura.

Per esempio osserviamo la possibile contrazione : Φ(x1)Φ(x1)
︸ ︷︷ ︸

: che è

pari, per definizione a : Φ(x1)Φ(x1) : − : Φ(x1)Φ(x1) := 0, che dal punto
di vista dei diagrammi si esprime con un cerchio che parte da un vertice
esterno e si richiude su quello stesso. L’assenza di cambiamenti è dettata
dal fatto che i campi sono calcolati nel medesimo punto spazio-temporale.
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8.3. Diagrammi di Feynman

Al contrario, per i termini non nulli, sviluppando i calcoli, si ottiene il
propagatore di Feynman

∫

d4q
e−iq(x1−x2)

q2 −m2 + iε
(8.9)

e dall’espansione dei campi, risolvendo, si ottengono i termini

a†p4e
−ip4x1 a†p3e

−ip3x1 ap1e
+ip1x2 ap2e

+ip2x2 (8.10)

Restano da calcolare gli integrali in dt1, dt2, d
3x1, d

3x2, che possiamo con-
siderare in d4x1, d

4x2, ottenendo
∫

d4x1e
−iq(x2−x1)e−ip4x1e−ip3x1 = δ [q − (p3 + p4)] (8.11)

∫

d4x2e
−iq(x2−x1)eip1x2eip2x2 = δ [q + (p1 + p2)] (8.12)

In definitiva, considerando che gli integrali su p scompaiono poichè selezio-
niamo un p quando estraiamo, otteniamo

HintHint =

∫

d4qδ4 [q − (p3 + p4)] δ4 [(q + (p1 + p2)] = δ4 [(p1 + p2)− (p3 + p4)]

ovvero la conservazione del quadrimpulso associata al primo vertice. In un
sistema multivertice dunque si ha conservazione di quadrimpulso per ogni
vertice, secondo una struttura analoga a quella di una rete elettrica.

8.3 Diagrammi di Feynman

Consideriamo il primo diagramma YY e quello in cui i suoi 2 vertici interni
sono scambiati (rispettivamente i vertici x1 − x2 e x2 − x1). Integrando
su x1 e x2 come nel paragrafo precedente, otteniamo lo stesso risultato per
entrambi. Dunque non abbiamo più informazioni sull’identità del vertice,
cioè sulle coordinate, ma otteniamo la conservazione degli impulsi p1 +p2 =
p3 + p4.

Esistono situazioni più complesse in cui rimangono integrazioni sull’im-
pulso, come per esempio nel caso del primo diagramma XX.

Integrando su x avremo ancora 2 delta, ma restano le integrazioni in q
∫

d4(q1 + q2)δ4 [(p1 + p2) + (q1 + q2)] δ4 [(p3 + p4) + (q1 + q2)] =

=

∫

d4q1δ
4 [(p1 + p2)− (p3 + p4)] = δ4 [(p1 + p2)− (p3 + p4)]

∫

d4dq1

che dal punto di vista dei diagrammi significa che gli integrali di impulso
sopravvivono quando vi sono dei loop. Al primo ordine perturbativo non
si possono avere loop: per incontrarli bisogna passare ad una struttura
quadratica in Hint, ed anche in questo caso non è detto che si presentino.
Sempre per il loop del primo diagramma XX avremo nel braccio superiore
un impulso p1 + p2 + q in senso orario e in quello inferiore un q nel sen-
so medesimo, di modo che dentro il loop circoli una corrente che deriva
dall’integrale precedente.
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Distingueremo i diagrammi che non contengono loop da quelli che li
contengono, chiamando i primi diagrammi tree, e quelli che contengono
1, 2, ..., n loop li chiameremo diagrammi 1, 2, ..., n loop, dove il numero dei
loop corrisponde matematicamente alle integrazioni che rimangono, mentre
al numero dei vertici corrisponde l’ordine dello sviluppo perturbativo.

Feynman stabil̀ı delle semplici regole per costruire i diagrammi senza
svolgere ogni volta tutti questi calcoli.

Dato un processo < 3, 4|S|1, 2 >, si sceglie prima di tutto l’ordine

che corrisponde ad una certa Hn
int, che ha una struttura g

3!Φ
3 o λ4

4 Φ4 e
guardiamo questi termini come vertici.

Poi fissiamo le diramazioni esterne

e scegliamo l’ordine n − esimo di Hint, per esempio 2 e dobbiamo fare
tutte le possibili combinazioni di vertici, prendendo quelli che saturano le
diramazioni esterne e quelle dei vertici e le loro varianti topologiche, come
abbiamo già visto in precedenza, e scartando gli altri. Diamo un nome più
tecnico ai diagrammi descritti: rispettivamente, per i diagrammi YY e XX
li definiamo in ordine canali s, t, u tree e 1-loop.

Dunque per esempio il 2 diagramma XX è un canale t 1-loop, il 3 YY
sarà un canale u tree.

A questo punto si scrive l’espressione analitica per ogni diagramma che
supera i criteri menzionati e che ci dà l’ampiezza parziale per ogni canale;
infine si sommano tutte le ampiezze parziali per ottenere quella totale. Le
regole sono:

• Linea esterna: si associa un fattore di normalizzazione 1√
2wkΩ

con

wk =
√
k2 +m2, cioè l’energia della k−esima particella;

• Linea interna: si associa un propagatore di Feynman nello spazio
degli impulsi

− i

(2π)4

∫

d4q
1

q2 −m2 + iε
(8.13)

• Vertice: si associa la costante di accoppiamento che compare in
Hint preceduta dal fattore −i, per esempio −i g3!(2π)4δ4 (

∑

i pi) per
interazione Y.

Volendo applicare per esercizio queste regole ai canali s, t, u tree avremo le
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ampiezze, rispettivamente:

< 3, 4|schan|1, 2 >=

[

(
1√
2Ω

)4
1

√
wp1wp2wp3wp4

]

·

·
[

− i

(2π)4

∫

d4q
1

(p1 + p2)2 −m2 + iε

]

·

·
[

(−i)2(
g

3!
)2(2π)8δ4

(
∑

i

pi

)

δ4

(
∑

i

pi

)]

< 3, 4|tchan|1, 2 >=

[

(
1√
2Ω

)4
1

√
wp1wp2wp3wp4

]

·

·
[

− i

(2π)4

∫

d4q
1

(p1 − p3)2 −m2 + iε

]

·

·
[

(−i)2(
g

3!
)2(2π)8δ4

(
∑

i

pi

)

δ4

(
∑

i

pi

)]

< 3, 4|uchan|1, 2 >=

[

(
1√
2Ω

)4
1

√
wp1wp2wp3wp4

]

·

·
[

− i

(2π)4

∫

d4q
1

(p1 − p4)2 −m2 + iε

]

·

·
[

(−i)2(
g

3!
)2(2π)8δ4

(
∑

i

pi

)

δ4

(
∑

i

pi

)]

Queste relazioni sono state scritte in questa forma per mettere in risalto i
termini di linea esterna, interna e vertice rispettivamente per ogni ampiezza.
Queste espressioni vanno semplificate e va tenuto conto del prodotto di δ di
Dirac che vanno a finire dentro l’integrale, restituendo come risultato una
δ di Dirac sulla somma totale degli impulsi per il fattore a denominatore,

come per esempio δ[(p1+p2)−(p3+p4)]
(p1+p2)2−m2+iε nel caso del canale s tree.

Non dobbiamo dimenticare di calcolare il fattore combinatorio. Per
farlo fissiamo un vertice e vediamo quante possibili diramazioni possiamo
attaccargli. Nel canale s tree, che è un YY, fissato il vertice 1 per esempio,
abbiamo 6 possibili diramazioni: il primo numero del fattore combinatorio
è 6. Il vertice 2 ovviamente non potrà essere collegato che alle sole due di-
ramazioni esistenti della Y attaccata al vertice 1, per cui il secondo numero
del fattore sara 2.

Procedendo e fissando via via un vertice in più, il numero di diramazioni
disponibili diminuisce, fino a quando non saturiamo tutti i vertici. Il fattore
che viene da questo procedimento, nel caso in esempio, sarà 6 · 2 · 3 · 2.

Esiste nel caso YY una sola connessione interna, quindi il fattore interno
è 1, da cui (6 · 2 · 3 · 2) · (1).

Dobbiamo ancora moltiplicare per il denominatore della costante di ac-
coppiamento, che sia quello di g o di λ dipende dai casi; per quello in analisi,
abbiamo 2 vertici interni, quindi avremo un fattore 1

3!
1
3! a moltiplicare. In-

fine dividiamo tutto per 2!, ovvero il numero di modi possibili di disporre

160



8.4. QED

il canale s per inversione di vertici interni, ottenendo infine il fattore

ζ =
1

2!
(

1

3!

1

3!
) · (6 · 2 · 3 · 2) · (1)

Sempre a titolo di esempio, nel caso di canale s 1-loop avremo

ζ =
1

2!
(

1

4!

1

4!
) · (8 · 3 · 4 · 3) · (2)

8.4 QED

Utilizziamo il formalismo lagrangiano dell’elettrodinamica

Lqed = −1

4
FµνF

µν + Ψ̄(i 6∂ −m)Ψ + Lint (8.14)

essendo il primo termine a secondo membro quello di propagazione libera
del fotone (propagatore fotonico), il secondo di propagazione libera dell’e-
lettrone (termine fermionico) e Lint = −eΨ̄γµAµΨ il termine di interazione
in QED che classicamente è JµA

µ da cui si ottengono le equazioni di Lo-
rentz2. Lint contiene un campo fotonico (Aµ) e due fermionici (Ψ̄,Ψ), da
cui ci aspettiamo un diagramma con un vertice e 3 diramazioni.

Definiamo l’operatore derivata covariante Dµ come la somma del tradi-
zionale ∂µ e di un termine fotonico ieAµ:

Dµ = ∂µ + ieAµ (8.15)

Il termine di interazione ha come costante di accoppiamento g il valore

g = αem =
e2

4π
=

1

137
<< 1 (8.16)

e riassumiamo quanto detto in figura, indicando con le freccie il flusso del
numero fermionico nf :

Per le linee esterne fotoniche avremo un fattore 1√
2wkΩ

ελµ, con λ = 1, 2

stato di polarizzazione.
Per le linee esterne fermioniche dobbiamo tenere conto che si tratti

di particelle o antiparticelle. Se lo stato iniziale è di particella dobbia-
mo considerare a†pe |0 >, altrimenti consideriamo b†pē |0 > e selezioniamo

rispettivamente Ψ o Ψ̄.

2Basta osservare che poichè Ψ e Aµ commutano, si ha JµAµ = Ψ̄γµΨAµ = Ψ̄γµAµΨ.
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Per le linee interne fotoniche3 avremo il propagatore fotonico

− i

(2π)4

∫

d4q
gµν

q2 + iε
(8.17)

Un esempio dal punto di vista diagrammatico:

dove nf = 1, nf̄ = −1 e nftot = 0. Può anche presentarsi il caso

dove il loop non dà contributo nullo. O ancora

Per le linee interne fermioniche il propagatore ha la forma

i

(2π)4

∫

d4q
qµγ

µ +m

q2 −m2 + iε
(8.18)

3Per una gauge generale Υ si associa i
q2 (−gµν +(1−Υ) qµqν

q2 ), che nel caso di gauge

di Lorentz (Υ = 1) si riduce a quella data.
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dove è comparso un termine in più ed è scomparso il segno -, poichè la
presenza di una parte lineare in q fa si che scambiando la direzione del-
l’impulso il segno cambi. Si sceglie q che fluisce nella stessa direzione del
numero fermionico, cosa non necessaria nel caso fotonico per via dell’assenza
del termine lineare.

I fattori da associare sono:

• e− iniziale: 1√
Ω
u

(s)
p ;

• e− finale: 1√
Ω
ū

(s)
p ;

• ē− = e+ iniziale: 1√
Ω
v̄
(s)
p ;

• ē− = e+ finale: 1√
Ω
v
(s)
p ;

Per il vertice abbiamo abbiamo un contributo di −iQγµ(2π)4δ4 (
∑

i pi),
essendo Q la carica del fermione.

Per esempio, considerando lo scattering e− e, vogliamo calcolare l’am-
piezza all’ordine più basso. Le ampiezze possibili sono

Il fatto che nel secondo diagramma le linee sono incrociate, in termini
di campi si interpreta come un accoppiamento incrociato tra i campi in
< 0|aaΨ̄AΨΨ̄AΨa†a†|0 >, in forma diversa dal primo diagramma. Ciò
significa che per il secondo diagramma c’è un numero dispari di scambi
fermionici in più, di conseguenza deve esserci un segno - aggiuntivo nella
ampiezza.

Avviene la stessa cosa nel caso in cui si ha a che fare con un diagramma
ad un loop. Poichè siamo interessati ai moduli quadri, nei processi di
scattering il segno dell’ampiezza risulta comunque irrilevante.

Attenzione va data a quei processi che sembrano risolvibili solo con un
vertice, ma che in realtà non conservano il quadrimpulso, come per esempio
casi in cui p2

γ = 0 e p2
eē = m2, che non è compatibile con pµγ + pµe + pµē = 0.

Alcuni esempi di possibili diagrammi di Feynman in QED sono:
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8.4.1 Invarianti cinematici

Gli invarianti di Mandelstam sono utili invarianti poichè ci permettono di
parametrizzare opportunamente quando abbiamo a che fare con processi
che coinvolgono 4 particelle.

Tali invarianti sono 4-vettori in modulo quadro più tutti i termini misti

per un totale di N − 1 + (N−1)(N−2)
2 = N(N−1)

2 .
Per N > 4 si possono costruire strutture r.i. che non sono 4-vettori, del

tipo εµν̺σp
µ
1p
ν
2p
̺
3p
σ
4 . Per N = 4 gli invarianti sono 6, di cui 4 relativi alle

masse delle particelle. Per N = 3, avremo 3 invarianti, ovvero le masse.
Nel caso in analisi avremo dunque 2 invarianti cinematici, ovvero 2 gradi

di libertà nell’ampiezza. Tipicamente si usano gli invarianti di Mandelstam:

• Processi 2 −→ 2:

s = (p1 + p2)2 = (p3 + p4)2

t = (p1 − p3)2 = (−p2 + p4)2

u = (p1 − p4)2 = (−p2 + p3)2

164



8.4. QED

• Processi 1 −→ 3:

s = (p1 − p2)2 = (p3 + p4)2

t = (p1 − p3)2 = (p2 + p4)2

u = (p1 − p4)2 = (p2 + p3)2

Si ricava facilmente che s + t + u =
∑

im
2
i , quindi abbiamo solo 2

parametri indipendenti. Nel riferimento del centro di massa abbiamo
√
s =

Ec.m. per cui s = E2 − p2 = (E1 + E2)2, poichè p = p1 + p2 = 0 e
E = E1 + E2. Nel riferimento del laboratorio conviene calcolarlo come
s = m2

1 +m2
2 + 2p1p2 ovvero s = m2

1 +m2
2 + 2E1E2.

Per la conservazione dell’impulso, in un processo dove due particelle
collidono, lo scattering avviene su un piano. Calcoliamo s nel riferimento
del centro di massa:

s = m2
1 +m2

2 + 2E1E2 − 2 ~p1 · ~p2 = m2
1 +m2

2 + 2E1E2 −

2
√

E2
1 −m2

1

√

E2
2 −m2

2

dove se E >> m si ha

s = 4E1E2 (8.19)

Analogamente, il calcolo di t porta a

t = 2E1E3(cos θ − 1) < 0 (8.20)

e per u

u = −2E1E4(1 + cos θ) (8.21)

dove si ha che t è minimo per θ = π e u è minimo per θ = 0 .

8.4.2 Scattering e+e− −→ µ+µ−

La lagrangiana di questo processo conterrà un termine fotonico libero, uno
elettronico libero, uno muonico libero e infine il termine di interazione.

I vertici elettronici e muonici sono uguali, e non possiamo collegare
linee muoniche con linee elettroniche, per cui il diagramma è un canale
s tree. Non possono esserci altri diagrammi, come nel caso di scattering
e+e− −→ e+e− dove avevamo anche il canale u, perch è gli stati iniziali e
finali di particella-antiparticella sono di tipi differenti.

Nella costruzione dell’ampiezza le linee vanno scritte in verso contrario
a come sono: nella linea elettronica la freccia va da e− a e+. Consideriamo
dunque l’antiparticella nello stato iniziale e avremo:

• Linea elettronica (oggetto scalare nello spazio spinoriale):

1√
Ω

1√
Ω
v̄(e)
α (p2, s2)γµαβ(−ie)u(e)

β (p1, s1) (8.22)

• Linea muonica:

1√
Ω

1√
Ω
ū

(µ)
λ (p3, s3)γνλσ(−ie)v(µ)

σ (p4, s4) (8.23)
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• Propagatore:

− i

(2π)4

∫

d4q
gµν

q2 + iε
(8.24)

• Conservazione nei vertici:
[

(2π)4δ4

(
∑

i

pi

)][

(2π)4δ4

(
∑

i

pi

)]

(8.25)

Sappiamo che il termine di propagatore per la conservazione nei vertici
restituisce

− igµν
(p1 + p2)2 + iε

(2π)4δ4

(
∑

i

pi

)

(8.26)

Notiamo che possiamo contrarre gµν = gµν con γν ottenendo in definitiva
l’ampiezza

M = i
e2

Ω2

(2π)4δ4 (
∑

i pi)

(p1 + p2)2 + iε
(v̄(e)
p2,s2γµu

(e)
p1,s1)(ū(µ)

p3,s3γ
µv(µ)
p4,s4) (8.27)

La fase successiva è prenderne il modulo quadro ed esprimerlo con gli
invarianti di Mandelstam. Abbiamo che

|M|2 = (2π)8
e4

Ω4

[
δ4 (
∑

i pi)

(p1 + p2)2 + iε

]2

[(v̄γµu)(ūγµv)]
2

(8.28)

Consideriamo la struttura (v̄γµu)(ūγµv) che può essere vista come il co-
mune prodotto scalare tra 4-vettori, di cui il modulo quadro può essere
espresso dunque come

(aµb
µ)(a∗νb

ν∗)

Tenendo conto che

(v̄γµu)∗ = (v†p2,s2γ0γµup1,s1)∗ = u†p1,s1γµ
†γ0

†vp2,s2 = u†p1,s1γ0γµvp2,s2 = ūγµv

A questo punto4 la struttura che cerchiamo è

[(v̄γµu)(ūγµv)] [(v̄γµu)(ūγµv)]
∗

= [(v̄γµu)(ūγνv)] [(ūγµv)(v̄γνu)]

Mediando su tutti i possibili stati di spin possiamo semplificare questa
struttura:

1

2

1

2

∑

s1,s2,s3,s4

|M|2 −→ 1

4

∑

S

|M|2

4Si ricordi che per numeri complessi vale ¯z1z2 = z̄1z̄2 in generale diverso da z̄2z̄1 se
ci troviamo in un algebra non commutativa.
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utile nel calcolo teorico per via delle relazioni di completezza che riguardano
u, ū, v, v̄:

∑

S

uαūβ =

[ 6p+m

2p0

]αβ

∑

S

vαv̄β =

[ 6p−m
2p0

]αβ

Sfruttando queste eguaglianze, possiamo ricavare

|M|2 = (2π)8
e4

Ω4

[
δ4 (
∑

i pi)

(p1 + p2)2 + iε

]2
[

Tr(γµαβ(
6p1 +m

2p
(1)
0

)βλγνλσ(
6p2 −m
2p

(2)
0

)σα)

]

·

·
[

Tr(γµαβ(
6p4 −m

2p
(4)
0

)βλγνλσ(
6p3 +m

2p
(3)
0

)σα)

]

Sappiamo che la traccia è invariante per cambiamenti di base. Tenendo
conto delle proprietà

Tr(γµ) = 0

Tr(γµγν) = 4gµν

Tr(γ2n+1) = 0

Tr(γµγνγλγσ) = 4(gµνgλσ − gµλgνσ + gµσgνλ)

Tr(γ5) = Tr(γ5γµ) = Tr(γ5γµγν) = 0

Tr(γ5γµγνγλγσ) = ±εµνλσ

essendo εµνλσ il tensore antisimmetrico di Ricci e in cui il segno dipende
dalla convenzione usata. Nel nostro caso dobbiamo moltiplicare γµ e γν

per p e m; i termini misti γµ 6pγνm daranno traccia nulla e dunque avremo

∑

spin

|M|2 = 16η0

[
δ4 (
∑

i pi)

(p1 + p2)2 + iε

]2
1

2p
(1)
0 2p

(2)
0

[
pµ1p

ν
2 − gµνp1 · p2 + pµ2p

ν
1 −m2gµν

]
·

· 1

2p
(3)
0 2p

(4)
0

[
pµ4p

ν
3 − gµνp3 · p4 + pµ3p

ν
4 −m2gµν

]

essendo η0 = (2π)8 e
4

Ω4 e avendo usato la notazione pi · pj = piµp
ν
j . Notiamo

che sono scomparsi gli spin e che restano da contrarre gli indici µν in tutte
le forme possibili, ottenendo un totale di 16 termini.

Non faremo tutti i passaggi, ma abbozzeremo la traccia della dimostra-
zione per giungere al risultato successivo. Siano

pµ1p
ν
2 + pµ2p

ν
1 = Pµν12

pµ3p
ν
4 + pµ4p

ν
3 = Pµν34

due tensori simmetrici, come si può facilmente dimostrare. A questo pun-
to, a meno del fattore moltiplicativo e trascurando i termini contenenti le
masse, avremo che

∑

spin

|M|2 ∝ (Pµν12 − gµνp1 · p2)(P ̺σ34 − g̺σp3 · p4)
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Svolgendo i prodotti e sfruttando le regole di algebra tensoriale introdotte
nel capitolo iniziale, avremo:

∑

spin

|M|2 ∝ Pµν12 P
̺σ
34 − Pµν12 g

̺σp3 · p4 − gµνP ̺σ34 p1 · p2 +

gµνg̺σ(p1 · p2)(p3 · p4) =

= gµ̺gνσ

[

P12̺σP
34̺σ − P12̺σg

̺σ(p3 · p4)− P34µνg
µν(p1 · p2)

]

+

gµνg̺σ(p1 · p2)(p3 · p4)

In questa forma si evidenziano i prodotti scalari che coinvolgono tutte le
combinazioni possibili tra le coppie degli impulsi. Il risultato finale è

∑

spin

|M|2 = η

[
δ4 (
∑

i pi)

(p1 + p2)2 + iε

]2

· 2 [(p3 · p2)(p1 · p4) + (p3 · p1)(p2 · p4)](8.29)

essendo η = 16η0

16p
(1)
0 p

(2)
0 p

(3)
0 p

(4)
0

. Nel sistema del centro di massa p1 = (E1, 0, 0, p),

p2 = (E2, 0, 0,−p) e poichè trascuriamo le masse possiamo sostituire agli
impulsi, le energie (E2 = E1 = p).

Analogamente avremo p3 = (E3, 0, 0, E3n̂θ) e p4 = (E3, 0, 0,−E3n̂θ)
e per la conservazione dell’energia avremo p3 = (E1, 0, 0, E1n̂θ) e p4 =
(E1, 0, 0,−E1n̂θ), per cui fissato E1 rimane variabile θ. In termini di
invarianti s = 4E2

1 , per cui avremo

p3 · p2 = E2
1(1 + cos θ)

p1 · p4 = E2
1(1 + cos θ)

p3 · p1 = E2
1(1 − cos θ)

p2 · p4 = E2
1(1 − cos θ)

Per cui sostituendo otteniamo infine

∑

spin

|M|2 = 2η

[
δ4 (
∑

i pi)

(p1 + p2)2 + iε

]2

E4
1(1 + cos2 θ)

Considerando la media sugli spin, dobbiamo dividere per un fattore 4, come
abbiamo ancitipato in precedenza; inoltre possiamo trascurare il termine in
ε poichè è influente tranne che nei loop; infine la probabilità del processo
sarà:

∑

spin

|M|2 =
e4

s2
(2π)8

Ω4

[

δ4

(
∑

i

pi

)]2

(1 + cos2 θ)

La presenza della δ di Dirac genererebbe una singolarità, che discretizzando
gli impulsi e immaginando che il processo si evolva in una scatola, diventa
una δ di Kronecker e dunque avremo δ2 = δ. A questo punto possiamo
trascurare il quadrato della δ, quindi passiamo al limite di volume infinito
per ripristinare il valore di δ di Dirac, che è quello che ci serve. Di fatto

[
(2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi)

]2
= (2π)4δ4(0)(2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi)
= ΩT (2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi)
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Adesso dobbiamo calcolare la sezione d’urto del processo. Consideriamo
un cilindro con asse verticale lungo ~v e altezza ~vT , essendo T il tempo
necessario per attraversare il tubo, e area di base dσ.

Il volume del cilindro è dσvT da cui dσ vTΩ = |M|2, dove Ω è il volume
della scatola. Possiamo anche prendere la probabilità unitaria e dividerla

per il flusso e la densità del bersaglio ottenendo dσ = |M|2
Φ1ρ2

. Con questa

definizione, ed essendo M̃ la forma r.i. di M

|M̃|2 =
e4

(p1 + p2)4
8
[
E4(1− cos θ)2 + E4(1 + cos θ)2

]
=

16e4

(p1 + p2)4
E4(1 + cos2 θ)

dove nel riferimento del centro di massa, poichè αem = e2

4π , avremo

|M̃|2 = α2
em(4π)2(1 + cos2 θ)

mentre sviluppando i calcoli si ottiene la relazione

1

4

∑

spin

|M|2 = |M̃|2 (2π)8

Ω4

[
δ4 (
∑

i pi)
]2

16p
(1)
0 p

(2)
0 p

(3)
0 p

(4)
0

(8.30)

Per ottenere una sezione d’urto fisica, dobbiamo sommare su un dato
gruppo di stati finali corrispondenti alle condizioni del laboratorio per il
processo osservato.

Il numero di stati finali di spin dato nell’intervallo d3pfd
3Pf è dato da

dN =
Ω

(2π)3
d3pf

Ω

(2π)3
d3Pf (8.31)

Avremo che la σ si ottiene sommando su tutti i possibili stati finali5:

dσ =
Ω

vT
ΩT

(2π)4

Ω2
δ4

(
∑

i

pi

)

dN =⇒ σ =
∑

p′1p
′
2...

(2π)4

v1
δ4

(
∑

i

pi

)

|M̃|2
Ωn′

4E1E2

4E1E2

Si può dimostrare che

4E1E2v1 = 4
√

(p1 · p2)2 −m2
1m

2
2 = J

è il flusso r.i., da cui ne segue

σ =
∑

p′1p
′
2...

(2π)4

J
δ4

(
∑

i

pi

)

4E1E2

Ωn′ |M̃|2

5Sviluppando secondo la teoria perturbativa all’n−esimo ordine, possiamo costruire
tutti i possibili diagrammi di Feynman topologicamente distinti con n vertici che hanno
un dato numero di particelle negli stati iniziali e finali. Senza dimostrazione, riportiamo
la sezione d’urto in questo approccio generale er processi 1 + 2 −→ 1′ + 2′ + ...+ n:

dσ =
1

4
q

(p1 · p2)2 −m2
1
m2

2

N1N2(2π)4δ4(p1 + p2 −
n

X

i=1′

p′i)S|Mfi|
2

n
Y

k=1

N ′
kd

3p′k
2E′

k(2π)3

essendo S =
Q

1

gk
il fattore di degenerazione che tiene conto del fatto che si sono gk

particelle del tipo k nello stato finale. Per fotoni Ni = 4π, per fermioni Ni = 2m.
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Passando al limite su un volume infinito, la sommatoria sugli impulsi di-
viene un integrale:

lim
Ω−→∞

∫
d3p′1
(2π)3

d3p′2
(2π)3

...
d3p′n
(2π)3

(8.32)

e infine avremo

σ =

∫

d4p′1...

∫

d4p′n(2π)4δ4

(
∑

i

pi

)

|M̃|2

che è in una forma r.i. Notiamo che

δ(p2 −m2) =
[

δ(E −
√

p2 +m2) + δ(E +
√

p2 +m2)
] 1

2

1
√

p2 +m2

= δ
[
E2 − (p2 +m2)

]

da cui
∫

d4p

(2π)4
δ(p2 −m2)θ(E) =

∫
dE

2π

d3p

(2π)3
1

2
δ(E −

√

p2 + m2)
1

2
√

p2 +m2

=

∫
d3p

(2π)3
1

2
√

p2 +m2

=

∫
d4p

(2π)4
δ(E2 − (p2 +m2))θ(E) =

∫
d3p

(2π)3
1

2E

A partire dalla definizione della sezione d’urto avremo

dσ =
1
4

∑

spin |M|2
vT
Ω

=
|M̃|2
Ω4

(2π)4δ (
∑

i pi) Ω2T

16p
(1)
0 p

(2)
0 p

(3)
0 p

(4)
0

(8.33)

In genere, nel calcolo della sezione d’urto si calcola soltanto |M̃ |2, in quanto
gli altri termini sono standard. Possiamo ricombinare tutto come

dσ = (2π)4δ

(
∑

i

pi

)

|M̃|2 1

2p
(1)
0 2p

(2)
0 Ω2v2p

(3)
0 2p

(4)
0

ma essendo 2p
(1)
0 2p

(2)
0 = 4

√

(p1 · p2)2 avremo

σ =

∫
d3 ~p3

(2π)32p
(3)
0

∫
d3 ~p4

(2π)32p
(4)
0

(2π)4δ4

(
∑

i

pi

)

|M̃|2
4
√

(p1 · p2)2

dove tutti i termini sono r.i. Ne segue che σ è un oggetto scalare, invariante
al variare del riferimento. Non ci rimane che calcolare esplicitamente gli
integrali, e per farlo ci mettiamo nel sistema a noi più conveniente, in quello
del centro di massa, dove ~p1 + ~p2 = 0; inoltre poichè stiamo trascurando le
masse avremo p0 = |~p|.

In tali ipotesi abbiamo già visto che le energie sono tutte uguali. Pos-
siamo dividere la δ4 di Dirac in un prodotto del tipo

δ4

(
∑

i

pi

)

= δ3
[∑

(~p1 + ~p2)− (~p3 + ~p4)
]

δ
[

(p
(1)
0 + p

(2)
0 )− (p

(3)
0 + p

(4)
0 )
]
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Poichè siamo on shell, avremo p4
0 =

√

~p4
2 =

√

(~p1 + ~p2 − ~p3)2 e andando a
sostituire nella nostra espressione per σ, ci resta:

σ =

∫
d3 ~p3

(2π)32p
(3)
0

2π

2p
(4)
0

δ
[

(p
(1)
0 + p

(2)
0 )− (p

(3)
0 + p

(4)
0 )
] α2(4π)2(1 + cos2 θ)

4
√

(p1 · p2)2

Poichè conosciamo le condizioni delle due particelle iniziali, sapremo anche

p
(1)
0 = |~p1|, p(2)

0 = |~p2|; inoltre p
(3)
0 = |~p3|, p(4)

0 = |~p4| per cui (scrivendo
(p1 · p2)2 = 4E2 = s)

σ =

∫
d3 ~p3

8|~p3||~p4|E2
δ [2E − (|~p3|+ |~p4|)]α2(1 + cos2 θ)

Passando alle coordinate polari e ricordando che |~p3| = |~p4|, avremo

σ =

∫

d3 ~p3

∫ 2π

0

dϕ

∫ 1

−1

d cos θ
δ [2E − 2|~p3|]

8|~p3|2E2
α2(1 + cos2 θ) =

π

3

α2

E2

che in termini r.i diviene

σ =
4π

3

α2

s
(8.34)

che dunque mostra andamento iperbolico. Tuttavia l’andamento sperimen-
tale mostra delle risonanze, cioè la σe.m. non descrive l’effettiva σ speri-
mentale nella quale intervengono anche altri fattori, come la formazione di
stati legati del tipo quark-antiquark, che poi decadono nei muoni.

Possiamo ripetere lo stesso discorso considerando le masse. Ovviamente
i calcoli si complicano perchè non è più vera l’uguaglianza tra energie ed
impulsi e inoltre p0 =

√

~p2 +m2 6= |~p|. Il risultato che si ottiene in questo
caso è

σ =
2π

3

α2

E5

√

E2 −m2
µ(E2 +

m2
µ

2
) (8.35)

In QED possiamo trattare allo stesso modo i leptoni e, µ τ ma non i
rispettivi neutrini, poichè quest’ultimi sono privi di massa. Una trattazione
simile si può fare per il protone anche se composto da 3 quark.

Oltre che per le cariche frazionarie, i quark differiscono dai leptoni per
le masse, ma la trattazione elettrodinamica resta formalmente identica.

Se consideriamo uno scattering e−e+ −→ e−e+ abbiamo un canale t e
un u tree, in luogo di s.

In e−µ− −→ e−µ− il canale u tree non esiste, poichè non vi è il termine
di interferenza e avremo

σ =

∫
dΩ

4E2

α2

sin4 θ
2

E′

E

[

cos2
θ

2
− q2

2µ
sin2 θ

2

]

(8.36)

8.4.3 Scattering di e− in un potenziale

Consideriamo il processo di scattering di un e− da un campo coulombiano
fissato, come in figura:
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La matrice di scattering è

Sfi = −ie
∫

d4xψf (x) 6A(x)ψi(x) (f 6= i) (8.37)

Al primo ordine le funzioni d’onda si riducono alle onde piane

ψi(x) =

√
m

EiV
u(pi, si)e

−ipi·x (8.38)

ψf (x) =

√
m

EfV
u(pf , sf )eipf ·x (8.39)

Il potenziale di Coulomb è

A0(x) =
−Ze
4π|~x| and ~A(x) = 0 (8.40)

in tal modo si ha

Sfi =
iZe2

4π

1

V

√

m2

EfEi
u(pf , sf )γ0u(pi, si)

∫
d4x

|~x| e
i(pf−pi)·x

=
iZe2

2V

√

m2

EfEi
u(pf , sf )γ0u(pi, si)δ(Ef − Ei)

∫
d3x

|~x| e
−i(~pf−~pi)·~x

(8.41)

L’integrale spaziale è la trasformata di Fourier del potenziale:

∫
d3x

|~x| e
−i~q·~x =

4π

|~q|2 (8.42)

essendo ~q = ~pf − ~pi. Di conseguenza avremo

Sfi =
2iπZe2

V

√

m2

EfEi

u(pf , sf )γ0u(pi, si)

|~q|2 δ(Ef − Ei) (8.43)

Il numero di stati finali nell’intervallo d3pf è V
d3pf
(2π)3 : infatti per le onde

stazionarie in un volume cubico V = L3 vale

kxL = 2πnx

kyL = 2πny

kzL = 2πnz (8.44)

172



8.4. QED

essendo nx, ny, nz numeri interi. Per grandi valori di L il set discreto dei

momenti ~k tende a divenire continuo, cos̀ı che il numero degli stati divenga

dN = dnxdnydny =
1

(2π)3
L3dkxdkydky =

V

(2π)3
d3k (8.45)

La probabilità di transizione in questi stati per particella è

|Sfi|2V
d3pf
(2π)3

=
Z2(4πα)2m2

EiV

|u(pf , sf )γ0u(pi, si)|2
|~q|4

d3pf
(2π)3Ef

[2πδ(Ef−Ei)]2

(8.46)
da cui otteniamo il rate di transizione R dividendo per il tempo T in cui
queste avvengono

R = |Sfi|2
V

T

d3pf
(2π)3

=
4Z2α2m2

EiV

|u(pf , sf )γ0u(pi, si)|2
|~q|4

d3pf
Ef

δ(Ef − Ei)
(8.47)

La sezione d’urto è ottenuta dividendo tale rate per il flusso delle particelle
incidenti Jainc = ψi(x)γaψi(x), essendo a la componente del vettore lungo
la velocità ~vi = ~pi/Ei. Nel nostro caso avremo

|Jinc| =
m

EV
u†iαui =

m

EV

|~pi|
m

=
|~vi|
V

(8.48)

da cui la sezione d’urto differenziale

dσ

dΩ
=

R

Jainc
=

∫
4Z2α2m2

|~vi|Ei
|u(pf , sf )γ0u(pi, si)|2

|~q|4
p2
fdpf

Ef
δ(Ef − Ei) (8.49)

Poichè pfdpf = EfdEf avremo

dσ

dΩ
= 4Z2α2m2

∫ |u(pf , sf )γ0u(pi, si)|2
|~q|4 dEf

| ~pf |
|~pi|

δ(Ef − Ei)

=
4Z2α2m2

|~q|4 |u(pf , sf )γ0u(pi, si)|2 (8.50)

che è la sezione d’urto dello scattering di Rutherford nel limite non relati-
vistico. Ma in generale non conosciamo le polarizzazioni iniziali (gli stati
di spin, analogamente al paragrafo precedente) e non misura quelle finali,
per cui mediamo su tutte queste ottenendo

dσ

dΩ
=

4Z2α2m2

2|~q|4
∑

±sf ,±si
|u(pf , sf )γ0u(pi, si)|2 (8.51)

che non è un risultato soddisfacente poichè abbiamo mediato la sezione
d’urto piuttosto che le ampiezze. Consideriamo dunque

∑

±sf ,±si
uα(pf , sf )γ0

αβuβ(pi, si)u
†
λ(pi, si)(γ

0
λδ)

†(γ0
δσ)†uσ(pf , sf )

=
∑

±sf ,±si
uα(pf , sf )γ0

αβuβ(pi, si)uδ(pi, si)γ
0
δσuσ(pf , sf ) (8.52)
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Ricordando che

uα(p, s)uβ(p, s)+uα(p,−s)uβ(p,−s)−vα(p, s)vβ(p, s)−vα(p,−s)vβ(p,−s) = δαβ
(8.53)

otteniamo

∑

±sf
uα(pf , sf )

(

γ0 6pi +m

2m
γ0

)

αβ

uβ(pf , sf ) =

(

γ0 6pi +m

2m
γ0

)

αβ

( 6pf + m

2m

)

βα

(8.54)
che è una traccia, che dunque ci porta a scrivere

dσ

dΩ
=

4Z2α2m2

2|~q|4 Tr

[

γ0
6pi +m

2m
γ0

6pf +m

2m

]

(8.55)

Poichè

Tr

[

γ0
6pi +m

2m
γ0

6pf +m

2m

]

=
1

4m2

(
Tr[γ0 6piγ0 6pf ] +m2Tr[(γ0)2]

)

=
1

m2

(
p0
i p

0
f + p0

fp
0
i − pi · pf +m2

)

=
1

m2

(
2EiEf − pi · pf +m2

)
(8.56)

avremo

dσ

dΩ
=

2Z2α2

|~q|4
(
2EiEf − pi · pf +m2

)
(8.57)

che passiamo a riscrivere in termini dell’energia e dell’angolo di scattering
E e θ. Abbiamo E = Ei = Ef , |~p| = |~pi| = |~pf | ma ~pi 6= ~pf , da cui

pi · pf = E2 − ~p 2 cos θ = m2 + ~p 2(1− cos θ) = m2 + 2β2E2 sin2 θ

2

e

|~q|2 = |~pf − ~pi|2 = 2~p 2 − 2~pf · ~pi = 2~p 2(1− cos θ) = 4~p 2 sin2 θ

2

per ottenere infine

dσ

dΩ
=

Z2α2

4~p2β2 sin4(θ/2)

(

1− β2 sin2 θ

2

)

(8.58)

che è la sezione d’urto di Mott, che si riduce a quella di Rutherford per
β −→ 0.

8.4.4 Scattering di e+ in un potenziale

Analogamente al caso trattato nel paragrafo precedente, trattiamo lo scat-
tering di e+. Cosa ci aspettiamo di trovare? Il processo è schematizzato
come
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In questo caso la matrice di scattering è

Sfi = +ie

∫

d4xψf (x) 6A(x)ψ
(−)
i (x) (8.59)

Qui lo stato incidente è nel futuro e va interpretato come un e− di
energia negativa e 4-impulso −pf che si muove a ritroso nel tempo. La
funzione d’onda sarà dunque

ψi(x) =

√
m

EfV
v(pf , sf )e+ipf ·x (8.60)

Lo stato finale sarà un e− ad energia negativa che si muove a ritroso nel
passato, la cui funzione d’onda è

ψf (x) =

√
m

EiV
v(pi, si)e

+ipi·x (8.61)

che rappresenta l’e+ incidente con momento ~pi e spin ~si prima dello scat-
tering. Otteniamo dunque

Sfi = − iZe
2

4π

1

V

√

m2

EfEi
v(pi, si)γ

0v(pf , sf )

∫
d4x

|~x| e
i(pf−pi)·x (8.62)

da cui procedendo come nel paragrafo precedente giungiamo a

(
dσ

dΩ

)

e+
=

2Z2α2m2

|~q|4
∑

±sf ,si
|v(pi, si)γ

0v(pf , sf )|2 (8.63)

Analogamente a prima avremo

∑

±si
vα(pi, si)vβ(pi, si) = −

(− 6pi +m

2m

)

αβ

(8.64)

in cui il primo segno − viene dalla normalizzazione di spinori ad energia
negativa. In questo modo abbiamo

(
dσ

dΩ

)

e+
=
Z2α2

2|~q|4 Tr
[
γ0(6pi −m)γ0(6pf −m)

]
(8.65)

che è lo stesso risultato del caso dell’e−, a patto di scambiare m con −m.
Potevamo anticipare proprio questo risultato a partire dall’invarianza per
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coniugazione di carica C:

Sfi = +ie

∫

d4xψci(x) 6Aψcf (x)

= −ie
∫

d4xψTi (x)C−1 6ACψTf (x)

= +ie

∫

d4xψTi (x) 6ATψTf (x)

= ie

∫

d4xψf (x) 6Aψi(x) (8.66)

che porta ovviamente alla (8.65). In questo caso l’e+ va avanti nel tempo
e ψcf (x) = Cγ0ψ∗

f è la funzione d’onda dell’e+ iniziale.

8.4.5 Scattering e−e+ −→ e−e+

Trattiamo il protone come un campo di Dirac senza struttura interna. Se
conosciamo la corrente Jµ(x) del protone possiamo trovare il campo da esso
generato a partire dalle equazioni di Maxwell. Il campo e.m. soddisfa la
relazione

�Aµ(x) = Jµ(x) (8.67)

nella gauge di Lorentz. Per risolvere questa equazione, introduciamo la
funzione di Green DF (x− y) definita da

�DF (x − y) = δ4(x− y)

e tale che in rappresentazione di Fourier vale

DF (x − y) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq·(x−y)DF (q2) (8.68)

dove DF (q2) = −1/q2 per q2 6= 0. Per analogia al propagatore di Dirac
aggiungiamo una piccola parte immaginaria a q2 ottenendo

DF (q2) =
−1

q2 + iǫ

che è il propagatore fotonico, detto virtuale il fotone dell’interazione. Que-
sti fotoni non possono soddisfare la condizione di mass-shell (che invece i
fotoni reali soddisfano), poichè avrebbero q2 = 0 e il propagatore diverrebbe
infinito. Il propagatore di Feynman per la radiazione e.m. è

DF (x− y) =

∫
d4q

(2π)4
e−iq·(x−y)

( −1

q2 + iǫ

)

(8.69)

e usando il metodo di Green otteniamo la soluzione

Aµ(x) =

∫

d4yDF (x− y)Jµ(y) (8.70)

poichè di fatto

�xA
µ(x) =

∫

d4y[�xDF (x− y)]Jµ(y) =

∫

d4yδ4(x− y)Jµ(y) = Jµ(x)
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In realtà, trattandosi di un propagatore bosonico spin-1 avremo

Aµ(x) =

∫

d4yDµν
F (x − y)Jν(y)

Ma in questo caso Dµν
F è proporzionale a gµν , per cui per semplicità di

notazione possiamo definire Dµν
F = gµνDF . La matrice di scattering a

questo punto è

Sfi = −ie
∫

d4xψf (x) 6A(x)ψ
(+)
i (x),

= −ie
∫

d4xψf (x)

∫

d4yDF (x− y) 6J(y)ψi(x),

= −i
∫

d4xd4y[eψf (x)γµψi(x)]DF (x− y)Jµ(y) (8.71)

Poichè eψf (x)γµψi(x) è la corrente dell’e−, è ragionevole assumere

Jµ(y) = ePψ
P

f (y)γµψPi (y) (8.72)

per quella del protone, essendo eP = −e. Inoltre ψPi (y) e ψ
P

f (y) rappresen-
tano le onde piane (soluzioni per un protone libero) per iniziali e finali, da
cui

Jµ(y) = −
√

M2

E′
fE

′
i

e

V
ei(Pf−Pi)·yu(Pf , Sf )γµu(Pi, Si) (8.73)

essendo Pi e Pf i 4-impulsi iniziale e finale del protone e M la sua massa.
Tutto ciò porta a

Sfi = i

∫

d4xd4y

[

e

√
m

EiV

√
m

EfV
ei(pf−pi)·xu(pf .sf )γµu(pi, si)

]

·
∫

d4q

(2π)4
e−iq·(x−y)

( −1

q2 + iǫ

)[

e

√

M

E′
iV

√

M

E′
fV

ei(Pf−Pi)·yu(Pf , Sf )

γµu(Pi, Si)]

= − ie
2

V 2

∫
d4xd4yd4q

(2π)4

√

m2

EiEf

√

M2

E′
iE

′
f

ei(pf−pi−q)·xei(Pf−Pi+q)·y

· [u(pf , sf )γµu(pi, si)]
1

q2 + iǫ
[u(Pf , Sf )γµu(Pi, Si)]

= − ie
2

V 2

∫

d4q

√

m2

EfEi

√

M2

E′
fE

′
i

(2π)4δ(pf − pi − q)δ(Pf − Pi + q)

· [u(pf , sf )γµu(pi, si)]
1

q2 + iǫ
[u(Pf , Sf )γµu(Pi, Si)]

= − ie
2

V 2
(2π)4δ(Pf − Pi + pf − pi)

√

m2

EfEi

√

M2

E′
fE

′
i

· [u(pf , sf )γµu(pi, si)]
1

(pf − pi)2 + iǫ
[u(Pf , Sf )γµu(Pi, Si)] (8.74)

Questo risultato ovviamente è quello al più basso ordine in αem e porta al
diagramma di Feynamn
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Il rate di transizione per unità di volume è

wfi =
|Sfi|2
V T

= (2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi)
1

V 4

m2

EfEi

M2

E′
fE

′
i

|Mfi|2 (8.75)

essendo

Mfi = [u(pf , sf )γµu(pi, si)]
e2

q2 + iǫ
[u(Pf , Sf)γµu(Pi, Si)] (8.76)

l’elemento di matrice Lorentz-invariante. Ricordiamo che

[(2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi)]2 = (2π)4δ4(0)(2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi)
→ V T (2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi) (8.77)

e che il numero di stati finali di spin fissat nell’intervallo d3pfd
3Pf è

V
d3pf
(2π)3

V
d3Pf
(2π)3

da cui

dσ =

∫

τ

V 2 d
3pf

(2π)3
d3Pf
(2π)3

V

|Jinc|
wfi

=

∫

τ

d3pf
(2π)3

d3Pf
(2π)3

mM

EfE′
f

mM

EiE′
i

(2π)4δ4(Pf + pf − Pi − pi)
|Jinc|V

|Mfi|2

(8.78)

Nel fattore 1/V |Jinc|, il termine |Jinc| è il flusso del fascio incidente colli-
mato, che è il numero di particelle per unità di area che si muovono per
unità di tempo:

|Jinc| =
|~vi − ~Vi|

V

in funzione della velocità relativa tra le particelle del fascio. Quando V |Jinc|
è combinato con il fattore di normalizzazione per due particelle incidenti
forma il termine invariante

mM

EiE′
i|~vi − ~Vi|

=
mM

|~pi|E′
i + |~Pi|Ei

=
mM

√

(pi · Pi)2 −m2M2
(8.79)

che può essere vista come

(pi · Pi)2 −m2M2 = (EiE
′
i + |~pi||~Pi|)2 − (E2

i − |~pi|2)(E′
i
2 − |~Pi|2)

= 2EiE
′
i|~pi||~Pi|+ E2

i |~Pi|2 + E′
i
2|~pi|2

= (|~pi|E′
i + |~Pi|Ei)2 (8.80)
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In generale il fattore del flusso nella sezione d’urto, va rimpiazzato dal
fattore di flusso Lorentz-invariante. Nel caso di collisioni lungo un asse,
questi fattori coincidono e questo mostra che la sezione d’urto è invariante
per trasformazioni di Lorentz lungo la direzione del fascio incidente. Detto
ciò avremo

dσ =

∫

τ

mM
√

(pi · Pi)2 −m2M2
|Mfi|2(2π)4δ4(Pf−Pi+pf−pi)

md3pf
(2π)3Ef

Md3Pf
(2π)3E′

f

Mediano sugli stati iniziali di spin e sommando su quelli finali avremo

|Mfi|2 =
1

4

∑

sf ,si,Sf ,Si

∣
∣
∣
∣
u(pf , sf )γµu(pi, si)

e2

q2 + iǫ
u(Pf , Sf)γµu(Pi, Si)

∣
∣
∣
∣

2

=
1

4
Tr

[
(6pf +m)

2m
γµ

(6pi +m)

2m
γν
]

Tr

[
(6P f +M)

2M
γµ

(6P i +M)

2M
γν

]
e4

q4

Notiamo che possiamo scrivere tale prodotto come la contrazione di 2
tensori:

|Mfi|2 =
e4

q4
LµνHµν (8.81)

uno leptonico (Lµν) e l’altro adronico (Hµν) definiti come

Lµν =
1

2

∑

si,sf

u(pf , sf)γµu(pi, si)u(pi, si)γ
νu(pf , sf )

=
1

2
Tr

[ 6pf +m

2m
γµ
6pi +m

2m
γν
]

(8.82)

e analogamente

Hµν =
1

2
Tr

[ 6P f +M

2M
γµ
6P i +M

2M
γν

]

(8.83)

Poichè

Tr

[ 6pf +m

2m
γµ
6pi +m

2m
γν
]

=
1

4m2
Tr(6pfγµ 6piγν +m2γµγν)

=
1

4m2
[4pµfp

ν
i + 4pνfp

µ
i − 4pi · pfgµν + 4m2gµν ]

=
1

m2
[pµf p

ν
i + pµi p

ν
f − gµν(pf · pi −m2)] (8.84)

e

Tr

[ 6P f +M

2M
γµ
6P i +M

2M
γν

]

=
1

M2
[PfµPiν + PiµPf ν − gµν(Pf · Pi −M2)]

(8.85)
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avremo

|Mfi|2 =
e4

4m2M2q4

[

pµf p
ν
i + pµi p

ν
f − gµν(pf · pi −m2)

]

·
[

PfµPiν + PiµPf ν − gµν(Pf · Pi −M2)
]

=
e4

2m2M2q4
[(pi · Pi)(pf · Pf ) + (pi · Pf )(pf · Pi)

−pi · pf (Pi · Pf −M2)− Pi · Pf (pi · pf −m2)

+2(pi · pf −m2)(Pi · Pf −M2)]

=
e4

2m2M2q4
[(Pf · pf )(Pi · pi) + (Pf · pi)(Pi · pf )

−m2(Pf · Pi)−M2(pf · pi) + 2m2M2] (8.86)

Poniamoci ancora una volta nel sistema del centro di massa dove

pf = (E′, ~p′)

pi = (E, ~p)

Pi = (M, 0)

e
d3p′ = p′

2
dp′dΩ′ = p′E′dE′dΩ′

portano a

dσ =

∫
mM

√

(EM)2 −m2M2
|Mfi|2

δ4(Pf + p′ − Pi − p)
(2π)2

· mp′E′dE′dΩ′

E′ 2Md4Pfδ
4(P 2

f −M2)θ(P 0
f )

dσ

dΩ′ =
2

p

∫
m2Mp′dE′

(2π)2
|Mfi|2d4Pfδ

4(P 2
f −M2)θ(P 0

f )δ4(Pf + p′ − Pi − p)

=
2

p

m2M

4π2

∫

p′dE′|Mfi|2δ[(Pi − p′ + p)2 −M2]θ(M − E′ + E)

=
m2M

2π2p

∫ M+E

M

p′dE′|Mfi|2δ[2m2 − 2(E′ − E)M − 2E′E + 2pp′ cos θ]

(8.87)

Sfruttando la relazione δ[f(x− x0)] = δ(x− x0)/|df(x)/dx|x0 , avremo

df(E′)

dE′ = −2[M + E − (pE′/p′) cos θ] (8.88)

e richiedendo che

m2 − (E′ − E)M − 2E′E + pp′ cos θ = 0. (8.89)

otteniamo infine

dσ

dΩ′ =
m2M

4π2

p′

p

|Mfi|2
M + E − (pE′/p′) cos θ

(8.90)
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Per e− di energia inferiore a quella a riposo del protone ( EM << 1) avremo

dσ

dΩ′ =
m2

4π2
|Mfi|2 per

E

M
≪ 1 (8.91)

essendo

|Mfi|2 =
16π2α2

2m2M2q4
(M2E2 +M2E2 −m2M2 −M2pf · pi + 2M2m2)

=
8π2α2

m2q4
(2E2 +m2 − pf · pi) per

E

M
≪ 1 (8.92)

e dunque la sezione d’urto di Mott. Se l’effetto del rinculo è tale da rendere
l’e− una particella ultrarelativistica (e nell’ipotesi in cui si può trascurare
la sua energia a riposo) avremo

dσ

dΩ′ =
m2

4π2

E′/E

1 + E/M − (E/M) cos θ
|Mfi|2

=
m2

4π2

E′/E

1 + (2E/M) sin2(θ/2)
|Mfi|2 per

m

E
≪ 1 (8.93)

Poichè Pf = Pi + pi − pf , avremo

|Mfi|2 ≈ 16π2α2

2m2M2q4
[(Pi + pi − pf ) · pfPi · pi+

(Pi + pi − pf ) · piPi · pf −M2pf · pi
]

≈ 8π2α2

m2M2q4
[2Pi · pfPi · pi + pi · pf (Pi · pi − Pi · pf −M2)]

≈ 8π2α2

m2M2q4
[2ME′ME + EE′(1 − cos θ)(ME −ME′ −M2)]

Dalla relazione q2 = (pf − pi)2 = −2EE′(1 − cos θ) = −4EE′ sin2(θ/2)
avremo

|Mfi|2 ≈ 8π2α2

m2M216E2E′2 sin4(θ/2)
[2M2EE′ +

EE′(1− cos θ)(M(E − E′)−M2)]

=
π2α2

2m2EE′ sin4(θ/2)

[

2 + (1− cos θ)

(
E − E′

M
− 1

)]

Nel limite m2 −→ 0, la conservazione dell’energia porta a

0 = 2m2 − 2(E′ − E)M − 2E′E + 2pp′ cos θ

0 ≈ −2(E′ − E)M − 2E′E + 2EE′ cos θ

2EE′(1 − cos θ) = 2M(E − E′)

E − E′

M
=

EE′

M2
(1− cos θ)

=
2EE′

M2
sin2(θ/2) = − q2

2M2
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e quindi

|Mfi|2 =
π2α2

2m2EE′ sin4(θ/2)

[

2 + 2 sin2 θ

2

(

−1

2

q2

M2
− 1

)]

=
π2α2

m2EE′ sin4(θ/2)

(

cos2
θ

2
− q2

2M2
sin2 θ

2

)

per
m

E
≪ 1

(8.94)

dove il termine in q2 è giustificato dalla presenza di un fermione come target;
nel caso di una particella a spin-0 questo termine svanisce. A questo punto
al sezione d’urto differenziale diviene

dσ

dΩ′ =
α2

4E2

cos2(θ/2)− (q2/2M2) sin2(θ/2)

sin4(θ/2)[1 + (2E/M) sin2(θ/2)]
per

m

E
≪ 1 (8.95)

ottenuta trattando il protone come un elettrone pesante. Di fatto que-
sta trattazione fallisce poichè non tiene conto della struttura interna del
protone. Alcune modifiche ottenute introducendo un fattore di forma elet-
trico e magnetico che tengano conto di tale struttura, conducono a risultati
ottimali e alla formula di Rosenbluth.

Questo approccio tuttavia rimane validissimo e altamente accurato per
tutti quei target che sono particelle di Dirac prive di struttura interna, come
e, µ, τ .

8.4.6 Bremsstrahlung

Quando gli elettroni scatterano, possono emettere fotoni reali, secondo il
processo detto di Bremsstrahlung, che è ben definito entro certi limiti: non è
infatti esclusa l’emissione di fotoni cos̀ı basso energetici da non poter essere
rilevati (in questa trattazione ci limiteremo ad un solo fotone non proprio
basso energetico).

Consideriamo l’emissione di radiazione di un e− in presenza di un campo
esterno. Il 4-potenziale di un fotone di momento kµ = (ω,~k) e polarizza-

zione εµ(~k, λ) è

Aµ(x; k, λ) =
εµ(~k, λ)√

2ωV
(e−ik·x + eik·x) (8.96)

Per semplicità assumiamo l’approssimazione statica e rimpiazziamo il fo-
tone con un campo coulombiano statico e calcoliamo la matrice di scattering
al primo ordine non nullo in e.

In questo caso non può esserci emissione di radiazione al primo ordine
da parte di un e− libero in assenza del campo esterno, poichè è cinemati-
camente non permesso dalla non conservazione di energia e momento.

I diagrammi di Feynman corrispondenti a questo processo sono del se-
condo ordine con un vertice per l’interazione dell’e− con il campo coulom-
biano e uno per l’emissione del quanto di bremsstrahlung:
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La matrice di scattering al secondo ordine è

Sfi = e2
∫

d4xd4yψf (x)[−i 6A(x; k)iSF (x − y)(−iγ0)Acoul
0 (y)

+ (−iγ0)Acoul
0 (x)iSF (x− y)(−i 6A(y; k))]ψi(y) (8.97)

dove Acoul
0 = −Ze

4π|~x| . E’ conveniente porsi nello spazio degli impulsi, calco-

lando la trasformata di Fourier:

Sfi = e2
∫

d4xd4y

√
m

EfV
u(pf , sf)eipf ·x

[ −i 6 ε√
2ωV

(e−ik·x + eik·x)

·
∫

d4q

(2π)4
e−iq·(x−y)

i

6 q −m × (−iγ0)

(−Ze
4π|~y|

)

+ (−iγ0)

( −Ze
4π|~x|

)

·
∫

d4q

(2π)4
e−iq·(x−y)

i

6 q −m
−i 6 ε√
2ωV

(e−ik·y + eik·y)

]

×
√

m

EiV
u(pi, si)e

−ipi·y

=
−Ze3

4π

∫
d4xd4yd4q

(2π)4V 3/2

√

m2

2ωEiEf
u(pf , sf )

[

(−i 6 ε) i

6 q −m (−iγ0)
1

|~y|

·eix·(pf∓k−q)eiy·(q−pi) (−iγ0)
1

|~x|
i

6 q −m (−i 6 ε)eix·(pf−q)eiy·(q∓k−pi)
]

u(pi, si)

=
−Ze3

4π

∫
d4q

V 3/2

√

m2

2ωEiEf
u(pf , sf )

[

(−i 6ε) i

6 q −m(−iγ0)

·
∫
d4y

|~y| δ(pf ∓ k − q)e
iy·(q−pi) + (−iγ0)

∫
d4x

|~x|
i

6 q −m (−i 6 ε)eix·(pf−q)

·δ4(q ∓ k − pi)
]
u(pi, si)
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=
−Ze3

4π

1

V 3/2

√

m2

2ωEiEf
u(pf , sf )

[

(−i 6 ε) i

6 pf∓ 6 k −m
(−iγ0)

∫
d4y

|~y| e
iy·(pf∓k−pi)

+ (−iγ0)

∫
d4x

|~x|
i

6 pi± 6 k −m
(−i 6 ε)eix·(pf−pi∓k)

]

u(pi, si)

=
−Ze3
V 3/2

2πδ(Ef + k − Ei)
1√
2ω

√

m2

EfEi

1

|~q|2u(pf , sf )

[

(−i 6ε) i

6pf+ 6k −m (−iγ0)

+ (−iγ0)
i

6pi− 6k −m
(−i 6ε)

]

u(pi, si)

dove q = pf + k − pi. C’è un contributo aggiuntivo che viene dal primo
termine del potenziale del fotone e che descrive l’assorbimento di energia
nel processo di scattering e non contribuisce al caso di nostro interesse,
in cui l’e− trasmette energia al campo di radiazione e riemerge con Ef =
Ei − k < Ei.

Notiamo come si presenti il fattore (−i 6ε) nel vertice dove è emesso un
fotone libero di polarizzazione εµ.

Limitiamo la nostra formulazione al caso k −→ 0 (emissione fotone
leggero); il risultato più generale è noto come formula di Bethe-Heitler.
Nella nostra approssimazione, il fattore tra le parentesi quadre può essere
approssimato come

Mµ(k) ≡ −iu(pf , sf )

[

γµ
6pf+ 6k +m

(pf + k)2 −m2
γ0 + γ0

6pi − k +m

(pi − k)2 −m2
γµ

]

u(pi, si)

εµMµ(k) ≈ −iu(pf , sf )

[
2ε · pf − (6pf −m) 6ε

2k · pf
γ0 + γ0

2ε · pi− 6ε(6pi −m)

−2k · pi

]

·u(pi, si)

= −iu(pf , sf )γ0u(pi, si)

(
ε · pf
k · pf

− ε · pi
k · pi

)

(8.98)

Quadrando Sfi, dividendo per il flusso |~v|/V = pi/(EiV ) e per 2πδ(0) per
costruire il rate, sommando sugli stati finali (V 2d3kd3pf )/(2π)6 nell’inter-
vallo dello spazio delle fasi osservato, otteniamo

dσ =

∫
V d3k

(2π)3
V d3pf
(2π)3

V Ei
pi

|Sfi|2
2πδ(0)

=

∫
V 3

(2π)6
d3kd3pf
pi/Ei

Z2e6

V 3

[2πδ(Ef + k − Ei)]2
2πδ(0)

1

2ω

m2

EfEi

1

|~q|4 |M|
2

=

∫
Z2(4πα)2e2

(2π)6
d3kd3pf (2π)δ(Ef + k − Ei)

1

2ω

m2

piEf

1

|~q|4 |M|
2

=

∫
4Z2α2m2

|~q|4
e2

(2π)3
d3kd3pfδ(Ef + k − Ei)

1

2ω

|M|2
piEf

(8.99)

dove possiamo evidenziare la (8.58) e ottenere

dσ =

(
dσ

dΩ

)

elastic

e2

(2π)3
d3kd3pfδ(Ef + k − Ei)

1

2ωpiEf

(
ε · pf
k · pf

− ε · pi
k · pi

)2

=

(
dσ

dΩ

)

elastic

e2

2ω(2π)3
k2dkdΩk

(
ε · pf
k · pf

− ε · pi
k · pi

)2
d3pf
piEf

δ(Ef + k − Ei)
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Usando la relazione

d3pf = p2
fdpfdΩf = pfEfdEfdΩf

avremo

dσ

dΩf
=

(
dσ

dΩ

)

elastic

e2

2ω(2π)3
k2dkdΩk

(
ε · pf
k · pf

− ε · pi
k · pi

)2
pf
pi
dEf δ(Ef+k−Ei)

(8.100)
Poichè k −→ 0, abbiamo pf/pi → 1, per cui

∫ ∞

m

dEfδ(Ef +k−Ei) =

∫ ∞

−∞
dEfδ(Ef +k−Ei)θ(Ef−m) = θ(Ei−k−m)

(8.101)
che è la sezione d’urto di un e− osservato nell’angolo solido dΩf e di un

fotone di polarizzazione ε emerso con momento ~k nell’intervallo dΩkdk.
Questo risultato è più generale di quanto non ci si aspetti. Infatti è

stato mostrato che nel limite k −→ 0, ogni processo che porta all’emissione
di un fotone può essere fattorizzato come

lim
k→0

M(k) =
√
α

(
ε · pf
k · pf

− ε · pi
k · pi

)

M0 (8.102)

essendoM0 l’ampiezza dello stesso processo in assenza di emissione fotonica.
Tuttavia lo spettro energetico del fotone va come dk/k, il che porta ad una
probabilità infinita di emettere un fotone zero-energetico, comportamento
questo che viene definito catastrofe dell’infrarosso.

Per avere accordo con gli esperimenti dobbiamo includere le correzioni
radiative al secondo ordine per questo processo, inserendo un termine di
sezione d’urto anelastica. I diagrammi corrispondenti a tali correzioni per
il campo di Coulomb, sono

Ricordando la definizione di Pµνphys che abbiamo introdotto nel calcolo del
propagatore del campo e.m., possiamo scrivere

∑

λ=1,2

(
ε · pf
k · pf

− ε · pi
k · pi

)2

= −
p2
f

(k · pf )2
− p2

i

(k · pi)2
+

2pf · pi
(k · pf )(k · pi)

(8.103)

da cui

dσ

dΩf
=

(
dσ

dΩf

)

elastic

4πα

2(2π)3

∫

kdk

∫

dΩk

·
[

2pf · pi
(k · pf )(k · pi)

− m2

(k · pf )2
− m2

(k · pi)2
]

θ(Ei −m− k)
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Integrando su tutti gli angoli di emissione e su tutte le energie del fotone
nell’intervallo 0 < kmin ≤ k ≤ kmax ≪ Ei avremo

dσ

dΩf
=

(
dσ

dΩf

)

elastic

α

4π2

∫ kmax

kmin

kdk

∫

dΩk

[
2pf · pi

k · pfk · pi
− m2

(k · pf )2
− m2

(k · pi)2
]

da cui, scrivendo k · p = kE −~k · ~p = k(E − k̂ · ~p) = kE(1− k̂ · ~β) si ottiene

dσ

dΩf
=

(
dσ

dΩf

)

elastic

α

π
ln
kmax
kmin

∫
dΩk
4π

[

2(1− ~βf · ~βi)
(1− k̂ · ~βf )(1 − k̂ · ~βi)

− m2

E2
f (1− k̂ · ~βf )2

− m2

E2
i (1 − k̂ · ~βi)2

]

(8.104)

Per integrare gli ultimi due termini consideriamo

∫
dΩf
4π

m2

E2(1− ~β · k̂)2
=

m2

2E2

∫ 1

0

d cos θ
1

(1 − β cos θ)2

=
1− β2

2

[
1

β(1− β)
− 1

β(1 + β)

]

= 1

mentre per il primo sappiamo che

1

ab
=

∫ 1

0

dx

[ax+ b(1− x)]2
(8.105)

da cui

∫
dΩk
4π

2(1− ~βf · ~βi)
(1− k̂ · ~βf )(1 − k̂ · ~βi)

=

∫ 1

0

dx

∫
dΩf
4π

2(1− ~βf · ~βi)
[(1− k̂ · ~βf )x+ (1− ~k · ~βi)(1− x)]2

=

∫ 1

0

dx

∫
dΩf
4π

2(1− ~βf · ~βi)
[1− k̂ · (~βfx+ ~βi(1 − x))]2

Usando la ∫
dx

(a+ bx)2
= − 1

b(a+ bx)

abbiamo

∫
dΩk
4π

2(1− ~βf · ~βi)
(1− k̂ · ~βf )(1 − k̂ · ~βi)

=

∫ 1

0

dx
2(1− ~βf · ~βi)

1 − |~βfx+ ~βi(1− x)|2

Nel nostro limite abbiamo βi = βf ≡ β e ~βi · ~βf = β2 cos θf , per cui

∫
dΩk
4π

2(1− ~βf · ~βi)
(1− k̂ · ~βf )(1− k̂ · ~βi)

=

∫ 1

0

dx
2(1− β2 cos θ)

1− β2 + 4β2 sin2(θ/2)x(1 − x)
(8.106)
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che nel limite non relativistico (β << 1) diviene

≈ 2(1− β2 cos θ)

∫ 1

0

dx[1 + β2 − 4β2 sin2(θ/2)x(1 − x)]

≈ 2[1− β2 cos θ + β2 − 2/3β2 sin2(θ/2)]

= 2

(

1 +
4

3
β2 sin2 θ

2

)

+O(β4) for β ≪ 1 (8.107)

Nel limite ultrarelativistico

q2 = (pf − pi)2 = m2 +m2 − 2EfEi + 2~pf · ~pi
≈ −2EfEi(1− cos θ)

≈ −4E2 sin2(θ/2)

e

− q2

m2
=

4

1− β2
sin2(θ/2)

per cui l’integrale diventa

≈ − q2

m2

∫ 1

0

dx

1 + (−q2/m2)x(1 − x)
. (8.108)

Dalla tavola degli integrali si ha

∫
dx

a+ bx+ cx2
=

1√
−d ln

2cx+ b−
√
−d

2cx+ b+
√
−d if d < 0

dove d = 4ac− b2. Includendo gli estremi di integrazione

∫ 1

0

dx

a+ bx+ cx2
=

1√
−d

ln
(2c+ b−

√
−d)(b+

√
−d)

(2c+ b+
√
−d)(b−

√
−d)

che per a = 1 e c = −b diviene

∫ 1

0

dx

1 + bx(1 − x)
=

2√
−d

ln
b+
√
−d

b−
√
−d

dove −d = b2(1 + 4/b). Nel nostro caso b = −q2/m2 e
√
−d ≈ |b|(1 + 2/b),

per cui
∫ 1

0

dx

1 + bx(1 − x)
=

4

|b| ln |b|+O
(

1

b

)

che trasforma il nostro integrale di partenza in

≈ 4 ln

(−q2
m2

)

+O
(
m2

q2

)

di modo che la sezione d’urto di bremsstrahlung per fotoni leggeri è

dσ

dΩf
=

(
dσ

dΩf

)

elastic

2α

π
ln
kmax
kmin

{
4
3β

2 sin2 θ
2 +O(β4) β ≪ 1

2 ln
(

−q2
m2

)

− 1 +O
(
m2

q2

)
m2

q2 ≪ 1

(8.109)
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8.4.7 Scattering Compton

Consideriamo il caso in cui abbiamo un γ nello stato iniziale con polariz-
zazione ǫi, che si propaga e investe un e− di impulso p1 variando il suo
quadrimpulso; l’e− si propaga e poi rilascia l’energia fornita dal γ emetten-
do un fotone di polarizzazione ǫf e procedendo con impulso p2. Possiamo
diagrammare il processo con un canale s tree o con un u tree:

Il calcolo del modulo quadro dell’ampiezza totale è molto più comples-
so rispetto al caso precedente, poichè prima riconducevamo il prodotto di
u, v, γ a tracce di matrici mediando sugli spin.

Sia Aµ(x; k) il fotone incidente assorbito dall’e− in un vertice e A′
µ(x′; k′)

il fotone emesso nel secondo vertice:

Aµ(x; k) =
εµ√
2ωV

(e−ik·x+eik·x) e A′
µ(x′; k′) =

ε′µ√
2ω′V

(e−ik
′·x′

+eik
′·x′

)

(8.110)
dove ω = k0 e ω′ = k′0. L’ampiezza Compton al secondo ordine è

Sfi = e2
∫

d4yd4xψf (y)[(−i 6A(y; k′))iSF (y − x)(−i 6A(x; k))

+ (−i 6A(y; k))iSF (y − x)(−i 6A(x; k′))]ψi(x),

= e2
∫

d4yd4x

√
m

EfV
u(pf , sf )eipf ·y

[ −i 6 ε′√
2ω′V

(e−ik
′·y + eik

′·y)

·
∫

d4q

(2π)4
e−iq·(y−x)

i

6 q −m
−i 6 ε√
2ωV

(e−ik·x + eik·x)

+
−i 6 ε√
2ωV

(e−ik·y + eik·y)

∫
d4q

(2π)4
e−iq·(y−x)

i

6 q −m

· −i 6 ε′√
2ω′V

(e−ik
′·x + eik

′·x)

]√
m

EiV
u(pi, si)e

−ipi·x (8.111)

dove ogni termine rappresenta uno dei possibili diagrammi
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Tuttavia non tutti questi processi sono cinematicamente permessi o di in-
teresse alla nostra specifica trattazione. Isolando quelli introdotti all’inizio
del paragrafo avremo

Sfi = e2
∫

d4yd4x

√
m

EfV
u(pf , sf )eipf ·y

[ −i 6ε′√
2ω′V

eik
′·y

·
∫

d4q

(2π)4
e−iq·(y−x)

i

6 q −m
−i 6ε√
2ωV

e−ik·x +
−i 6ε√
2ωV

e−ik·y

∫
d4q

(2π)4
e−iq·(y−x)

i

6 q −m
−i 6ε′√
2ω′V

eik
′·x
]√

m

EiV
u(pi, si)e

−ipi·x

=
e2

V 2

∫

d4yd4x
d4q

(2π)4

√

m2

EfEi

1√
2ω2ω′u(pf , sf)

[

eiy·(pf+k
′−q)eix·(q−k−pi)

· (−i 6ε′) i

6 q −m (−i 6ε) + eiy·(pf−k−q)eix·(q+k
′−pi)(−i 6ε) i

6 q −m (−i 6ε′)
]

·u(pi, si)

=
e2

V 2

∫

(2π)4d4q

√

m2

EfEi

1√
2ω2ω′

u(pf , sf )
[

δ(4)(pf + k′ − q)

·δ(4)(q − k − pi)(−i 6ε′)
i

6 q −m (−i 6ε) + δ(4)(pf − k − q)

· δ(4)(q + k′ − pi)(−i 6ε)
i

6 q −m (−i 6ε′)
]

u(pi, si)

=
e2

V 2

√

m2

EfEi

1√
2ω2ω′

(2π)4δ(4)(pf + k′ − pi − k)u(pf , sf )

·
[

(−i 6ε′) i

6pi+ 6k −m
(−i 6ε) + (−i 6ε) i

6pi− 6k′ −m
(−i 6ε′)

]

u(pi, si)

che è simmetrica per le trasformazioni k ←→ −k′ e ε ←→ ε′. Questa
simmetria, detta a croce, persiste esatta a tutti gli ordini di αem. Come in
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precedenza costruiamo la sezione d’urto

dσ =
|Sfi|2

(2π)4δ(4)(0)V

V

|~vrel|
V 2

(2π)6
d3pfd

3k′

=
e4m

(2π)22ωEi|~vrel|

∫ ∣
∣
∣
∣
u(pf , sf )

(

6ε′ 1

6pi+ 6k −m
6ε+ 6ε 1

6pi− 6k′ −m
6ε′
)

· u(pi, si)|2 δ(4)(pf + k′ − pi − k)
md3pf
Ef

d3k′

2ω′

=
α2m2

ωEi|~vrel|

∫

|M|2δ(4)(pf + k′ − pi − k)
d3pf
Ef

d3k′

ω′ (8.112)

Per scrivere la sezione d’urto differenziale per unità di angolo solido per lo
scattering nell’intervallo [θ, θ+ dθ] e [φ, φ+ dφ], scriviamo d3k′ = ω′2dω′dΩ
e utilizzando la nota espressione covariante

d3pf
2Ef

=

∫ +∞

−∞
d4pfδ(p

2
f −m2)θ(pf 0)

avremo

dσ

dΩ
=

2α2m2

ωEi|~vrel|

∫ ∞

0

dω′ω′
∫ +∞

−∞
d4pf |M|2δ(4)(pf + k′ − pi − k)δ(p2

f −m2)θ(pf 0)

=
2α2m2

ωEi|~vrel|

∫ ∞

0

dω′ω′|M|2δ[(pi + k − k′)2 −m2]θ(Ei + ω − ω′)

=
2α2m2

ωEi|~vrel|

∫ Ei+ω

0

dω′ω′|M|2δ[2pi · (k − k′)− 2k · k′]

Questa espressione si semplifica notevolmente se la calcoliamo nel sistema
di quiete dell’e− iniziale (come in molti esperimenti), ottenendo

dσ

dΩ
=

2α2m

ω

∫ Ei+ω

0

dω′ω′|M|2δ[2m(ω − ω′)− 2ωω′(1− cos θ)]

=
2α2m

ω
|M|2 ω′

|2m+ 2ω(1− cos θ)|

= α2

(
ω′

ω

)2

|M|2 (8.113)

dove abbiamo utilizzato la relazione

ω′ =
ω

1 + (ω/m)(1− cos θ)
=

ω

1 + (2ω/m) sin2(θ/2)

a partire dalla radice della funzione δ. Quest’ultima è la nota relazione
Compton se la mettiamo in funzione della lunghezza d’onda λ:

λ′ = λ+
2π

m
(1 − cos θ)

La sezione d’urto differenziale per e− e γ con stati di polarizzazione iniziali
e finali fissati è dunque

dσ

dΩ
= α2

(
ω′

ω

)2 ∣
∣
∣
∣
u(pf , sf )

(

6ε′ 1

6pi+ 6k −m
6ε+ 6ε 1

6pi− 6k′ −m
6ε′
)

u(pi, si)

∣
∣
∣
∣

2

(8.114)
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che nella radiation gauge porta a

M = u(pf , sf )

(

6ε′ 6pi+ 6k +m

2k · pi
6ε+ 6ε 6pi− 6k

′ +m

−2k′ · pi
6ε′
)

u(pi, si)

= u(pf , sf )

(

6ε′ 6ε− 6pi− 6k +m

2k · pi
+ 6ε 6ε′− 6pi+ 6k

′ +m

−2k′ · pi

)

u(pi, si)

= −u(pf , sf )

( 6ε′ 6ε 6k
2k · pi

+
6ε 6ε′ 6k′
2k′ · pi

)

u(pi, si) (8.115)

Consideriamo adesso il caso in cui gli e− non sono polarizzati ma i lo sono
gli stati iniziali e finali dei γ, rispettivamente λ, λ′: dovremo mediare sugli
stati iniziali di spin dell’e− e sommare sui suoi stati finali secondo

dσ

dΩ
(λ, λ′) =

1

2

∑

±si,±sf

dσ

dΩ

Passando alle tracce avremo

dσ

dΩ
(λ, λ′) =

α2

2

(
ω′

ω

)2

Tr

[ 6pf +m

2m

( 6ε′ 6ε 6k
2k · pi

+
6ε 6ε′ 6k′
2k′ · pi

)

· 6pi +m

2m

( 6k 6ε 6ε′
2k · pi

+
6k′ 6ε′ 6ε
2k′ · pi

)]

(8.116)

avendo sfruttato la regola 6 a 6 b 6 c = 6 c 6 b 6 a. Ci sono tracce con oltre 8
matrici γ all’interno, che possiamo ridurre commutandole tra loro fino ad
ottenere identità del tipo 6 a 6 a = a2, che ne rimuove 2.

Sfruttando inoltre la gauge, che impone k2 = 0, ε2 = ε′
2

= −1, k · pf =
k′ · pi, k · ε′ = pf · ε′ otteniamo

T1 = Tr[(6pf +m) 6ε′ 6ε 6k(6pi +m) 6k 6ε 6ε′]
= Tr[6pf 6ε′ 6ε 6k 6pi 6k 6ε 6ε′] +m2Tr[6ε′ 6ε 6k 6k 6ε 6ε′]
= 2k · piTr[6pf 6ε′ 6ε 6k 6ε 6ε′]
= 2k · piTr[6pf 6ε′ 6k 6ε′]
= 2k · pi(Tr[6pf 6k] + 2k · ε′Tr[6pf 6ε′])
= 8k · pi(pf · k + 2k · ε′pf · ε′)
= 8k · pi[k′ · pi + 2(k · ε′)2]

e

T2 = Tr[(6pf +m) 6ε 6ε′ 6k′(6pi +m) 6k′ 6ε′ 6ε]
= 8k′ · pi[k · pi − 2(k′ · ε)2]

avendo usato la crossing simmetry. L’altro termine è

T3 = Tr(6pf +m) 6ε′ 6ε 6k(6pi +m) 6k′ 6ε′ 6ε
= Tr 6ε 6ε′ 6k′(6pi +m) 6k 6ε 6ε′(6pf +m)

= Tr(6pf +m) 6ε 6ε′ 6k′(6pi +m) 6k 6ε 6ε′
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Infatti, utilizzando la conservazione momento-energia abbiamo

T3 = Tr(6pf +m) 6ε′ 6ε 6k(6pi +m) 6k′ 6ε′ 6ε
= Tr(6pi+ 6k− 6k′ +m) 6ε′ 6ε 6k(6pi +m) 6k′ 6ε′ 6ε
= Tr(6pi +m) 6ε′ 6ε 6k(6pi +m) 6k′ 6ε′ 6ε+ Tr(6k− 6k′) 6ε′ 6ε 6k 6pi 6k′ 6ε′ 6ε
= Tr(6pi +m) 6k(6pi +m) 6k′ 6ε′ 6ε 6ε′ 6ε− Tr[6ε′ 6k 6ε 6k 6pi 6k′ 6ε′ 6ε]
− 2k · ε′Tr[6k 6pi 6k′ 6ε′] + Tr[6ε′ 6ε 6k 6pi 6k′ 6ε′ 6k′ 6ε] + 2k′ · εTr[6ε 6k 6pi 6k′]
= −Tr(6pi −m) 6k(6pi +m) 6k′ 6ε′ 6ε 6ε′ 6ε+ 2k · piTr[6pi 6k′ 6ε′ 6ε 6ε′ 6ε]
− 8k · ε′[k · ε′pi · k′] + 8k′ · ε[ε · k′k · pi]
= −2k · piTr[6pi 6k′] + 4k · piε · ε′Tr[6pi 6k′ 6ε′ 6ε]− 8(k · ε′)2k′ · pi + 8(k′ · ε)2k · pi
= −8k · pipi · k′] + 16k · piε · ε′[pi · k′ε′ · ε]− 8(k · ε′)2k′ · pi + 8(k′ · ε)2k · pi
= 8(k · pi)(k′ · pi)[2(ε′ · ε)2 − 1]− 8(k · ε′)2k′ · pi + 8(k′ · ε)2k · pi

da cui

dσ

dΩ
(λ, λ′) =

α2

4m2

(
ω′

ω

)2 [
k′ · pi + 2(k · ε′)2

k · pi
+
k · pi − 2(k′ · ε)2

k′ · pi

+ 2[2(ε′ · ε)2 − 1]− 2
(k · ε′)2
k · pi

+ 2
(k′ · ε)2
k′ · pi

]

=
α2

4m2

(
ω′

ω

)2 [
k′ · pi
k · pi

+
k · pi
k′ · pi

+ 4(ε′ · ε)2 − 2

]

che nel riferimento scelto diviene

dσ

dΩ
(λ, λ′) =

α2

4m2

(
ω′

ω

)2 [
ω′

ω
+
ω

ω′ + 4(ε′ · ε)2 − 2

]

(8.117)

nota come formula di Klein-Nishina, che nel limite di basse energie (ω −→
0) si riduce a quella classica di Thomson

(
dσ

dΩ
(λ, λ′)

)

ω→0

=
α2

m2
(ε · ε′)2 (8.118)

dove

r0 ≡
α

m
=

e2

4πmc2
= 2.8× 10−13 cm

è il raggio classico dell’e−. Ritornando nuovamente all’espressione generale,
possiamo sommare sugli stati di polarizzazione finali ε′λ dei fotoni e mediare
su quelli iniziali, per ottenere la sezione d’urto non polarizzata

dσ

dΩ
=

1

2

2∑

λ,λ′=1

dσ

dΩ
(λ, λ′)

=
α2

8m2

(
ω′

ω

)2 2∑

λ,λ′=1

[
ω′

ω
+
ω

ω′ + 4(ελ · ε′λ′)2 − 2

]

=
α2

2m2

(
ω′

ω

)2



ω′

ω
+
ω

ω′ +

2∑

λ,λ′=1

(ελ · ε′λ′)2 − 2



 (8.119)
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Possiamo valutare la rimanente somma sugli spin considerando che il γ
incida lungo l’asse z mentre il γ finale sia scatterato nell’angolo solido dΩ
descritto in coordinate sferiche tali che

k̂ = (0, 0, 1)

k̂′ = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ)

Possiamo scegliere i relativi vettori di polarizzazione come

~ε(1) = (1, 0, 0), ε′(1) = (sinφ,− cosφ, 0)

~ε(2) = (0, 1, 0), ε′(2) = (cos θ cosφ, cos θ sinφ,− sin θ)

ottenendo

2∑

λ,λ′=1

(ελ · ε′λ′)2 = sin2 φ+ cos2 θ cos2 φ+ cos2 φ+ cos2 θ sin2 φ = 1 + cos2 θ

e di conseguenza

dσ

dΩ
=

α2

2m2

(
ω′

ω

)2(
ω′

ω
+
ω

ω′ − sin2 θ

)

(8.120)

Per integrare la sezione d’urto differenziale, poniamo z = cos θ per sempli-
cità e sfruttiamo la relazione tra ω e ω′ per ottenere

σ =
πα2

m2

∫ 1

−1

dz

[
1

[1 + (ω/m)(1− z)]3
+

1

1 + (ω/m)(1− z)

− 1− z2

[1 + (ω/m)(1− z)]2

]

Detto x = 1− z, abbiamo

σ =
πα2

m2

∫ 2

0

dx

[
1

[1 + (ω/m)x]3
+

1

1 + (ω/m)x
+

x2 − 2x

[1 + (ω/m)x]2

]

Usando gli integrali

∫
dx

1 + bx
=

1

b
ln(1 + bx)

∣
∣
∣
∣

2

0

=
1

b
ln(1 + 2b)

∫
dx

(1 + bx)3
= − 1

2b(1 + bx)2

∣
∣
∣
∣

2

0

=
1

2b

[

1− 1

(1 + 2b)2

]

∫
x2dx

(1 + bx)2
=

1

b3

[

1 + bx− 2 ln(1 + bx)− 1

1 + bx

]∣
∣
∣
∣

2

0

=
1

b3

[

2b− 2 ln(1 + 2b)− 1

1 + 2b
+ 1

]

∫
xdx

(1 + bx)2
=

1

b2

[

ln(1 + bx) +
1

1 + bx

]∣
∣
∣
∣

2

0

=
1

b2

[

ln(1 + 2b) +
1

1 + 2b
− 1

]
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possiamo scrivere

σ =
πα2

m2

(m

ω

)3
{

1− 1

1 + 2(ω/m)
− 2 ln

(

1 + 2
ω

m

)

+ 2
( ω

m

) [

2− 1

1 + 2(ω/m)
− ln

(

1 + 2
ω

m

)]

+
1

2

( ω

m

)2
[

1− 1

[1 + 2(ω/m)]2
+ 2 ln

(

1 + 2
ω

m

)]}

(8.121)

che è valida per tutte le energie iniziali ω del γ. A basse energie ω/m→ 0
e

σ ≈ πα2

m2

(m

ω

)3
{

−2
( ω

m

)

+
8

3

( ω

m

)3

+ · · ·

+ 2
( ω

m

) [

1− 2
( ω

m

)2

+ · · ·
]

+
1

2

( ω

m

)2 [

8
( ω

m

)

+ · · ·
]}

≈ 8π

3

α2

m2
=

8π

3
r20 (8.122)

che è ancora una volta la sezione d’urto di Thomson. Ad alte energie
m/ω → 0 e

σ ≈ πα2

m2

(m

ω

)3
{

2
( ω

m

)[

− ln
2ω

m
+ · · ·

]

+
1

2

( ω

m

)2
[

1 + 2 ln
2ω

m
+ · · ·

]}

≈ πα2

ωm

[

ln
2ω

m
+

1

2
+O

(m

ω
ln
ω

m

)]

(8.123)

8.4.8 Annichilazione e−e+ −→ γγ

Riportiamo i diagrammi che descrivono l’annichilazione di una coppia in 2
γ:

che di fatto possono essere visti come i diagrammi Compton ruotati. Per-
tanto utilizzando le stesse considerazioni del paragrafo precedente avremo

Sfi =
e2

V 2

√

m2

E+E−2k12k2
(2π)4δ4(k1 + k2 − p+ − p−)v(p+, s+)

[

(−i 6ε2)
i

6p−− 6k1 −m
(−i 6ε1) + (−i 6ε1)

i

6p−− 6k2 −m
(−i 6ε2)

]

u(p−, s−)

(8.124)
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in cui si nota l’invarianza per lo scambio dei due fotoni, come richiesto dalla
statistica di Bose. Le ampiezze di questo processo possono essere ottenute
da quelle calcolate per il Compton se operiamo le sostituzioni

Compton ↔ Annichilazione coppie

ǫ, k ↔ ǫ1,−k1

ǫ′, k′ ↔ ǫ2,+k2

pi, si ↔ p−, s−

pf , sf ↔ −p+, s+

Procedendo avremo dunque la sezione

dσ =
|Sfi|2
V T

V

| ~Jinc|
V d3k1

(2π)3
V d3k2

(2π)3

=
e4

(2π)2

∫
m2

E+E−|~v+ − ~v−|
|Mfi|2

d3k1

2k1

d3k2

2k2
δ4(k1 + k2 − p+ − p−)(8.125)

e per un e− in quiete

dσ =
e4

(2π)2

∫
m

E+β+
|Mfi|2

d3k1

2k1

d3k2

2k2
δ4(k1 + k2 − p+ − p−) (8.126)

L’ampiezza invariante è

Mfi = v(p+, s+)

[

(−i 6ε2)
i

6p−− 6k1 −m
(−i 6ε1) + (−i 6ε1)

i

6p−− 6k2 −m
(−i 6ε2)

]

·u(p−, s−)

= iv(p+, s+)

[

6ε2
6p−− 6k1 +m

2p− · k1
6ε1+ 6ε1

6p−− 6k2 +m

2p− · k2
6ε2
]

u(p−, s−)

= −iv(p+, s+)

[ 6ε2 6k1 6ε1
2p− · k1

+
6ε1 6k2 6ε2
2p− · k2

]

u(p−, s−) (8.127)

dove abbiamo usato la relazione (6 p− + m) 6 εu(p−, s−) = 6 ε(− 6 p− +
m)u(p−, s−) = 0. Per γ o e− incidenti non polarizzati mediamo sugli stati
iniziali di spin. Indicando con Γ le quantità dentro le parentesi quadre,
avremo

1

4

∑

s−,s+

|Mfi|2 =
1

4

∑

s−,s+

v(p+, s+)αΓαβu(p−, s−)βu(p−, s−)δΓδρv(p+, s+)ρ

=
1

4

∑

s+

v(p+, s+)αΓαβ

( 6p− +m

2m

)

βδ

Γδρv(p+, s+)ρ

= −1

4

(
m− 6p+

2m

)

ρα

Γαβ

( 6p− +m

2m

)

βδ

Γδρ

che vale

= −1

4
Tr

[
m− 6p+

2m

( 6ε2 6k1 6ε1
2p− · k1

+
6ε1 6k2 6ε2
2p− · k2

) 6p− +m

2m

( 6ε1 6k1 6ε2
2p− · k1

+
6ε2 6k2 6ε1
2p− · k2

)]
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Pertanto avremo la sezione d’urto non polarizzata

dσ = − e4

(2π)2

∫
m

E+β+

· 1

4
Tr

[
m− 6p+

2m

( 6ε2 6k1 6ε1
2p− · k1

+
6ε1 6k2 6ε2
2p− · k2

) 6p− +m

2m

( 6ε1 6k1 6ε2
2p− · k1

+
6ε2 6k2 6ε1
2p− · k2

)]

· d3k1

2k1

d3k2

2k2
δ4(k1 + k2 − p− − p+)

Come nel caso Compton, dalle relazioni di gauge avremo

dσ =
e4

(2π)2

∫
m

E+β+

−1

4

1

2m2

[
k2

−k1
+
−k1

k2
+ 4(ǫ1 · ǫ2)2 − 2

]
d3k1

2k1

d3k2

2k2

· δ4(k1 + k2 − p− − p+)

=
α2

2m

∫
1

p+

[
k2

k1
+
k1

k2
+ 2− 4(ǫ1 · ǫ2)2

]
d3k1

2k1

d3k2

2k2
δ4(k1 + k2 − p− − p+)

Poichè nel laboratorio

∫
d3k1

2k1

d3k2

2k2
δ4(k1 + k2 − p+ − p−)

=

∫
d3k1

2k1

∫ ∞

−∞
d4k2δ

4(k1 + k2 − p+ − p−)δ(k2
2)θ(k0

2)

=

∫
d3k1

2k1
δ4[(p+ + p− − k1)2]θ(E+ + E− − k1)

=

∫ ∞

0

1

2
k1dk1dΩk1δ[(p+ + p−)2 − 2k1 · (p+ + p−)]θ(E+ + E− − k1)

=
dΩk1

2

∫ E++m

0

k1dk1δ[2m
2 + 2mE+ − 2k1(m+ E+ − p+ cos θ)]

=
1

4

m(m+ E+)

[m+ E+ − p+ cos θ]2
dΩk1

posti z ≡ cos θ, β = p+/E+, γ = E+/m avremo

k1

m
=

(m+ E+)

m+ E+ − p+ cos θ
=

1/γ + 1

1/γ + 1− βz =
1 + γ

1 + γ(1− βz)

k2

m
= 1 +

E+

m
− k1

m
=

(1 + γ)γ(1− βz)

1 + γ(1− βz)

k2

k1
= γ(1− βz)

e quindi

dσ

dΩk1
=

α2

8m2βγ

(
k1

m

)2
m

k1 + k2

[
k1

k2
+
k2

k1
+ 2− 4(ǫ1 · ǫ2)2

]
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L’angolo Θ tra i 2 fotoni può essere ricavato dalle

(k1 + k2)2 = (p− + p+)2

2k1 · k2 = 2m2 + 2mE

2k1k2(1− cos Θ) = 2m(m+ E)

1− cos Θ =
m(m+ E)

k1k2
= m

k1 + k2

k1k2
= m

(
1

k2
+

1

k2

)

che conducono a

dσ

dΩk1
=

α2

8m2βγ

(
k1

k2

)
1

1− cos Θ

[
k1

k2
+
k2

k1
+ 2− 4(ǫ1 · ǫ2)2

]

(8.128)

La somma sugli stati finali di polarizzazione nel riferimento di quiete dà

∑

(ǫ1 · ǫ2)2 = 1 + cos2 Θ

Abbiamo cos̀ı

dσ

dΩk1
=

α2

2m2βγ

(
k1

k2

)
1

1− cos Θ

[
k1

k2
+
k2

k1
+ 1− cos2 Θ

]

=
α2

2m2βγ

(
k1

k2

)
1

1− cos Θ

[

(k1 + k2)

(
1

k2
+

1

k1

)

− 1− cos2 Θ

]

=
α2

2m2βγ

(
k1

k2

)
1

1− cos Θ

[
(1 + γ)(1− cos Θ)− (1 + cos2 Θ)

]

=
α2

2m2βγ

k1

k2

[

1 + γ − 1 + cos2 Θ

1− cos Θ

]

(8.129)

Cinematicamente abbiamo le relazioni

cos Θ = 1− m

k1
− m

k2

cos2 Θ = 1 +

(
m

k1

)2

+

(
m

k2

)2

− 2
m

k1
− 2

m

k2
+ 2

m

k1

m

k2

1 + cos2 Θ

1− cos Θ
=

m

k1 + k2

[

2
k1

m

k2

m
+
k2

k1
+
k1

k2
− 2

k1

m
− 2

k2

m
+ 2

]

=
1

1 + γ

[
2γ(1 + γ)2(1− βz)

[1 + γ(1− γz)]2
+ γ(1− βz) +

1

γ(1− βz)

−2(1 + γ) + 2]

=
1

1 + γ

[
2γ(1 + γ)2(1− βz)

[1 + γ(1− γz)]2
+

[1 + γ(1− βz)]2

γ(1− βz)
− 2(1 + γ)

]

che portano a

dσ

dΩk1
=

α2

2m2βγ2(1− βz)

[

γ + 3− [1 + γ(1− βz)]2

γ(1 + γ)(1− βz)
− 2γ(1 + γ)(1− βz)

[1 + γ(1− βz)]2

]

(8.130)
Per una sezione d’urto totale, dobbiamo sommare sugli stati di polarizza-
zione finali del fotone e integrare sull’angolo solido. Poichè gli stati finali
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contengono 2 particelle identiche, nell’integrazione dobbiamo considerare
ponendo un fattore 1

2 davanti ai calcoli:

σ =
1

2

∫
dσ

dΩk1
dΩk1

Usando gli integrali

∫ 1

−1

dz

[1 + γ(1− βz)]2
=

1

1 + γ
∫ 1

−1

dz

(1− βz)2
= 2γ2

∫ 1

−1

dz

1− βz = − 1

β
ln

1− β
1 + β

abbiamo

σ =
πα2

2m2βγ2

[

−γ + 3

β
ln

1− β
1 + β

− 2γ

1 + γ
+

2

β(1 + γ)
ln

1− β
1 + β

− 2γ

1 + γ
− 2γ

]

=
πα2

2m2β2γ2(γ + 1)

[

(γ2 + 4γ + 1) ln
1 + β

1− β − 2βγ(γ + 3)

]

=
πα2

m2β2γ(γ + 1)

[(

γ + 4 +
1

γ

)

ln

√

1 + β

1− β − β(γ + 3)

]

=
πα2

m2β2γ(γ + 1)

[(

γ + 4 +
1

γ

)

ln(γ +
√

γ2 − 1)− β(γ + 3)

]

(8.131)

A basse energie, γ → 1 e β → 0, avremo

σ ≈ πα2

2m2β2

[
(6 − 1/2β4 + · · · )(β − 1/4β4 + · · · )− 4β − 1/2β3 · · ·

]

≈ πα2

2m2β2

[
2β − 1/2β3 + · · ·

]

=
πα2

m2β
[1 +O(β)] , per β ≪ 1 (8.132)

Nel limite ultrarelativistico, β → 1 e γ >> 1, invece

σ =
πα2

m2γ2
[(γ + 4 + · · · ) ln(γ + γ(1− · · · ))− γ]

=
πα2

m2γ

[

ln 2γ − 1 +
4

γ
ln(2γ) + · · ·

]

=
πα2

mE+

[

ln
2E+

m
+O

(
m

E+
ln
E+

m

)]

per γ ≫ 1 (8.133)

8.4.9 Scattering e−e− −→ e−e−

I diagrammi di Feynman per questo processo sono
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a causa dell’indistinguibilità delle particelle. La matrice di scattering è

Sfi =
−e2m2

V 2
√

E1E2E′
1E

′
2

[

i
u(p′1)(−iγµ)u(p1)u(p′2)(−iγµ)u(p2)

(p1 − p′1)2

−i iu(p′1)(−iγµ)u(p2)u(p′2)(−iγµ)u(p1)

(p1 − p′2)2

]

(2π)4δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)

in cui il segno − è giustificato dalla statistica di Fermi, secondo cui lo scam-
bio di due fermioni identici causa un cambiamento di segno nell’ampiezza.
Per e− non polarizzati avremo

dσ =

∫ |Sfi|2
V T

V

Jinc

V d3p′1
(2π)3

V d3p′2
(2π)3

=

∫
e4

(2π)2
m4

|~v1 − ~v2|
d3p′1d

3p′2
E1E2E′

1E
′
2

|Mfi|2δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)

e

|Mfi|2 =
u(p′1)γµu(p1)u(p′2)γµu(p2)u(p2)γνu(p′2)u(p1)γνu(p′1)

(p1 − p′1)4

− u(p′1)γµu(p1)u(p′2)γµu(p2)u(p1)γνu(p′2)u(p2)γνu(p′1)

(p1 − p′1)2(p1 − p′2)2

− u(p′1)γµu(p2)u(p′2)γµu(p1)u(p2)γνu(p′2)u(p1)γνu(p′1)

(p1 − p′2)2(p1 − p′1)2

+
u(p′1)γµu(p2)u(p′2)γµu(p1)u(p1)γνu(p′2)u(p2)γνu(p′1)

(p1 − p′2)4

di cui possiamo calcolare solo i primi 2 termini, essendo i secondi otteni-
bili da questi con la sostituzione p′1 ↔ p′2. Mediando sugli stati iniziali e
sommando su quelli finali avremo

∑

s1,s2,s′1,s
′
2

u(p′1)α(γµ)αβu(p1)βu(p′2)γ(γµ)γδu(p2)δu(p2)ǫ(γ
ν)ǫφ

·u(p′2)φu(p1)ρ(γν)ρθu(p′1)θ

=

( 6p′1 +m

2m

)

θα

(γµ)αβ

( 6p1 +m

2m

)

βρ

(γµ)γδ

( 6p′2 +m

2m

)

φγ

(γν)ǫφ

·
( 6p2 +m

2m

)

δǫ

(γν)ρθ

= Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν

]

Tr

[ 6p2 +m

2m
γν
6p′2 +m

2m
γµ
]

(8.134)
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e
∑

s1,s2,s′1,s
′
2

u(p′1)α(γµ)αβu(p1)βu(p′2)γ(γµ)γδu(p2)δu(p1)ǫ(γ
ν)ǫφ

·u(p′2)φu(p2)ρ(γν)ρθu(p′1)θ

=

( 6p′1 +m

2m

)

θα

(γµ)αβ

( 6p1 +m

2m

)

βǫ

(γν)ǫφ

( 6p′2 +m

2m

)

φγ

·(γµ)γδ

( 6p2 +m

2m

)

δρ

(γν)ρθ

= Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν
6p′2 +m

2m
γµ
6p2 +m

2m
γν
]

(8.135)

di cui 2 le abbiamo già calcolate e una può essere semplificata per energie
relativistiche (E >> m) in cui possiamo trascurare i termini in m2. Dunque

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν

]

=
1

m2
[(p′1)µ(p1)ν + (p1)µ(p′1)ν − gµν(p1 · p′1 −m2)]

Tr

[ 6p′2 +m

2m
γµ
6p2 +m

2m
γν
]

=
1

m2
[(p′2)µ(p2)ν + (p2)µ(p′2)ν − gµν(p2 · p′2 −m2)]

e

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν

]

Tr

[ 6p′2 +m

2m
γµ
6p2 +m

2m
γν
]

=
2

m4
[p′1 · p′2p1 · p2 + p′1 · p2p1 · p′2]

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν
6p′2 +m

2m
γµ
6p2 +m

2m
γν
]

=
1

16m4
Tr[6p′1γµ 6p1γν 6p′2γµ 6p2γν ] +O(m2)

= − 1

8m4
Tr[6p′1γµ 6p1 6p2γµ 6p′2]

= − 1

2m4
p1 · p2Tr[6p′1 6p′2]

= − 2

m4
p1 · p2p

′
1 · p′2

Nel riferimento del centro di massa

E1 = E2 = E′
1 = E′

2 ≡ E

|~v1| = |~v2| ≡ β

|~v1 − ~v2| = 2β

da cui

p1 · p2 = p′1 · p′2 ≈ 2E2

p1 · p′2 = p′1 · p2 ≈ 2E2 cos2(θ/2)

p1 · p′1 = p′2 · p2 ≈ 2E2 sin2(θ/2)

(p′1 − p1)2 ≈ −2p1 · p′1 = −4E2 sin2(θ/2)

(p′2 − p1)2 ≈ −2p1 · p′2 = −4E2 cos2(θ/2)
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e di conseguenza

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν

]

Tr

[ 6p′2 +m

2m
γµ
6p2 +m

2m
γν
]

= 8

(
E

m

)4

[1+cos4(θ/2)]

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν
6p′2 +m

2m
γµ
6p2 +m

2m
γν
]

= −8

(
E

m

)4

da cui

dσ =
e4m4

8(2π)2

∫
d3p′1d

3p′2
E4β

|Mfi|2δ4(p′1 + p′2 − p1 − p2)

e

|Mfi|2 =
1

2m4

[
1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
+

2

sin2(θ/2) cos2(θ/2)
+

1 + sin4(θ/2)

cos4(θ/2)

]

interpretabile come la somma dei quadrati delle ampiezze associate ai 2
diagrammi del processo, più un termine di interferenza. Integrando su d3p′2
e prendendo d3p′1 = E2dEdΩ avremo

dσ

dΩ
=

e4m4

8(2π)2

∫
E2dE

E4β
|Mfi|2δ(E′

1 + E′
2 − E1 − E2) (8.136)

=
α2

8E2

[
1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
+

2

sin2(θ/2) cos2(θ/2)
+

1 + sin4(θ/2)

cos4(θ/2)

]

(8.137)

che è il limite per alte energie della formula di Moller nel centro di massa.

8.4.10 Scattering e−e+ −→ e−e+

I diagrammi per questo processo sono

dove notiamo l’analogia con quelli del caso precedente. Per questo, facendo
uso delle sostituzioni

p1 ↔ p1

p′1 ↔ p′1
p2 ↔ −q′1
p′2 ↔ −q1
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e cambiando il segno nella matrice di scattering, otteniamo

Sfi = +
e2m2

V 2

1
√
Ep1Ep′1Eq1Eq′1

[

i
u(p′1)(−iγµ)u(p1)v(q1)(−iγµ)v(q′1)

(p1 − p′1)2

− i
u(p′1)(−iγµ)v(q′1)v(q1)(−iγµ)u(p1)

(p1 + q1)2

]

(2π)4δ4(p′1 + q′1 − p1 − q1)

in cui il primo termine rappresenta lo scattering e−e+ diretto e il secondo
annichilazione. Da notare inoltre che l’ampiezza è antisimmetrica stavolta.
Ancora una volta nel riferimento del centro di massa

p1 · q1 = p′1 · q′1 = 4E2

p1 · p′1 = q1 · q′1 = 4E2 sin2(θ/2)

p1 · q′1 = p′1 · q1 = 4E2 cos2(θ/2)

(p1 − p′1)2 ≈ −2p1 · p′1 = −4E2 sin2(θ/2)

(p1 + q1)2 ≈ 2p1 · q1 = 4E2

che conducono a

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν

]

Tr

[− 6 q1 +m

2m
γµ
− 6 q′1 +m

2m
γν
]

=
2

m4
[p′1 · q1p1 · q′1 + p′1 · q′1p1 · q1]

= 8

(
E

m

)4

[1 + cos4(θ/2)]

Tr

[− 6 q′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν

]

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
− 6 q′1 +m

2m
γν
]

=
2

m4
[q1 · p′1p1 · q′1 + q1 · q′1p1 · p′1]

= 8

(
E

m

)4

[sin4(θ/2) + cos4(θ/2)]

= 8

(
E

m

)4
[(

1− cos θ

2

)2

+

(
1 + cos θ

2

)2
]

= 4

(
E

m

)4

[1 + cos2 θ]

Tr

[ 6p′1 +m

2m
γµ
6p1 +m

2m
γν
− 6 q1 +m

2m
γµ
− 6 q′1 +m

2m
γν

]

= − 2

m2
p1 · q′1p′1 · q1

= −8

(
E

m

)4

cos4(θ/2)

L’elemento di matrice invariante è dunque

|M|2 =
1

2m4

[
1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
− 2 cos4(θ/2)

sin2(θ/2)
+

1 + cos2 θ

2

]
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dσ

dΩ
=

α2

8E2

[
1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
− 2 cos4(θ/2)

sin2(θ/2)
+

1 + cos2 θ

2

]

e nel limite ultrarelativistico avremo

|M|2fi =
1

2m4

[
1 + cos4(θ/2)

sin4(θ/2)
− 2 cos4(θ/2)

sin2(θ/2)
+

1 + cos2 θ

2

]

(8.138)

Se avessimo avuto la creazione di coppie µ avremmo dovuto considerare
solo il diagramma di annichilazione, essendo l’unico a contribuire perchè gli
stati iniziali e finali delle coppie particella-antiparticella sono di tipi diversi.
In questo caso avremmo avuto proprio

dσ

dΩ
=

α2

16E2
(1 + cos2 θ) (8.139)

e integrando sull’angolo solido

σ =
πα2

3E2
(8.140)

Tuttavia queste rimangono solo speculazioni teoriche che non sono in
accordo con gli esperimenti per tutti i processi del tipo e+e− → ℓ+ℓ−

quando l’energia in gioco è vicina a quella di riposo del bosone Z.
Elaborando una teoria che tenga conto della presenza di tale bosone

vettore dell’interazione debole e in concomitanza con le leggi fin qui trattate,
possiamo arrivare a fittare i dati sperimentali con enorme precisione.

8.5 Teoria elettrodebole

Esiste una teoria più complessa e generale in cui i fermioni si accoppiano
elettromagneticamente (−igγµ) oppure con un vertice del tipo g(aγµ −
bγµγ5), ovvero si accoppiano debolmente tramite il bosone Z.

La necessità di definire una nuova forza fondamentale derivava fon-
damentalmente dai risultati sperimentali: venivano osservati decadimenti
con particelle con vita media diversi ordini di grandezza superiori a quelli
elettromagnetici o forti.

Questa interazione viola la parità: questo fu dimostrato nel 1956 da Lee
e Young osservando il decadimento β Co60 −→ Ni60+e−+ν̄e schematizzato
come
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Ripetendo l’esperimento sotto l’azione di un campo magnetico ortogonale
al piano del processo, si registrano un numero diverso di conteggi rispetto
a quello privo di campo magnetico, da cui la violazione di parità.

Possiamo anticipare, come fu supposto allora, che le particelle media-
trici dell’interazione debole dovevano essere massive e cariche, come W± o
neutre, come Z0.

Il propagatore fotonico avrà forma del tipo
gµν
q2 mentre quello di Z sarà

gµν
q2−M2

Z+iΓMZ
, essendo Γ la distribuzione di probabilità che ha la particella

di decadere. Ristudiamo dunque il processo di scattering in esame nel
paragrafo precedente.

8.5.1 Scattering e+e− −→ µ+µ−

Adesso le ampiezze da considerare sono 2 canali s tree, la prima (1) di pro-
pagatore fotonico, la seconda (2) di propagatore Z, rispettivamente elet-
tromagnetico e debole. Troveremo che il modulo quadro dell’ampiezza sarà
pari a |(1)|2+|(2)|2+2Re [(1)(2)∗], dove troveremo ū(aγµ−bγµγ5)v in luogo
di ūγµv.

Da |(1)|2 otteniamo un termine del tipo 1
s ; da |(2)|2 uno del tipo 1

(s−M2
Z )+Γ2 ;

da 2Re [(1)(2)∗] un termine di contributo misto dei precedenti, che si an-
nulla molto più lentamente.

Da notare che il contributo di |(2)|2 va a zero quanto più s−M2
Z >> Γ.

Calcolando l’ampiezza per il processo che tiene conto delle due configu-
razioni appena descritte, abbiamo

M = i
e2

q2
v̄γµuūγµv +

g2

q2 −M2
Z + iΓZMZ

v̄(aγµ − bγµγ5)u ·

·ū(aγµ − bγµγ5)v (8.141)

Poichè ΓZ << MZ spesso il termine immaginario si può trascurare e in
corrispondenza degli zeri del denominatore avremo dei picchi lorentziani.
La sezione d’urto differenziale sarà

dσ

dΩ
=

1

(2π)2
1

16s
{(A2 +B2 + 2C2)(1 + cos2 θ) + 4 cos θ(AB + C2)}(8.142)

essendo

A = e2 + a2 g2

1− M2
Z

s

B = b2
g2

1− M2
Z

s

C = −ab g2

1− M2
Z

s

(8.143)

Integrando da 0 a π il termine 4 cos θ(AB + C2) si annulla, non dan-
do contributo alla sezione d’urto; è tuttavia utile per calcolare A e B.
Definendo

σ± =

∫

dΩ
dσ

dΩ
(8.144)

dove σ+ si ottiene integrando in θ ∈
[
0, π2

]
, σ− si ottiene integrando in

θ ∈
[
π
2 , π

]
, in cui il termine detto dà sempre contributo nullo. La simmetria

A, detta forward-back è definita come

A =
σ+ − σ−
σ+ + σ−

(8.145)
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da cui si ricavano informazioni sui coefficienti A,B.

8.5.2 Il bosone W

Oltre a processi di scattering, nella teoria debole ci sono interazioni tra Z
e W che hanno struttura di tipo γ.

La teoria elettrodebole SU(2)⊗U(1) mostra che quando c’è un vertice
elettrodinamico con γ ce n’è uno corrispondente con Z, come abbiamo visto
nel paragrafo precedente.

Dato che in questo non c’è proporzionalità con la carica, si accoppia
anche con neutrini secondo un processo detto scattering di corrente neutra,
diagrammabile con un canale t tree in cui i vertici iniziali sono e−, ν, il
propagatore è Z e i vertici finali sono e−, ν.

In teoria elettrodebole c’è anche un’altra particella con vertici analoghi
a Z, la W . Con questa particella (la differenza di carica tra elementi di una
famiglia è 1) leghiamo particelle di una stessa famiglia:

Carica
νe νµ ντ 0
e µ τ 1

Carica
u c t + 2

3
d s b − 1

3

Dallo studio di processi come questo e dal confronto con altri diagrammi,
sono state ricavate molte proprietà di Z.

Nei processi che coinvolgono la W il vertice è g′γµ(1− γ5), con g′ 6= g.

Quando calcoliamo l’ampiezza, troviamo u, v riferiti a particelle diverse.
L’esistenza di questi vertici fa aumentare il numero di scattering possibili.

Da confronto delle sezioni d’urto con corrente carica e neutra, si hanno
informazioni sulle oscillazioni del neutrino.

8.5.3 Introduzione ai decadimenti

IN QED non possono esserci decadimenti di particelle elementari, poichè
abbiamo visto che sarebbe violata la conservazione del quadrimpulso.

Esistono processi Compton considerati come produzioni di coppie, ma si
tratta comunque di processi 2 −→ 2. Il decadimento π0 −→ γγ, visto sotto
l’ottica del modello a quark, che descrive il pione come una coppia quark-
antiquark, non è ancora una volta da considerare come un decadimento.

Il primo decadimento che si studia in teoria elettrodebole è quello β,
dove n −→ p+ e− + ν̄e. Ma in effetti anche n e p sono particelle composte
(barioni) da 3 quark, rispettivamente udd e uud. In effetti abbiamo una
coppia di quark che fa da spettatrice e il processo reale è d −→ u+ e− + ν̄e:
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Poichè u e d sono interni a n e p e le masse di questi ultimi sono molto
maggiori delle energie coinvolte nel processo, si preferisce considerare che W
si accoppi direttamente con n e p, dunque ripristinando dunque il processo
di partenza.

Un decadimento più elementare è quello µ± −→ e± + νe± + νµ± .
Poichè l’interazione forte lega i quark della stessa specie ma con numeri

quantici di colore diversi, le particelle finali hanno la stessa massa, pertanto
non si possono avere decadimenti. Ne segue che l’unica interazione che
interviene nei decadimenti è quella debole.

Un decadimento simile a quello del µ è π± −→ e± + νe± , che può essere
diagrammato con un canale s tree i cui vertici iniziali sono d̄, u (i quark che
compongono il mesone π+ per esempio), per propagatore W e per vertici
finali e+ e νe.

8.5.4 Decadimento di µ

W e Z si accoppiamo ad un fermione e al suo neutrino corrispondente.
Possiamo immaginare un processo del tipo

f −→ νf +W −→ νf + f1 + f2 (8.146)

nel rispetto delle leggi di conservazione conosciute. Poichè mν ∼ 0 questo
processo è possibile: la coppia di fermioni più leggera realizzabile è e±, νe± .

Il µ− ad esempio, ha un unico canale di decadimento:

All’aumentare della massa si aprono nuovi canali di decadimento fino
a coinvolgere i quark. Per esempio, lo stesso canale potrebbe presentarsi
avendo questa volta ū, d (ossia π−) al posto di e−, νe− . Questo canale va
analizzato cinematicamente; infatti mπ− ∼ mµ− per cui il volume dello
spazio delle fasi è limitato e il canale è poco probabile.
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E’ invece possibile per τ , anche se è più probabile il processo τ −→
e+ νe + ντ , che coinvolge particelle finali più leggere.

Se definiamo P il quadrimpulso di µ−, Q quello di e−, p quello di νµ,
q quello di ν̄e e ci poniamo nel riferimento di quiete di µ− dove P ≡
(mµ− , 0, 0, 0) e definiamo se, sµ la polarizzazione dell’e− e del µ− rispet-
tivamente, avremo che l’ampiezza totale sarà

[
ū(Q, se)γ

λ(1− γ5)v(q)
]
[

ig′2

(q +Q)2 −m2
W + iΓWmW

]
[
ū(p)γλ(1 − γ5)u(P, sµ)

]

La presenza di 1−γ5 permette di selezionare uno stato di elicità del neutrino
(selezionando la parte left-handed). Calcolando il modulo quadro, tenendo
conto che poichè siamo lontani dal polo possiamo trascurare ΓW , otteniamo,
per i termini dentro la prima e la terza parentesi quadra:

[
v̄(q)γσ(1− γ5)u(Q, se)ū(Q, se)γ

λ(1− γ5)v(q)
]
·

·
[
ū(P, sµ)γσ(1− γ5)u(p)ū(p)γλ(1− γ5)u(P, sµ)

]

Dalla conservazione del quadrimpulso abbiamo q +Q = P − p da cui

(q +Q)2 = (P − p)2 ∼ P 2 ∼ m2
µ << m2

W

per cui possiamo approssimare il termine in parentesi quadra centrale con la

GF ∼ g′2

m2
W

di Fermi, che ha un valore di circa 1.16·10−5GeV −2. Sommando

sugli spin iniziali e finali, di cui due reali e due virtuali dei neutrini (ma che
non ci creano problemi poichè 1 − γ5 seleziona stati precisi) e mediando,
avremo

1

2

∑

spin

|M|2 =
GF
2
Tr

[ 6q
2q0

γσ(1 − γ5)
6Q +me

2Q0
γλ(1− γ5)

]

·

·Tr
[ 6P +mµ

2P0
γσ(1− γ5)

6p
2p0

γλ(1− γ5)

]

Evitando di riportare tutti i termini costanti al momento, si vede che i
termini in cui compaiono le masse delle particelle massive scompaiono, poi-
chè sviluppando le tracce delle somme come somme delle tracce e tenendo
conto che 6p = γµpµ introduce una matrice γµ e utilizzando le proprietà de-
scritte per le tracce nei precedenti paragrafi, otteniamo solo i termini privi
di massa. Dunque l’ampiezza non dipende dalle masse in gioco e otteniamo

|M|2 = 64G2
F (p ·Q)(P · q) (8.147)

Calcoliamo adesso Γ = 1
T , essendo T il tempo non r.i. (si riferisce al

riferimento di quiete di µ) dopo il quale il numero di µ si dimezza. Si
esprime Γ tramite una formula standard che viene prodotta seguendo lo
schema: si scrive un integrale normalizzato per ogni particella dello stato
finale (nel nostro caso 3); come integrando si sceglie |M|2 moltiplicato
per un termine che lo rende r.i. e che dipende dalle particelle nello stato

iniziale (nel nostro caso (2π)4δ4(P−p−Q−q)
2mµ=P0

) e infine per il prodotto scalare
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dei quadrimpulsi coinvolti nel processo (PαQβq
αpβ):

Γ =

∫
d3p

(2π)32p0

∫
d3q

(2π)32q0

∫
d3Q

(2π)32Q0
64G2

F (p ·Q)(P · q) ·

· (2π)4δ4(P − p−Q− q)
2mµ = P0

PαQβq
αpβ (8.148)

Consideriamo il termine

Iαβ =

∫
d3p

(2π)32p0

∫
d3q

(2π)32q0
64G2

F (p ·Q)(P · q) (2π)4δ4(P − p−Q− q)
2mµ = P0

PαQβ

Decomponiamo questa struttura tensoriale in tutti i possibili tensori che si
possono definire con r: r2gαβ e rαrβ , presa la combinazione linare

Iαβ = A(r2gαβ + 2rαrβ) +B(r2gαβ − 2rαrβ)

da cui
{

(r2gαβ + 2rαrβ)Iαβ = 12Ar4

(r2gαβ − 2rαrβ)Iαβ = 4Br4

Contraendo Iαβ con qαpβ avremo per la prima equazione posto 2q · p = r2:

∫
d3p

2p0

∫
d3q

2q0
|M |2δ4(P − p−Q− q)4(q · p)2 = r4

∫
d3p

2p02q0
δ(P0 − p0 −Q0 − q0)

e poichè l’integrale è r.i. ci mettiamo nel riferimento in cui p0 = q0
ottenendo

r4
∫
d3p

4p2
0

δ(P0 − p0 −Q0 − q0)

Scrivendo d3p = p2
0 sin θdpdϕdθ in coordinate sferiche e considerando che

l’integrazione su ϕ è 2π, quella su θ è 2, il cui prodotto è 4π. Utilizzando
questo risultato:

r4
∫

dp

4p2
0

δ(P0 − 2p0 −Q0)4πp2
0 = 2

4πr4

4
= 2πr4

Da quanto avevamo ottenuto nel sistema iniziale, avremo in definitiva 12Ar4 =
2πr4 che porta a A = π

6 . Con procedimento analogo si ricava per la seconda
equazione

∫

(r2gαβ − 2rαrβ)
d3p

2p0

d3q

2q0
|M |2δ4(P − p−Q− q)qαpβ

Poichè r = p+ q = P −Q avremo, a meno di fattori moltiplicativi:

2r2(q · p)− (r · q)(r · p) = 2(q · p)− 2(q · p) = 0

da cui se ne deduce B = 0. In definitiva

Iαβ =
π

6
(r2gαβ + 2rαrβ) (8.149)
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e resta da calcolare

Γ =

∫
d3Q

(2π)6
64G2

F

16Q0P0
PαQβ

π

6
(r2gαβ + 2rαrβ) (8.150)

Per Q0 esiste un limite massimo, per cui non possiamo integrare da 0 a ∞;
infine si trova

Γ =
G2
F

192π3
m5
µ (8.151)

Se una particella massiva decade in 3 a massa circa nulla, nello stato iniziale
avremo mµ ∼ 0; nello stato finale Ef = 0 e pf = 0. Se le masse sono quasi
nulle allora p 6= 0 e

∑
~p = 0, cioè gli impulsi si devono disporre a formare un

triangolo di perimetro mµ. Qmax è la lunghezza massima del segmento Ee,
l’energia massima che può avere e−: in questa configurazione il triangolo si
riduce a due segmenti coincidenti di lunghezza

mµ
2 .

L’andamento di Γ deve essere con m5
µ anche per questioni dimensionali.

Nel caso di una particella che decade in 2, abbiamo nel calcolo di Γ 2
integrali fittizi: non c’è un numero sufficiente di parametri liberi.

Finora abbiamo tralasciato gli integrali di loop. I diagrammi tree hanno
termini integrali che si semplificano con le δ integrande che abbiamo nei
vertici per via delle conservazioni nel processo.
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CAPITOLO 9

QCD

La cromodinamica quantistica è la teoria dei campi che pretende di spiegare
la natura della forza forte e delle interazioni riguardanti questa.

Purtroppo questa è l’unica teoria dove non siamo, e probabilmente non
saremo mai, capaci di osservarne direttamente i componenti fondamentali,
i quarks e i gluoni. Ciò che ci è possibile studiare sono gli stati legati di
questi componenti, ovvero gli adroni.

Fondamentalmente questa teoria di campo è più complessa da trat-
tare rispetto alla QED o alla teoria elettrodebole, per via dell’inaccessi-
bilità che abbiamo a determinate informazioni; per questo motivo sono
particolarmente sfruttate le simulazioni, rese possibili con l’avvento dei
supercomputer.

9.1 Forza forte

Già nel 1960 i fisici sapevano che il protone non era una particella elemen-
tare ma era costituito da particelle non osservabili che vennero chiamate
quarks.

I quarks dovevano essere legati da una forza, esattamente come l’elet-
trone era legato dalla forza elettromagnetica al nucleo atomico: questa fu
chiamata forza forte. Questa è inoltre responsabile di tenere legati i protoni
all’interno del nucleo: da questo già deduciamo che deve essere più intensa
della forza e.m., in quanto questa a distanze interatomiche è molto alta.

Fondamentalmente tale forza è descritta come quella e.m.: i componenti
fondamentali si scambiano dei bosoni mediatori dell’interazione privi di
massa, detti gluoni, analogamente a come i leptoni si scambiano fotoni.

Il modello a quark di Gell-Mann, che accenneremo successivamente,
riesce a classificare tutti gli adroni, barioni e mesoni
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in uno schema coerente, che tuttavia prevedeva anche una particella con
3 quark nello stato quantico, cosa non permessa ovviamente dal principio
di esclusione di Pauli, in quanto i quark sono fermioni di carica elettrica
frazionaria.

Per questo motivo, e per altri che discuteremo nella trattazione della
QCD all’interno del modello standard, è stato introdotto un nuovo numero
quantico, detto carica di colore, che nulla ha a che vedere con il significato
che il senso comune gli attribuisce, ma che è una ottima schematizzazione
che permise di fare previsioni precise riguardo la struttura adronica.

Tale numero quantico si presenta in 3 forme per i quark, red, green, blue
e in 3 forme per i rispettivi antiquark, anti-red, anti-green, anti-blue.

I barioni, cos̀ı come i mesoni, possono essere descritti in termini di quark,
rispettivamente di stati legati di 3 e 2 di questi, postulando che la carica di
colore totale della particella composta deve essere bianca:

Questo significa che la particella prevista dal modello di Gell-Mann, che
doveva avere 3 quark strani s, doveva essere composta da un quark red,
uno green e uno blue.

I mesoni invece dovevano essere costituiti da una coppia quark-antiquark,
che ancora una volta neutralizza la carica di colore.

I quark postulati inizialmente furono 3, up, down, strange, ma successi-
vamente ne fu introdotto un quarto, detto charm e ancora successivamente,
ne furono introdotti altri 2, bottom, top. Questi 6 possibili quark vengono
detti flavor. Stati legati di questi sono raffigurati di seguito, dove sono
graficati gli adroni leggeri:
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Alla luce di ciò, il campo di un quark (le sue componenti spinoriali) di flavor
f e colore c potrebbe essere indicato con la notazione qcfαβ .

La forza forte, analogamente a quella debole e a quella e.m. ha la
sua costante di accoppiamento, che mostreremo avere un comportamento
particolare: dipende dalla scala energetica dell’interazione.

9.2 Modello a partoni

Work in progress...

9.3 Modello a quark

Abbiamo già anticipato che la famiglia degli adroni ha 2 rami, quella dei
barioni, costituiti da 3 quarks, e quella dei mesoni, costituita da una coppia
quark-antiquark. Sotto l’ipotesi che tutti gli adroni abbiano funzioni d’onda
invarianti per trasformazioni di SU (3), ovvero che esse siano singoletti di
colore, che vedremo in dettaglio successivamente, possiamo scrivere gli stati
più semplici permessi come

q̄iqi ǫijkqiqjqk ǫijk q̄
iq̄j q̄k (9.1)

essendo i, j, k gli indici di colore. Nella trattazione che segue ci occuperemo
di barioni e mesoni, tralasciando di specificare le proprietà per le rispet-
tive antiparticelle, che restano immutate salvo il cambiamento di segno di
specifici numeri quantici.

Finora è stato osservato che tutti i barioni sono instabili, salvo il protone,
che risulta stabile e la cui vita media è ha un limite inferiore sperimentale
di diverse volte superiore all’età attuale dell’universo, cosa che vedremo
quando parleremo del modello standard. Di seguito riportiamo le tabelle
dei numeri quantici dei quarks e dei leptoni, il cui significato si renderà più
chiaro in seguito, ma che attualmente ci serve per costruire i barioni e i
mesoni:
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9.3.1 Barioni

Consideriamo per il momento le combinazioni dei soli 3 quark u, d, stori-
camente i primi ad essere introdotti, ed s, introdotto successivamente per
spiegare alcuni canali di decadimento strani, e con carica − 1

3 . In questa
prima trattazione, non è importante l’ordine con cui vengono scritti o let-
ti i quarks componenti il barione. La forma più semplice che possiamo
utilizzare per costruire i barioni è la seguente

dove la carica totale dell’adrone è sempre intera. Lungo l’orizzontale abbia-
mo le famiglie barioniche, doppietti o tripletti di isospin, lungo la verticale
invece ciò che facciamo variare è il numero quantico di stranezza, che con-
ta il numero di s presenti nell’adrone; analogamente per gli altri numeri
quantici riferiti ai quark.

Diagrammi di questo tipo sono molto comuni e ne esistono diverse forme
per indicare la medesima cosa: in questo caso abbiamo messo in evidenza
la crescita della massa man mano che ci spostiamo da sinistra verso destra,
per via di d che è più massivo di u.

Come si può notare le masse predette non sono in accordo con quelle
ricavate sperimentalmente: questo è dovuto alla nostra parziale conoscienza
della natura della forza forte, almeno fino al momento del modello a quark.
In questo diagramma manca per esempio la particella Λ ∼ 1.115GeV/c2,
che dovrebbe essere della forma uds: di fatto non abbiamo vietato in alcun
modo la possibilità che diversi adroni abbiano la stessa configurazione di
quark, quello che è da spiegare è il perchè queste particelle siano diverse.

Questo potrebbe essere spiegato ammettendo che i quarks componen-
ti si trovino in stati energetici differenti, esattamente come gli elettroni
all’interno di un atomo. Di fatto il diagramma precedente, con l’aggiun-
ta della particella Λ viene definito ottetto barionico, dove le combinazioni
uuu, ddd, sss sono state omesse perchè accessibili a livelli energetici più alti.
I barioni più pesanti si ottengono in maniera analoga:
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dove nessuna di queste configurazioni può essere ritrovata nella tabella a
masse inferiori. Quest’ultimo diagramma è conosciuto come decupletto ba-
rionico. La particella Ω− fu quella introdotta perchè necessaria per costru-
zione: essa fu scoperta successivamente e ciò decretò il successo del modello
di Gell-Mann.

L’estensione naturale del decupletto barionico con l’aggiunta del charm
è la piramide

che è ovviamente più complesso da trattare. Un’estensione analoga, stavolta
privata della combinazione ccc, può essere realizzata sull’ottetto barionico.

La particella Λ+
c (udc) fu scoperta nel 1975 come la Σ++

c (uuc), il barione
Λ+
b (udb) fu scoperto invece nel 1981. In teoria delle particelle, i barioni

vengono cos̀ı classificati:
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Tipo Numeri quantici
N baryons S = 0, T3 = 1

2
∆ baryons S = 0, T3 = 3

2
Λ baryons S = −1, T3 = 0
Σ baryons S = −1, T3 = 1
Ξ baryons S = −2, T3 = 1

2
Ω baryons S = −3, T3 = 0
Charmed baryons C = +1
Bottom baryons B = −1

9.3.2 Mesoni

I mesoni sono costituiti da una coppia qq̄, non necessariamente dello stes-
so flavor, come nel caso dei barioni. Storicamente il primo diagramma
mesonico di Gell-Mann fu

detto nonetto mesonico. Il π è il mesone previsto da Yukawa, che gli valse
il premio nobel. Il π0 è sia uū che dd̄: questo non significa che ve ne sono
2 tipi differenti, ma semplicemente, come poi spiegheremo in seguito, che
l’una e l’altra combinazione si implicano a vicenda per via di determinati
processi.

Le particelle η, η′ sono combinazioni diverse degli stati uū, dd̄, ss̄. I kaoni
sono 4, antiparticelle l’una dell’altra rispetto alle diagonali.

Osserviamo una stranezza: K0 e K̄0 hanno la stessa massa e la stes-
sa carica, dunque cosa ci impedisce di pensarle come la stessa particella?
In effetti, come verrà scoperto successivamente che decadono in manie-
ra differente e sono coinvolti nella violazione della simmetria fino al 1960
considerata inviolabile: la CP, che tratteremo più in dettaglio quando par-
leremo del modello standard. In teoria delle particelle, i mesoni vengono
cos̀ı classificati:

Tipo Numeri quantici
Light unflavored mesons S = C = B = 0
Strange mesons S = ±1, C = B = 0
Charmed mesons C = ±1
Charmed-strange mesons C = S = ±1
Bottom mesons B = ±1
Bottom-strange mesons B = ±1, S = ∓1
Bottom-charmed mesons B = C = ±1
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9.4 Modello perturbativo

Le correzioni radiative corrispondono a integrali non saturati negli impulsi
che spesso divergono, come per esempio

∫

d4p
1

p2 −m2

1

(p+ q)2
∼
∫
d4p

p4
∼
[

ln
p+m

m

]∞

0

che è una struttura che diverge logaritmicamente. La rinormalizzazio-
ne è quella procedura che viene utilizzata per risolvere il problema delle
divergenze. Ad ordini più alti si possono avere divergenze logaritmiche di
potenze via via superiori. In elettrodinamica, all’ordine successivo a quello
s tree possiamo avere diverse correzioni:

A) Estendibile ad ogni diramazione; B) Correzione al vertice;

C) Correzione al propagatore interno; D)-E) Diagrammi box.

Questi sono tutti diagrammi divergenti. Immaginiamo che l’impulso giri nei
loop con un valore massimo Λ, cioè diamo un cut-off |p| < Λ. Consideriamo
il processo diagrammabile come somma di un canale s tree e un canale s 1-
loop (in realtà dovremmo aggiungere anche i canali t e u 1-loop), l’ampiezza
sarà

M = λ+ λ2

∫

|p|<Λ

d4pD(p)D(p+ k) + ...

essendo D(p)D(p + k) i due propagatori. Per λ −→ ∞ l’integrale diverge,
tuttavia noi assumiamo che risulti λ2f(Λ, k) al secondo ordine. Questo
primo step si chiama regolarizzazione.

A questo punto passiamo ad eliminare in f la dipendenza da Λ: posti
Ai = Ai(Λ), A0 = 1 avremo

λ =

∞∑

i=1

Ai−1λ
i
F
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Il parametro di espansione della teoria perturbativa1 non sarà più λ ma λF .
Inoltre scegliamo Ai in modo da avere una dipendenza tale da cancellare
quella di f da Λ:

M = λ+ λ2f = λF +A1λ
2
F + ...+ λ2

F f + λ3
FA1f + ...

e richiediamo che

• Ai non dipenda da quantità fisiche;

• Se continuiamo l’espansione di M possiamo richiedere che−A = f per
un particolare valore di k, come per esempio −A(Λ) = f(Λ, k = 0).

In questo modo A non avrà dipendenza da k però

f +A = f(Λ, k)− f(Λ, 0) = ln
Λ2

k2 +m2
− ln

Λ2

m2
= ln

m2

k2 +m2

dove notiamo che scompare la divergenza al secondo ordine in λF .
Fissata A1 ci sarà adesso una divergenza all’ordine successivo in g e

quindi usiamo lo stesso procedimento per eliminarla lavorando stavolta con
A2.

Se per una data teoria riusciamo a dare una prescrizione per λ nella
lagrangiana, tale che per ogni processo di scattering riusciamo a togliere le
divergenze, il problema è risolto. In realtà λ non basta; la lagrangiana è

L =
1

2
(∂Φ)2 − 1

2
m2Φ2 + λΦ4 (9.2)

Possiamo utilizzare m e Φ supponendo che siano dipendenti da Λ. Per come
è costruita, la rinormalizzazione va dimostrata ordine per ordine in teoria
perturbativa e poi per induzione.

Definita A = f(Λ, 0) calcoliamo l’ampiezza M(k) per k = 0: in questo
modo il secondo addendo e tutti gli altri termini si semplificano portando a
M(0) = λF , per cui definiamo λF come l’accoppiamento a momenti esterni
nulli (scattering debole).

Possiamo dunque misurareM sperimentalmente e associare λF ad uno
scattering da particelle distanti. In questo modo si giunge al paradosso
della teoria di campo: non è possibile stabilire a priori il valore di λ,m,Φ.
Una volta dati questi è possibile fare molte previsioni per k 6= 0, calcolare
f −A e poi provare la teoria sperimentalmente.

Possiamo predire con precisione dunque

M(k) = λF + λ2
FF (k) + λ3

FG(k) + ...

essendo F (k) = f −A. Definiamo λF (k) costante di accoppiamento efficace
tale che

λF (0) = e

λF (k1) = λF + λ2
FF (k1) + λ3

F (k1) + ...

1λF è un parametro molto piccolo. Poichè λ può essere molto grande, la teoria pertur-
bativa è errata: per questo riarrangiamo tutto in termini di una nuova serie perturbativa
che usi λF .
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e immaginiamo scattering Thomson a bassa energia, misurando αF (0) =
e2 = 1

137 . Con l’aumentare di E la particella si avvicina al centro diffusore.
Se immaginiamo di avere una carica infinita in un punto, questa provoca
una polarizzazione del vuoto che si riflette in una creazione di coppie e−e+

virtuali che si comportano come dipoli orientati che schermano la carica
infinita al centro. Infatti, si ha sperimentalmente che αF (100Gev) = 1

128 .
Teoricamente, più ci avviniamo al centro, ad un maggiore dispendio di
energia, più sentiamo la carica al centro.

In QED λF −→ ∞ e questo fa cadere la teoria della polarizzazione del
vuoto. Oggi sappiamo che prima di questo polo ci sono altri fenomeni fisici
(unificazione debole).

Ls teoria di campo si ferma prima dell’approssimazione puntiforme, ad
energie dell’ordine di 1016GeV (grande unificazione) e per distanze maggiori
del valore rcrit, al di sotto del quale non sappiamo cosa accada.

Nello scattering e+e− −→ µ+µ− in QED abbiamo diverse correzioni,
tra le quali la rinormalizzazione della carica. I parametri che abbiamo sono
me, e, A, ψ.

Per ordini grandi si cerca di eliminare le divergenze in modo da attribuire
ad ogni classe di divergenza un parametro diverso. Per quanto riguarda la
carica utilizziamo una correzione al propagatore.

Prendiamo eF , ossia il valore fisico della carica, e procediamo come de-
scritto in precedenza. Le correzioni sulle diramazioni esterne dell’e− ven-
gono riassorbite in me, per la quale a differenza della carica non definiamo
mF (k) ma solo mF = pari alla massa dell’e−.

In un diagramma di questo tipo la dipendenza da k rimane, per via
dell’assenza di mF (k) ma si cancella con i diagrammi di correzione al
vertice.

Per i diagrammi a box non c’è divergenza:
∫

d4p
1

p

1

p

1

p2

1

p2

ma c’è dipendenza da k, per cui

σ =
4π

3

1

s
α2
sf(mµ)

[
1 +W (k)α4

F

]
+ α6...

Le correzioni al propagatore danno αe(k) che riassorbiamo definendo αs(k),
mentre quelle al vertice ci definiscono mµF .

Sperimentalmente misuriamo σ e se calcoliamo al secondo ordine otte-
niamo α2

F + α4
FF (k) + .... In presenza di un campo e.m. se andiamo a

vedere la correzione del fattore g − 2, osserviamo che la previsione teorica
è corretta fino al sesto ordine.

Riassumendo, possiamo dire che un loop fermionico introduce degli in-
finiti, che vengono assorbiti dalla rinormalizzazione, che ci dà una costan-
te di accoppiamento running che dipende fortemente dall’energia e il cui
andamento è crescente con il crescere dell’energia.

Possiamo considerare diagrammi analoghi in cui sono presenti 2, 3, ..., n
correzioni al propagatore e rinormalizzare. Ciò che otteniamo sarà

λ2
F (k) = λ2

F

[

1 +
λ2
F

k2
FR(k) + (

λ2
F

k2
FR(k))2 + ...

]
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cioè ogni bolla introduce un nuovo FR. Questa è una serie geometrica per
cui avremo

λ2
F (k) = λ2

F

1

1− λ2
F

k2 FR(k)
(9.3)

da cui l’ampiezza

M = J1µJ
2µλ

2
F (k)

k2
(9.4)

e FR rimane finito grazie alla semplificazione fatta. La nuova costante

di accoppiamento e.m. sarà αem(k) =
λ2
F (k)
4π : la polarizzazione del vuoto

modifica la carica elettrica man mano che l’energia cresce.
Analogamente possiamo trattare il caso in QCD, dove il propagatore è

il gluone e le correzioni sono costituite da bolle fermioniche e gluoniche.
In questo caso la costante è definita come αs(Λ) = αs + α2

s(Λ) e l’am-
piezza diviene

M = J1µJ
2µαs
k2

[

1 +
αs
k2
FR(k) + (

αs
k2
FR(k))2 + ...

]

La FR adesso cambia per via di entrambe le bolle, dunque

F (k,Λ)

k2
+W (Λ) =

FR(k,Λ)

k2

I problemi di divergenza arrivano non appena k2 −→ 0 come nel ca-
so della QED. Si sceglie dunque una scala arbitraria µ, poichè la fisica è
indipendente da tale scelta, e avremo

lim
q2−→µ2

F (k,Λ)

k2
+W (Λ) = 0

in modo che

αs(k, µ) = αs
1

1 + αs
k2 FR(k, µ)

(9.5)

da cui se ne deduce che la bolla fermionica tende a far diminuire la costante
di accoppiamento, quella gluonica tende invece a farla aumentare; αem e
αs hanno andamento opposto.

Nota αs possiamo ricavare αs(k, µ); tuttavia qui non abbiamo un input
sperimentale in quanto non possiamo fare scattering con i quark. Quello
che sappiamo è la relazione tra una quantità ad una scala ed una ad un’al-
tra: mentre in QED per q = 0 abbiamo αem = 1

137 , in QCD oltre µ c’è
divergenza la cui scala è

Λ2
QCD = µ2 −12π

(33− 2nflav)αs(µ)
(9.6)

per cui nota αµ ad un µ fissato, possiamo ricavare il valore Λ2
QCD per cui

tutto diverge. Il valore che viene usato sperimentalmente come input è
proprio ΛQCD.
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9.4. Modello perturbativo

9.4.1 Rinormalizzazione delle cariche

Supponiamo di voler scrivere la funzione di correlazione per un e− che si
muove da un punto x ad uno y nello spazio-tempo, tenendo conto non
solo del termine di propagazione libera ma anche delle evenutali correzioni
radiative:

dove ognuno di questi diagrammi contiene un termine eip(x−y) per i punti
esterni e un’integrazione sul momento trasportato tra stato iniziale e finale.
Al posto di lavorare con i termini di Feynman citati, lavoreremo con le
rispettive trasformate di Fourier che ci alleggeriscono la notazione. Per
esempio avremo

Abbiamo usato m0 al posto di m per indicare che in generale il termi-
ne di massa che compare nella densità lagrangiana è diverso dalla massa
osservata. Il termine libero ha un polo per p2 = m2

0: ci aspettiamo che
le correzioni radiative abbiano un polo della stessa forma, ma shiftato su
m2 = m2

0+O (α). Consideriamo il secondo diagramma, che è una correzione
del secondo ordine:

essendo

−iΣ2 (p) = (−ie)2
∫

d4k

(2π)4
γµ

i (6k +m0)

k2 −m2
0 + iǫ

γµ
−i

(p− k)2 − µ2 + iǫ
(9.7)

che ha una divergenza infrarossa che abbiamo sistemato aggiungendo una
piccola massa µ al fotone. Ma questo termine da solo non ci conduce al
polo in m che ci aspettiamo: per trovarlo dobbiamo sommare su tutti i
termini della serie di diagrammi di Feynamn. Definiamo i diagrammi 1PI,
one particle irriducible, cioè non separabili in 2 soltanto rimuovendo una
singola linea, come
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9.4. Modello perturbativo

e sia −iΣ (p) la somma di tutti questi diagrammi con 2 linee fermioniche
esterne:

La trasformata di Fourier della funzione di correlazione può essere scritta
come

in cui ogni diagramma dell’i−esima classe ha un polo in m2
0 dell’i−esimo

ordine. Essendo Σ (p) una funzione del solo 6p, commuta con p e possiamo

riscriverla come funzione di 6p se ricordiamo che p2 = ( 6p)2, da cui avremo
∫

d4x < Ω|T
[
ψ (x) ψ̄ (0)

]
|Ω > eipx

=
i

6p−m0
+

i

6p−m0

(
Σ (6p)
6p−m0

)

+
i

6p−m0

(
Σ (6p)
6p−m0

)2

+ ...

=
i

6p−m0 − Σ (6p) (9.8)

dove si evidenzia che il propagatore completo ha un polo semplice che è
shiftato da m0 per un termine Σ (6p). La massa fisica è dunque la soluzione
dell’equazione

[6p−m0 − Σ (6p)]|6p=m = 0 (9.9)

Si può dimostrare che lo shift di massa è

lim
Λ−→∞

δm =
3

4π
αm0 ln

(
Λ2

m2
0

)

(9.10)

che è una quantità divergente, cosa che concettualmente crea qualche pro-
blema, ma che può essere comunque eliminata. Tutto ciò era quanto ci servi-
va per introdurci al problema della rinormalizzazione della carica elettrica.
Sia
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9.4. Modello perturbativo

Definiamo iΠµν (q) di tutti i termini 1PI del propagatore fotonico:

di modo che Πµν
2 ne sia la correzione al secondo ordine in e. L’identità di

Ward ci dice che qµΠµν (q) = 0, da cui ne deduciamo che questo deve essere

proporzionale al proiettore gµν − qµqν

q2 . Inoltre non ci aspettiamo poli in

q2 = 0, la cui responsabile sarebbe una particella mediatrice senza massa,
che non può comparire in nessun diagramma 1PI. Pertanto scriviamo

Πµν (q) =
(
q2gµν − qµqν

)
Π
(
q2
)

(9.11)

essendo Π
(
q2
)

una funzione regolare in q2 = 0. Con questa notazione, la
funzione di correlazione del fotone diviene

che possiamo riscrivere

−igµν
q2

+
−igµρ
q2

∆ρ
νΠ
(
q2
)

+
−igµρ
q2

∆ρ
σ∆σ

νΠ2
(
q2
)

+ ... (9.12)

essendo ∆ρ
ν = δρν − qρqν

q2 . Poichè ∆ρ
σ∆σ

ν = ∆ρ
ν avremo infine

In alternativa potevamo partire dalle identità di Slavnov per il propagatore
di gauge

qµqνDab
µν = −iαδab (9.13)

la cui soluzione generale può essere scritta come

Dab
µν (q) = −iδab

[(

gµν −
qµqν
q2

)
1

1−Π (q2, α)
+ α

qµqν
q2

]
1

q2
(9.14)
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9.4. Modello perturbativo

essendo

Πab
µν (q) = −iδab

(
q2gµν − qµqν

)
(9.15)

ottenuto come abbiamo fatto precedentemente e nel caso α = 0. Tutto ciò
ci occorre per calcolare gli elementi di matrice S dove almeno un estremo
di questo propagatore esatto è connesso ad una linea fermionica. Quando
sommiamo su tutte le linee a cui può connettersi, ritroviamo, in accordo
con le identità di Ward, che i termini proporzionali a qµ o qν scompaiono,
lasciandoci nella condizione

La regolarità del propagatore per q2 −→ 0 ci viene garantita dall’invarianza
di gauge. Infatti, per la regolarità di Π il polo del propagatore fotonico

−i gµν
q2 − q2Π (q2)

(9.16)

è sempre a q2 = 0, il che ci assicura che il fotone rimane sempre a massa

nulla. Se fosse Π
(
q2
)
∼ m2

q2 avremmo il residuo shiftato su m2, come
abbiamo notato in precedenza.

Con questo meccanismo si generano le masse delle particelle di gauge, in
una forma alternativa al meccanismo di Higgs: se avessimo una particella a
massa nulla che scambiata generasse le masse, potremmo parlare di rottura
dinamica della simmetria.

La polarizzazione del vuoto produrrebbe un polo legato alla particella di
gauge a massa nulla, ma non funziona: i calcoli non restituiscono le masse
esatte.

Il residuo del polo q2 = 0 è

Z3 =
1

1−Π (0)
(9.17)

e l’ampiezza per ogni processo di scattering sarà shiftato di questo fattore
relativo al terzo ordine d’approzzimazione:

Rimpiazzando e con e
√
Z3 avremo la carica effettiva misurata in laborato-

rio: questo processo viene definito rinomalizzazione della carica. D’ora in
avanti indicheremo con la notazione e questo shift e con e0 la carica che
compare come costante nelle correnti fermioniche nella densità lagrangiana,
legate dalla relazione e = e0

√
Z3.
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9.4. Modello perturbativo

Agli ordini più bassi, come nel caso della QED, Z3 = 1 e e0 = e. Ma
c’è un altro effetto da tenere in considerazione.

Supponiamo di avere a che fare con un processo di scattering dove q2 6= 0
e supponiamo di aver calcolato Π

(
q2
)

all’ordine più basso in α, avendo

dunque Π
(
q2
)
∼ Π2

(
q2
)
, ricavando

−igµν
q2

(
e20

1−Π (q2)

)

∼ −igµν
q2

(
e2

1− [Π2 (q2) Π2 (0)]

)

(9.18)

dove le quantità in parentesi possono essere interpretate come dipendenti
da q2. Dunque l’effetto reale dell’aver rimpiazzato il propagatore fotonico
del terzo livello con il propagatore fotonico esatto è quello di rimpiazzare
α0 con una αeff definita come

αeff
(
q2
)

=
e20/4π

1−Π (q2)
=

αem
1− [Π2 (q2) Π2 (0)]

(9.19)

che è dunque una costante running, esattamente come αs. Cosa accade se
andiamo a studiare il comportamento di αeff al crescere di q2? Abbiamo
già introdotto in precedenza il concetto di polarizzazione del vuoto:

Il potenziale elettrico ammette delle correzioni che sono tanto più eviden-
ti quanto più ci avviciniamo a e0. Alla scala della lunghezza Compton
dell’e−, le coppie e+e− rendono il vuoto un mezzo dielettrico in cui la
carica apparente è minore di quella reale.

A distanze minori cominciamo con il penetrare questa nuvola di pola-
rizzazione e a vedere la carica e0. Nel limite −q2 >> m2 avremo

αeff
(
q2
)

=
αem

1− αem
3π ln

(

− q2

Am2

) (9.20)

da cui si evince che la carica elettrica aumenta man mano che penetriamo
la nuvola di polarizzazione. Sperimentalmente si nota che tenendo conto di
questi effetti, la teoria è consistente:
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9.4. Modello perturbativo

che mostra la sezione d’urto differenziale per lo scattering e+e− −→ e+e−

a Ecm = 29GeV . Se poniamo q = 1
r , possiamo riscrivere l’espressione in

funzione della distanza dal centro, che ci porta a

In QCD abbiamo una teoria non abeliana dove dobbiamo tenere conto non
solo dell’effetto fotonico ma anche di quello gluonico. Seguendo la stessa
procedura del caso precedente, ma con questa avvertenza, troviamo

αeff
(
q2
)

=
αs

1 + αs
3π ln

(

− q2

Am2

) (9.21)

ovvero la correzione gluonica per il propagatore completo ha l’effetto op-
posto a quella del caso fermionico: comportamento questo che spesso viene
riportato come libertà asintotica, ma che ricordiamo è valido solo per q2

grande. Introducendo una scala µ possiamo riscrivere

αeff
(
q2
)

=
αs
(
µ2
)

1 + αs(µ2)
12π (33− 2nflav) ln

(
q2

µ2

) (9.22)
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9.5. Modello a lattice

dove si nota che nflav al massimo può essere 16, come avevamo già visto.
Il confinamento non è perturbativo; affinchè un fenomeno sia trattabile
perturbativamente è necessario che < n|V |n′ >≪ En − En′ , in quanto lo
spettro non deve essere modificato drasticamente.

L’applicabilità delle correzioni di QCD legate alle emissioni gluoniche è
per q2 >> Λ2

QCD, essendo Λ2
QCD la scala tipica della teoria: la zona non

perturbativa è totalmente fuori dalla teoria, salvo simulazioni. La difficoltà
nei calcoli è amplificata dal fatto che in ogni punto dello spazio delle fasi
si deve tenere conto di 8 gluoni per 2 polarizzazioni, per un totale di ∞16

gradi di libertà interagenti.

9.5 Modello a lattice

Una teoria di lattice è in generale una teoria che si basa sulla discretizza-
zione dello spazio-tempo. Il lattice è una sorta di griglia spazio-temporale

e può essere di qualunque dimensione. Il modello per la QCD richiede un
lattice 4-D.

Da un lato questo riduce i gradi di libertà del sistema ma ha 2 problemi
da risolvere: il limite del continuo deve riprodurre la teoria e gli effetti di
un volume finito devono essere controllabili.

Per costruire un modello di lattice per le interazioni forti dobbiamo
trovare un set di variabili sul lattice discreto che corrispondano ai campi di
gauge non abeliani. Wilson propose che tali variabili fondamentali potevano
essere le linee che partivano da un vertice v1 ed arrivavano su un altro v2:

W (v1, v2) = P exp

[

ig

∫

dxµAaµt
a

]

(9.23)

Per costruire una teoria di gauge di lattice con un gruppo di gauge G,
dovremmo integrare su un gruppo finito di trasformazioni W per ogni
collegamento del lattice.

Prendendo il prodotto di queste matrici W lungo un cammino chiuso, un
Wilson loop, si possono costruire osservabili gauge-invarianti. Una densità
di lagrangiana opportuna può essere costruita sommando i prodotti gauge-
invarianti delle matrici W .
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9.6. Transizioni di fase

Wilson ha mostrato che il prodotto lungo un cammino chiuso P delle
funzioni di correlazione delle matrici W è tale che

<
∏

P

U >∼ e−
A
ξ2 (9.24)

dove A è l’area spazzata dal cammino. In queste condizioni Wilson ha mo-
strato che la QCD è una teoria che confina e i loop di Wilson costituiscono
un criterio di confinamento, cosa che finora non abbiamo trovato in altri
modelli.

Si può dimostrare che il potenziale è del tipo V (r) = α
r + σr, il Wilson

loop è legato a σ, detta tensione di stringa: se il loop va come un’area si
ha σ 6= 0, se va come un perimetro allora σ = 0. Il confinamento si ha solo
nel primo caso.

9.6 Transizioni di fase

Quello delle transizioni di fase è uno degli aspetti non perturbativi della
teoria, che si studia con il modello a lattice.

L’ipotesi di qeusta teoria è che esiste una temperatura critica Tc, legata
a grandezze tipiche della QCD, quali il raggio del protone rp ∼ 1fm, o alla
densità di saturazione n0 = 0.1fm−3.

La transizione di fase la aspettiamo non appena la temperatura del
sistema giunge intorno a Tc: in un piano T − µ questo si traduce in una
linea critica che separa la fase adronica da un’altra fase.

Definiamo il plasma come un gas di cariche e fotoni fortemente ionizzato
ad alte temperature. Per T cos̀ı grandi possiamo supporre che la densità
di tutte particelle sia praticamente nulla e che quindi la densità di energia
vada secondo la legge di Stephan-Boltzmann

ε =
Π2

30
T 4ng (9.25)

essendo ng il numero dei gradi di libertà del sistema. Per un plasma elet-
tromagnetico, costituito di e+, e−, γ, avremo 2 polarizzazioni per il fotone,
2 fermioni ciascuno con 2 possibili spin da cui

εQED =
Π2

30
T 4

(

2 +
7

8
· 2 · 2

)

(9.26)

Per un plasma di pioni:

επ =
Π2

30
T 4 (3) (9.27)

e per uno di quark e gluoni

εQCD =
Π2

30
T 4

(

2 · 8 +
7

8
· 2 · 2 · 3 · 3

)

(9.28)

dove abbiamo tenuto conto del flavor e del colore. Una T ∼ 200MeV
è raggiungibile in collisioni di ioni pesanti in condizioni relativistiche; a
Brookheaven si sono raggiunte energie di 100GeV per fermione.
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9.6. Transizioni di fase

Se plottiamo ε
T 4 in funzione di T ci aspettiamo di trovare un incremento

da una certa Tc: i costituenti mesonici infatti si liberano. Questo effetto
potrebbe essere l’evidenza del deconfinamento, cosa che si suppone accada
in condizioni estreme quali collissioni ad altissime energie e nelle stelle a
neutroni. Possiamo dunque dividere il piano in una zona minore di Tc dove
i quark sono confinati ed in una maggiore, dove ha inizio il deconfinamento
e la funzione ha un andamento strettamente crescente fino alla saturazione
(una volta raggiunto il numero massimo di quark da deconfinare, non può
più crescere).

La teoria però ci dice che quark e gluoni possono essere liberi solo se
T −→∞ poichè

αs =
1

b ln
(

T
Λ2
QCD

) −→ 0⇐⇒ T −→∞ (9.29)

Per T finite i quark e i gluoni sono confinati; se T >> Λ2
QCD allora la teoria

sarebbe libera.

Carica elettrica

Per alte densità elettroniche si presenta il fenomeno dello schermaggio di
Debye e il potenziale effettivo diviene

V (r) =
α

r
e−µr (9.30)

essendo 1
µ = rD il raggio di Debye. Nel vuoto il range è infinito, in un mezzo

invece si ha screening e il range effettivo dell’interazione tra le cariche è
dunque modificato.

Se rD è molto minore del raggio atomico, ci ritroviamo in un mezzo
isolante, dove gli elettroni sono localizzati e abbiamo un sistema di atomi
neutri tra loro indipendenti.

Se la densità cresce, rD cresce e gli elettroni si delocalizzano, rendendo
il sistema un conduttore.

Carica di colore

Per realizzare qualcosa di analogo al caso precedente dobbiamo considerare
i 2 termini del potenziale α

r e σr, rispettivamente la parte perturbativa e
non perturbativa. A densità finita avremo

V (r, µ) = σr

(
1− e−µr

µr

)

− α

r
e−µr (9.31)

dove notiamo che per r −→ ∞ si ha V −→ σ
µ : ci aspettiamo dunque che

cambi qualcosa nello spettro degli stati legati, che sono possibili solo se
E < V (∞).

Consideriamo lo stato legato J/Ψ pari a cc̄. A densità finita, dovendo
considerare lo screening, scompare lo stato legato dallo spettro se V supera
un certo valore critico: c e c̄ sono immersi in un sistema a densità finita,
ma appena V tende ad un valore costante dove µ > µc la risonanza J/Ψ
scompare dallo spettro, sintomo che i quark si sono delocalizzati.
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9.6. Transizioni di fase

In urti p−p ad alte energie si creano queste risonanze nello stato finale;
in urti nucleo-nucleo ci aspettiamo che queste scompaiano non appena si
formi il plasma di quark e gluoni ad alta temperatura e a densità finita.
Anche il gas di pioni può eliminare le J/Ψ:

cc̄+ uū −→ cū+ c̄u (9.32)

per cui non è chiaro il ruolo del plasma nella sottrazione di J/Ψ.
Sfruttando la teoria di lattice si studia l’effetto di T su σ. Nell’ipotesi

che i quark non rinculano si trova

σ (T ) =

{
σ (0) (Tc − T )

a
T < Tc

0 T > Tc
(9.33)

essendo a = 1
2 l’esponente critico. In questo quadro, il deconfinamento è

l’analogo del processo che porta da isolante a conduttore considerando lo
screening dell’interazione nel caso della carica elettrica.

Nella fase conduttrice i quark sono deconfinati e non appartengono a
nessun barione in particolare, cos̀ı come gli e− di un conduttore. Inoltre
l’analogia ci porta a pensare che nel conduttore, oltre alla delocalizzazione,
si ha un effetto sulla massa del portatore di carica che porta al concetto di
massa efficace, dovuta ad effetti collettivi.

Se assumiamo che mq = 0 inizialmente, tali effetti condurrebbero a m∗
q ,

la massa efficace del quark per T > Tc.
Nel primo caso le componenti left e right non si mescolano e la densità

lagrangiana è soggetta alla simmetria chirale. Nel secondo caso le com-
ponenti si mescolano. Nel lattice gli effetti della densità sono quelli di
modificare la massa: a partire da mq = 0 esiste una temperatura chirale
Tχ tale che

mq (T ) =

{

mq (0) (Tχ − T )
b

T < Tχ
0 T > Tχ

(9.34)

ovvero a T > Tχ si ripristina la simmetria chirale che manca in QCD.
Risoluzioni numeriche su lattice hanno portato a Tc = Tχ, che non sappiamo
spiegare per via della mancanza di una adeguata teoria della transizione
chirale. A T > Tc i quark si deconfinano e tornano a massa nulla.

Se quanto abbiamo supposto finora è corretto, ci aspettiamo che
(
ε
T 4

)

3−flav
sia maggiore di

(
ε
T 4

)

2−flav. Se i quark fossero davvero liberi, il valore della

costante k, indice di saturazione, dovrebbe restituire il valore di Stephan-
Boltzmann: quello che osserviamo invece è una discrepanza del 10-15%, che
non sappiamo spiegare.

Nel caso di un gas libero, indicando con p la pressione, avremmo un’e-
quazione di stato ε− 3p = 0: pertanto deduciamo che ε− 3p dia una stima
dell’intensità dell’interazione. Questa, che descrive la transizione di decon-
finamento, presenta un picco, che ancora una volta non siamo in grado di
spiegare.

Per riuscirci dovremmo capire come trattare la teoria del confinamento.
La teoria di lattice non ci dà un’idea completa: quanto sappiamo lo abbiamo
ricavato da approcci sperimentali e simulazioni numeriche.
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Superconduttività di colore

Analogamente alla superconduttività elettrica, proviamo a pensare a quella
di colore. Esiste un analogo delle coppie di Cooper? La questione rimanda
all’esistenza di canali di interazione attrattivi del tipo q − q.

Finora sappiamo che esistono i canali qq̄ e qqq e q̄q̄q̄.
LHC esplora la zona di materia adronica, quella dove la teoria di lattice

è in grado di dirci qualcosa, ma al di là di questa l’unico sistema che cono-
sciamo e che reputiamo in grado di darci una risposta è quello della stella
di neutroni. Ancora una volta non sappiamo dare una risposta efficace al
problema.
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CAPITOLO 10

Teorie di gauge

Lo scopo del modello standard è quello di fornire un quadro generale sulle
particelle esistenti in natura tramite una teoria che ne descriva coerente-
mente le interazioni e le relazioni. L’impresa è ardua e sebbene l’obiettivo
di raggiungere una teoria di grande unificazione sia la priorità della fisica
teorica moderna, siamo ancora lungi da avere risultati validi.

Con la teoria di unificazione di Weinberg e Salam siamo riusciti a de-
scrivere in un unico quadro teorico tutte le interazioni fondamentali salvo
quella gravitazionale.

10.1 QED e simmetria U(1)

Grazie al formalismo di Dirac è possibile mettere in evidenza eventuali
proprietà di simmetria della lagrangiana

L = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ

Se consideriamo la trasformazione di fase

ψ −→ ψ′ = e−iαθψ ψ̄ −→ ψ̄′ = eiαθψ̄

da cui

L′ = ψ̄′(iγµ∂µ −m)ψ′

= eiαθψ̄(iγµ∂µ −m)e−iαθψ

= eiαθe−iαθψ̄(iγµ∂µ −m)ψ

= L

avendo sfruttato il fatto che il fattore di fase è un puro numero complesso
e quindi può essere spostato all’interno di un prodotto. Ne segue che L è
invariante per trasformazioni di fase. Questo lo avevamo già visto e avevamo
anche notato che questa è una simmetria interna della lagrangiana che di
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fatto vale anche per quella di campo scalare reale o complesso spin-0:

ϕ∗′(−∂2 −m2)ϕ′ = eiαθϕ∗(−∂2 −m2)e−iαθϕ

= ϕ∗(−∂2 −m2)ϕ

Se adesso richiediamo che tale invarianza valga localmente, cioè che θ =
θ(x), avremo

ψ −→ ψ′ = e−iαθ(x)ψ

da cui

∂µψ −→ ∂µψ
′ = e−iαθ(x)(−iα∂µθ(x) + ∂µ)ψ

ottenendo in L un termine aggiuntivo, quindi perdiamo l’invarianza se ri-
chiediamo la località. Per ottenere l’invarianza introduciamo il concetto di
derivata covariante

Dµψ −→ (Dµψ)′ = e−iαθDµψ

ovvero di una derivata che si trasforma come il campo. Abbiamo visto in
precedenza che possiamo ottenere una derivanta covariante sommando un
termine a ∂µ; sia

Dµ = ∂µ + Λµ

Vogliamo trovare la condizione che deve soddisfare Λµ affinchè D′
µψ

′ =

(Dµψ)
′

= e−iαθDµψ. Abbiamo

D′
µψ

′ = ∂µψ
′ + Λ′

µψ
′ = e−iαθ∂µψ + (−iα∂µθ) e−iαθψ + e−iαθΛ′

µψ

(Dµψ)
′

= e−iαθ∂µψ + e−iαθΛψ

da cui, eguagliando si ottiene la condizione

Λ′
µ = Λµ + iα∂µθ

che è una trasformazione di gauge. Scelto Λµ = −iαAµ, essendo Aµ
il campo e.m. che fisicamente soddisfa la relazione di gauge-invarianza,
avremo

Dµ ≡ ∂µ − iαAµ ⇐⇒ A′
µ = Aµ − ∂µθ (10.1)

Sostituendo adesso Dµ a ∂µ nella lagrangiana di Dirac avremo

L = ψ̄(i 6Dµ −m)ψ (10.2)

e questa volta si otterrà l’invarianza richiesta:

L = ψ̄(iγµDµ −m)ψ = ψ̄(iγµ∂µ −m)ψ + αAµψ̄γ
µψ

Il primo termine rappresenta la Lferm di fermione libero, il secondo è un ter-
mine di interazione Lint con il nuovo campo Aµ e possiamo anche scriverlo
come JµAµ.
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Poichè Aµ rappresenta l’effettivo campo del fotone, è necessario aggiun-
gere il termine cinetico di fotone libero − 1

4FµνF
µν , ottenendo infine

LQED = ψ̄(i 6∂µ −m)ψ + αemψ̄γ
µψAµ −

1

4
FµνF

µν (10.3)

Da questa trattazione segue che la massa del fotone è nulla perchè la
teoria è gauge-invariante. Infatti se ci fosse un termine di massa del tipo
1
2m

2
γA

µAµ, la lagrangiana non sarebbe gauge invariante per come è definito
Aµ. Osserviamo inoltre che A′

µ dipende da α, pertanto la carica e.m. è un
parametro libero della teoria: l’intensità dipende solo dall’unità di carica
ma non ci dà informazioni sulle cariche Q coinvolte.

Se richiediamo una lagrangiana rinormalizzabile, otteniamo una struttu-
ra più complessa. Inoltre vogliamo notare che la nostra scelta sulla legge di
trasformazione della derivata covariante è praticamente arbitraria: nessuno
ci vieta di scegliere per esempio una legge del tipo Dµ −→ ∂µ + σµνF

µν ,
che non è rinormalizzabile e che porta ad altre strutture.

Se procediamo analogamente per il campo di Klein-Gordon carico avre-
mo

ϕ −→ ϕ′ = e−iαθϕ ϕ∗ −→ ϕ∗′ = eiαθϕ∗

Utilizzando la stessa gauge avremo anche

∂µϕ −→ Dµϕ = (∂µ − iαAµ)ϕ (∂µϕ)∗ −→ (Dµϕ)∗ = (∂µ + iαAµ)ϕ∗

per cui andando a sostituire nella lagrangiana (5.15) otterremo

L =

(
1

2
∂µϕ

∗∂µϕ− 1

2
m2ϕ∗ϕ

)

+
1

2
iα (Aµϕ

∗∂µϕ−Aµϕ∂µϕ∗) +
1

2
α2AµA

µϕ∗ϕ

= LK−G +
1

2
iαAµj

µ +
1

2
α2AµA

µϕ∗ϕ

dove ancora una volta, al termine di lagrangiana già nota si aggiunge un
termine di interazione con il campo e.m. Il lettore può facilmente verifi-
care l’invarianza in forma per le trasformazioni di fase dei campi. Infatti
considerando che

jµ = ϕ∗∂µϕ− ϕ∂µϕ∗ =⇒ jµ′ = jµ − 2iα∂µθϕϕ∗

dopo un pò di algebra si perviene nuovamente alla lagrangiana invariante
precedente.

Equazioni dei campi

Dalla lagrangiana (10.3) ci aspettiamo di ritrovare le equazioni che defini-
scono i campi di Dirac e e.m. Di fatto minimizzando l’azione S associata a
questa avremo

δS
δψ̄ (x)

= (i 6D −m)ψ (x) = 0 (10.4)

δS
δAµ (x)

= ∂νF
νµ (x) − jµ (x) = 0 (10.5)

rispettivamente le equazioni di campo di Dirac e elettromagnetico, con jµ

la densità di corrente jµ ≡ αψ̄γµψ.
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10.2 Teoria elettrodebole e simmetria SU (2)

Prima di trattare la teoria debole diamo alcune nozioni sull’algebra dei
gruppi SU(N).

Si tratta di matrici unitarie NxN : UU † = U †U = I, det(U) = 1, con U

che si può scrivere in funzione dei suoi generatori T i come U = eiT
iθi .

Affinchè U sia unitaria occorre che

T i = T i
†

Tr(T i) = 0 i = 1, 2, ..., N2 − 1

con regola di commutazione
[
T i, T j

]
= if ijkT k. Generalmente T i vie-

ne rappresentata in funzione di alcune matrici caratteristiche, f è detta
costante di struttura.

SU(2) è l’algebra che regola lo spin con a = 1, 2, 3 e
[
T i, T j

]
= iεijkT k.

La sua rappresentazione fondamentale utilizza le matrici di Pauli: T i =
1
2σ

i.
SU(3) è l’algebra che regola il colore, la cui rappresentazione fondamen-

tale è T i = 1
2λ

i, con λi matrici di Gell-Mann e i = 1, 2, ..., 8.

Non-abelian gauge

Abbiamo notato che per trasformazioni globali, il gruppo di simmetria è
abeliano. Tale simmetria si rompe se introduciamo trasformazioni loca-
li e si ripristina imponendo il passaggio alla derivazione covariante sotto
un’opportuna trasformazione di gauge.

La densità lagrangiana corrispondente è dunque invariante per trasfor-
mazioni locali, sotto tale gauge. Anche per la teoria debole vogliamo
costruire una struttura analoga a quella per la QED.

Consideriamo dunque i generatori del gruppo SU (2):
[
T i, T j

]
= iǫijkT k

e costruiamo la sua rappresentazione matriciale. La trasformazione a cui
sottoponiamo il campo è

ϕ (x) −→ ϕ′ (x) = e−iα
~L·~θ(x)ϕ (x) = U (θ)ϕ (x) (10.6)

In questa trattazione ϕ (x) è un vettore colonna, Li, Lj , Lk sono le matrici
della rappresentazione e U (θ) ∈ SU (2).

Per trasformazioni infinitesime θ −→ ǫ e δϕ = −i~L · ~ǫϕ; nel caso di 2
componenti avremo δϕ = −i~σ · ~ǫϕ, nel caso di 3 componenti invece δϕi =
ǫijkǫ3jϕk. L’invarianza per SU (2) si traduce in δL = 0 per ogni ǫi.

Ma se il gruppo di simmetria non è abeliano? Sempre per trasforma-
zioni locali avremo i generatori [Ti, Tj ] = icijkTk essendo cijk le costanti
di struttura. La rappresentazione matriciale del gruppo sarà Lj e ovvia-
mente ci aspettiamo di trovare termini non abeliani nelle grandezze che ci
interessano.

Anche in questo caso nella densità di lagrangiana i termini invarianti
per questa trasformazione sono quelli in funzione del prodotto ϕϕ∗, dove si
annullano gli esponenziali. Ciò che invece crea difficoltà è il solito termine
nelle derivate:

∂µϕ (x) −→ U (θ) ∂µϕ (x) + (∂µU (θ))ϕ (x) (10.7)
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Dobbiamo nuovamente introdurre una derivata covariante che si trasformi
come il campo e che ripristini l’invarianza della lagrangiana:

Dµϕ (x) −→ U (θ)Dµϕ (x) (10.8)

In tal modo il termine

[Dµϕ (x)]
∗

[Dµϕ (x)]

risulta invariante per costruzione.

10.2.1 Il campo di Yang-Mills

Nel caso della QED avevamo un solo generatore (per un solo campo di
gauge, Aµ), in questo caso occorre un campo di gauge per ogni generatore.
Definita

Dµϕ (x) =
[

∂µ − iαW ~T · ~Aµ
]

ϕ (x) (10.9)

essendo αW = g la costante di accoppiamento dell’interazione debole1 e Aiµ
i 3 campi di gauge richiesti dalla teoria che si trasformano in maniera tale
che valga quanto detto finora, in modo da rendere la densità lagrangiana
invariante per trasformazioni di SU (2). Siano

∂µϕ −→ Dµϕ =
(

∂µ − ig~L · ~Aµ
)

ϕ (∂µϕ)
∗ −→ (Dµϕ)

∗
=
(

∂µ + ig~L · ~Aµ
)

ϕ∗

Ancora una volta richiediamo che D′
µϕ

′ = U (θ) (Dµϕ). Andando a sosti-
tuire e sviluppando e ricordando che questa volta nulla commuta, otteniamo

ig~L · ~A′
µU (θ) = igU (θ) ~L · ~Aµ + ∂µU (θ)

da cui

~L · ~A′
µ = U (θ) ~L · ~AµU−1 (θ)− i

g
(∂µU (θ))U−1 (θ)

Poichè

(∂µU (θ))U−1 (θ) = −ig∂µ
(

~L · ~θ (x)
)

avremo infine

~L · ~A′
µ = U (θ) ~L · ~AµU−1 (θ)− ∂µ

(

~L · ~θ (x)
)

(10.10)

esattamente della stessa forma della gauge di QED ma con qualche modifica
strutturale2. Questa volta però è presente un termine non abeliano, il

1Le stesse richieste matematiche verranno fatte nel caso dell’interazione forte; qui
specifichiamo il caso debole perchè è quello che stiamo trattando adesso.

2Nei testi si usa frequentemente U† nelle relazioni dove a noi è comparso U−1: ma
ricordiamo che queste matrici sono unitarie e pertanto U−1 = U†.
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primo, al contrario del caso corrispondente in QED. Andando a sostituire
nella densità lagrangiana (5.15) otterremo

L =

(
1

2
∂µϕ

∗∂µϕ− 1

2
m2ϕ∗ϕ

)

+
1

2
ig
(

~L · Aµϕ∗∂µϕ− ∂µϕ∗~L · ~AµAµϕ
)

+
1

2
g2
((

~L · ~Aµ
)

ϕ∗
(

~L · ~Aµ
)

ϕ∗
)

= LK−G +
1

2
ig
(

~L · Aµϕ∗∂µϕ− ∂µϕ∗~L · ~AµAµϕ
)

+
1

2
g2
((

~L · ~Aµ
)

ϕ∗
(

~L · ~Aµ
)

ϕ∗
)

e analogamente per il campo di Dirac. In questo caso avremo

F iµν = ∂µA
i
ν − ∂νAiµ

da cui si mostra subito che la densità lagrangiana di propagazione libera
dei 3 bosoni vettori corrispondenti ai 3 campi di gauge3 pari a

L0 = −1

4
F iµνF

µν
i

non è gauge-invariante localmente. Per ottenere l’invarianza dobbiamo mo-
dificare F iµν esattamente come abbiamo fatto per Aiµ: dobbiamo imporre

che F iµν
′
Fµνi

′
= F iµνF

µν
i , sviluppare entrambi i membri in funzione delle

derivate di A′
µ, Aµ e sostituire, ottenendo infine

F iµν = ∂µA
i
ν − ∂νAiµ + gcijkA

j
µA

k
ν (10.11)

In QED da L0 si ricavano le equazioni di Maxwell nel vuoto; in questo
caso, a causa della presenza del termine che dipende dalla costante di
accoppiamento, troviamo termini di non linearità del terzo e quarto ordine.

Ancora una volta è proibito un termine del tipo M2
i A

i
µA

µ
i poichè can-

cellerebbe l’invarianza di gauge: ciò significa che i 3 bosoni di gauge hanno
masse nulle, il che è in netto contrasto con i risultati sperimentali per 2 di
essi. Inoltre ancora non sappiamo chi siano tali bosoni e quale sia il ruolo
del fotone, la cui massa nulla è un’evidenza sperimentale.

Di fatto le interazioni deboli, cos̀ı come quelle forti, sono a range finito
e pretendono bosoni vettori massivi, al contrario dell’interazione e.m. che
è a range infinito e pretende un bosone vettore privo di massa.

Arrivati a tal punto in molti furono tentati dall’abbandonare comple-
tamente le teorie di gauge, che comunque avevano portato alla QED, una
delle teorie più precise che la fisica abbia mai concepito. La scelta fu invece
quella di introdurre una teoria di rottura della simmetria, che desse conto
della massa dei bosoni vettori dell’interazione debole.

10.2.2 Isospin

Sperimentalmente si notò che un protone p e un neutrone n hanno le mede-
sime proprietà, salvo la carica elettrica: per questo furono considerati come

3In QED eravamo in regime abeliano e di un solo campo di gauge, da cui un solo
bosone vettore dell’interazione: il fotone.
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2 stati diversi di un’unica particella N detta nucleone:

|N >=

(
ψp
ψn

)

= ψp

(
1
0

)

+ ψn

(
0
1

)

= ψp|p > +ψn|n >

Costruiamo degli operatori per passare da uno stato all’altro

I+|n >= |p > I−|p >= |n > (10.12)

che sono delle matrici 2x2 unitarie a traccia nulla. Identificando I+ = I1,
I− = I2 e poichè

I± =
1

2
(σ1 ± σ2) (10.13)

essendo σi le matrici di Pauli, possiamo scrivere

[Ii, Ij ] = iǫijkIk (10.14)

Se Ik sono assunte come le componenti della trasformazioneU (θ) = e−iθkI
k

,
abbiamo ottenuto il gruppo SU (2) in rappresentazione di I (e quindi delle
matrici di Pauli). Le particelle p, n furono chiamate doppietto di isospin
e pertanto chiameremo Ik componenti di isospin. La trasformazione data
agisce nello spazio d’isospin e non su altri termini, per cui dobbiamo assicu-
rarci che l’interazione sia invariante per essa in tale spazio. La condizione

di invarianza si traduce in
[

Ĥ, Ik
]

= 0, essendo Ĥ l’hamiltoniano, da cui
dIk
dt = 0. Possiamo identificare lo stato di particella in funzione di I e I3

come

|p >= |I =
1

2
, I3 =

1

2
> |n >= |I =

1

2
, I3 = −1

2
>

L’interazione che descrive il comportamento del nostro doppietto di isospin
è quella forte, per cui possiamo affermare che questa conserva il numero
quantico di isospin.

Nel caso in cui I = 1, avremo un tripletto di isospin a cui corrispondono
per esempio i 3 stati di pione π−, π0, π+ rispettivamente per I = −1, 0,+1.
Per il doppietto l’operatore di carica è Q = σ3

2 + 1
2I.

10.2.3 Teoria di Fermi

Sperimentalmente si è osservato che il n decade4 in un tempo che non
è dell’ordine di quello regolato dall’interazione forte; non essendo elettro-
magnetica è dunque l’interazione debole, a corto range. In questo caso
l’elemento di matrice è

< i|V |f >=

∫

d3~rψ∗ (~r)V (~r)ψ (~r) (10.15)

Possiamo considerare l’interazione come puntiforme e quindi assumerla a
4 fermioni in un punto. In realtà questo vale per per tutti i decadimenti
deboli come per esempio in

µ+ νe −→ e− + νµ

4Decadimento n −→ p+ e− + ν̄e.
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dove avremo

< i|V |f >=

∫

d3~rψ∗
e (~r)ψ∗

νµ (~r)V ψνe (~r)ψµ (~r)

secondo quanto proposto da Fermi5.
Ma dobbiamo fare attenzione, poichè trattandosi di fermioni di Dirac

ogni funzione d’onda avrà degli indici bispinoriali: se vogliamo determinare
la costante di accoppiamento per l’interazione questa avrà i suddetti indici.
Questi sono in totale 4 e dovranno saturare in maniera tale da rendere
l’elemento di matrice

G (ψ∗
e)α

(

ψ∗
νµ

)

β
(ψνe)γ (ψµ)δ (10.16)

Lorentz-invariante. Le combinazioni da considerare vanno scelte su basi
fisiche. Dobbiamo tenere in considerazione che i neutrini sono left-handed.
Abbiamo già visto che considerando nulla la massa del neutrino possiamo
scrivere la sua funzione d’onda come somma delle proiezioni left e right6

(simmetria chirale), poichè teoricamente il termine che contiene la massa
accoppia le due parti.

L’altra indicazione fenomenologica è data dal decadimento precedente,
per cui avremo l’elemento di matrice

M =
G√

2

[
ψ̄νµγ

α
(
1− γ5

)
ψµ
] [
ψ̄eγα

(
1− γ5

)
ψνe
]

(10.17)

essendo G = 10−5 (mp)
−2

la costante di Fermi. Tali ipotesi costituiscono
il fondamento della teoria V-A. L’idea di Fermi è stata quella di scrivere
questa interazione come il prodotto di 2 correnti che non necessitano di un
propagatore:

M =
G√

2
jαjα

idea che si è rivelata corretta a basse energie. Di fatto ad alte energie
studiamo il problema in funzione di Ecm e delle masse delle particelle,
dovendo avere

M∼ GE2 > 1

quando Ecm ∼ 1√
G
∼ 320. Questa teoria deve essere necessariamente l’ap-

prossimazione che non viola il limite di unitarietà. Un altro problema sorge
non appena si analizzano i diagrammi 1-loop del’interazione, che divergono

5Si potevano scegliere anche interazioni scalare-scalare del tipo
h

`

ψ̄νµ

´

α
(ψµ)α

i h

`

ψ̄νe

´

β
(ψe)β

i

o pseudo-scalare tipo
ˆ

ψ̄νµγ
5ψµ

˜ ˆ

ψ̄νeγ
5ψe

˜

Non abbiamo un criterio per sceglierne una in particolare.
6Ricordiamo ψL,R = 1

2

`

1 ± γ5
´

, che soddisfano le equazioni di Weyl (4.49), essendo
il neutrino rappresentato da 2 componenti al posto di 4.
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quadraticamente. Come nel caso e.m. possiamo riassorbire la divergenza
rinormalizzando grazie ai parametri di massa, costante di accoppiamento
e funzione d’onda. Ma mentre in QED possiamo procedere nello stesso
modo anche a loop superiori, qui al secondo loop è già necessario aggiunge-
re altri parametri fittizi, tipico delle teorie con costanti di accoppiamento
dimensionate in termini di energia al quadrato.

Osservando la QED notiamo che ad alte energie M ∝ α ln
E2
cm

m2
e

e il

comportamento energetico va come Ecm = mee
1
α = mee

137, detto polo
di Landau e che ci dice che la teoria è errata al di sopra di questo limite

elevato. Questo effetto è legato al propagatore che va come e2
E2
cm

q2 , che
induce una violazione del limite di unitarietà ad alte energie.

Tutto ciò ci suggerisce di adimensionare la costante di accoppiamento
e di introdurre una particella che medi l’interazione, che conduce inoltre
ad una teoria rinormalizzabile. Sperimentalmente sappiamo anche che il
propagatore che dovremo considerare non potrà essere del tipo 1

q2 , che
inoltre condurrà a grossi problemi con l’invarianza di gauge.

In QED l’introduzione della derivata covariante ha portato un termine
di interazione aggiuntivo e nel processo in esame avremmo avuto

Lem = e
[
ψ̄eγαψe + ψ̄µγαψµ

]
Aα

per cui siamo tentati di scrivere una densità di lagrangiana debole pressochè
seguendo la stessa struttura. Siano Wµ

i i 3 campi di gauge Aµi introdotti
in precedenza, indicando con i la componente di isospin e con µ il fatto che
si tratta di un 4-vettore. Avremo qualcosa del tipo

Lweak =
3∑

i=1

g
[
ψ̄νµγ

α (1− γ5)ψµ + ψ̄νeγ
α (1− γ5)ψe

]
Wα
i + ...

dove abbiamo introdotto un bosone massivo carico elettricamente W di
vertice gγα (1− γ5) per riprodurre l’andamento sperimentale osservato a
basse energie. Siamo appena passati dunque dalla teoria ad un vertice
da cui si diramano 4 linee fermioniche ad una teoria a 2 vertici con un
propagatore g2

q2−M2
W

. Dobbiamo dunque imporre che

lim
q2−→0

g2

q2 −M2
W

=
G√

2
(10.18)

In QED, essendo Aα a massa nulla abbiamo

�Aα = 0

In questo caso abbiamo invece
(
� +M2

W

)
Wα = 0

con la condizione di gauge ∂µW
µ = 0. Ricordiamo che in QED ci siamo

posti in radiation gauge per ridurre ai 2 effettivi gradi di libertà il cam-
po; il campo Wµ ha invece 3 gradi di libertà e dunque necessitiamo del
propagatore bosonico

< 0|T
[
W †
αWβ

]
|0 >∼

Pµνphys
q2 −M2

W

(10.19)
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essendo Pµνphys definito in (7.124), che in QED si riduceva a −gµν poichè
i termini aggiuntivi si annullavano per conservazione sulla corrente foto-
nica. Il termine aggiuntivo al propagatore porta, nel limite di unitarietà,
a g

memµ
M2
W

, che permette inoltre di rendere normalizzabile tutta la teoria.

Adesso abbiamo tuttavia a che fare con diagrammi del tipo

che rendono nuovamente non rinormalizzabile e non unitaria la teoria, poi-

chè porta a termini tipo g2E
2
cm

M2
W

. L’ipotesi che si avanzò fu quella dell’esi-

stenza di un e− pesante con costanti di accoppiamento g′, ma questo creava
altri problemi. Allora si avanzò l’ipotesi dell’esistenza di un’altra particella,
Z0, che si accoppi con W± come

ν + ν̄ −→ Z0

Z0 −→W+ +W−

con MZ0 6= 0.

10.2.4 Il modello GWS

Abbiamo notato che Aµ, essendo privo di carica, non è adatto a descri-
vere il campo dei bosoni vettori W±. Inoltre abbiamo supposto l’esisten-
za di una nuova particella elettricamente neutra e massiva, Z0, ma non
sappiamo come questa possa trovare spazio nella teoria che vogliamo co-
struire e non sappiamo neanche a quale simmetria appellarci per descrivere
opportunamente le interazioni.

Consideriamo un problema analogo per le interazioni forti, risolto da
Yukawa nel secolo scorso. I pioni abbiamo già detto che si presentano
come un tripletto di isospin-1 e sono messi in relazione con il doppietto di
isospin- 1

2 rappresentato dai nucleoni secondo

In analogia a questo possiamo considerare i diagrammi
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Per l’interazione forte avremo un termine

Lint = gπN ψ̄γ5

(

~σ · ~φ
)

ψ (10.20)

essendo ~φ ≡ (φπ+ , φπ0 , φπ−)t l’isovettore che ha per componenti 3 funzioni
pseudo-scalari e ψ l’isospinore del nucleone. Questa interazione è invariante
rispetto a rotazioni nello spazio d’isospin in accordo con le trasformazioni

ψ −→ ψ′ = Uψ ~σ · ~φ −→ U
(

~σ · ~φ
)

U−1 (10.21)

essendo U = e−
1
2 iα~σ·~θ, in accordo con quanto stabilito in precedenza per

SU (2).
Osserviamo che abbiamo anche nella teoria debole 2 mesoni carichi (i

bosoni W±) e uno neutro (il bosone Z0), tutti massivi e che possiamo
supporre formino un tripletto di isospin Wα

i ; abbiamo inoltre i doppietti
fermionici leptone-neutrino. La densità di lagrangiana assumerebbe forma

Lint = −
∑

i

g

2
√

2

[(
ν̄µγα

(
1− γ5

)
µ
)
Wα
i +

(
µ̄γα

(
1− γ5

)
νµ
)
Wα
i + ...

]

dove abbiamo omesso di riportare gli altri termini di interazione tra e−, τ e
rispettivi neutrini. Potremmo ricercare la simmetria nell’isospin, che forma
un gruppo SU (2).

Per realizzare ciò necessitiamo di un tripletto di bosoni vettori oppor-
tunamente definiti. Sia dunque dato il doppietto left

Lµ =

(
νL
µL

)

=
1

2

(
1− γ5

)
(
νµ
µ

)

(10.22)

che seleziona le parti left per il neutrino muonico, come richiesto sperimen-
talmente. Analogamente per gli altri doppietti left. Da notare che abbiamo
scelto la notazione νµ ≡ ψνµ e µ = ψµ per semplicità. E’ semplice verificare
che

(1− γ5)
2

= 2 (1− γ5)⇐⇒ (γ5)
2

= 1

da cui

γα (1− γ5) =
1

2
γα (1− γ5)

2
=

1

2
(1 + γ5) γα (1− γ5) = 2

(1 + γ5)

2
γα

(1− γ5)

2

avendo sfruttato le regole di commutazione delle matrici di Dirac. Detto
ciò avremo

µ̄γα (1− γ5) νµ = 2L̄µγα

(
0 0
1 0

)

Lµ = 2L̄µγασ−Lµ

e

ν̄µγα (1− γ5)µ = 2L̄µγασ+Lµ

ricordando che le σk sono le matrici di Pauli tali che σ± = 1
2 (σ1 ± iσ2).

Detto ciò e definendo

Wµ
± =

1√
2

(Wµ
1 ∓ iWµ

2 ) (10.23)
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essendo W i
µ i campi di gauge della teoria di Young-Mills e ~σ = (σ+, σ−, σ0),

avremo per il campo muonico

LW = −g
2

[
L̄µγασ1LµW

α
1 + L̄µγασ2LµW

α
2

]

che è invariante per trasformazioni di SU (2) a meno di un termine pari
a L̄µσ3Lµ 6W3. Di fatto essa tiene conto delle due correnti cariche corri-
spondenti a W± ma non di quella neutra corrispondente a Z0 e di cui non
sappiamo nulla, come non sappiamo chi sia W3 per quanto detto finora
sulle interazioni deboli. Riconsideriamo la densità di lagrangiana e.m.

Lem = −eµ̄γαµAα = −eµ̄
[

γα
1

2

(
1− γ5

)
+ γα

1

2

(
1 + γ5

)
]

µAα

dove notiamo che

−1

2
eµ̄γα

(
1− γ5

)
µAα = −1

2
eL̄µγα (1− σ3)LµA

α (10.24)

dove 1−σ3 fa un taglio sul campo del neutrino che non ha interazione e.m.
Definiamo il singoletto (non un doppietto poichè abbiamo ammesso che non
esistono neutrini right-handed) right

Rµ =
1

2

(
1 + γ5

)
µ (10.25)

che è quello che ci serve per completare la densità di lagrangiana che
abbiamo fenomenologicamente. A questo punto avremo

Lem = −e
[

R̄µγαRµ +
1

2
L̄µγαLµ −

1

2
L̄µγασ3Lµ

]

Aα (10.26)

Quanto abbiamo trovato non risolve il nostro problema della mancanza di
un termine nella densità di lagrangiana weak, in quanto abbiamo trovato
un termine proporzionale a σ3 che sembra servire ai nostri scopi ma che
non può essere direttamente usato poichè la parte e.m. ha costante di
accoppiamento e e il bosone ha massa nulla, quella weak ha costante di
accoppiamento g e i suoi bosoni vettori sono massivi.

Tuttavia questi calcoli ci hanno permesso di individuare un’ulteriore
struttura nel termine e.m. che ci permette di riscriverlo come un termine
nello spazio di isospin debole.

Ci occorre una particella elettricamente neutra che non sia dunque il
fotone e che non sia neanche il neutrino, che renderebbe la teoria non ri-
normalizzabile: supponiamo che sia Z0. Vogliamo che la sua densità di
lagrangiana sia tale da avere una parte di doppietto e singoletto che si
sommi al corrispondente e.m. e una parte che si sommi alla densità di la-
grangiana di W± per renderla invariante. Definendo con Zα il campo di
tale particella, con g′ la sua costante di accoppiamento, avremo

LZ0 = −f1
[

R̄µγαRµ +
1

2
L̄µγαLµ

]

Zα − 1

2
f2
[
L̄µγασ3Lµ

]
Zα
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Diamo uno sguardo complessivo a LW , LZ0 e Lem:

LW = −1

2
g
[
L̄µγασ1LµW

α
1 + L̄µγασ2LµW

α
2

]

LZ0 = −f1
[

R̄µγαRµ +
1

2
L̄µγαLµ

]

Zα − 1

2
f2
[
L̄µγασ3Lµ

]
Zα

Lem = −e
[

R̄µγαRµ +
1

2
L̄µγαLµ

]

Aα +
1

2
e
[
L̄µγασ3Lµ

]
Aα

Ciò che vogliamo è

Lweak = LW + LZ0 + Lem
= −g

[

L̄µγα
~σ

2
Lµ

]

· ~Wα − g′
[

R̄µγαRµ +
1

2
L̄µγαLµ

]

Bα

Sommando le nostre 3 densità e imponendo l’uguaglianza con Lweak avremo
che è soddisfatta se e solo se

eAα − f2Zα = −gWα
3 (10.27)

per quanto riguarda la parte del tripletto di isospin, e che mostra come il
campo richiesto dalla teoria, la terza componente di isospin, sia pari ad una
combinazione lineare (mixing) del campo fotonico e di quello di Z0 e allo
stesso tempo si definisca un campo di gauge Bα di U (1) come

−eAα − f1Zα = −g′Bα (10.28)

Questa Lweak è invariante sotto trasformazioni di SU (2) e U (1) e le nostre
posizioni renderebbero le divergenze trattabili in forma logaritmica. Quan-
to detto per il campo muonico può essere generalizzato allo stesso modo
agli altri leptoni, per cui omettiamo l’indicazione specifica del leptone, con-
sideriamo le parti che non abbiamo considerato della densità di lagrangiana
e.m. e di Z0 e scriviamo

Lweak = −gL̄
[

γα
~σ

2
L

]

· ~Wα − g′
[

R̄γαR+
1

2
L̄γαL

]

Bα (10.29)

Passiamo a determinare le costanti e le loro relazioni. Poichè abbiamo
considerato un mixing ortogonale dei campi per realizzare la densità di
lagrangiana che ci interessava, avremo dalle definizioni di Wα

3 e Bα rispet-
tivamente:

{
g =

√

e2 + f2
2

g′ =
√

e2 + f2
1

=⇒
{
f2 =

√

g2 − e2
f1 =

√

g′2 − e2

da cui

f1 + f2 =
√

g′2 − e2 +
√

g2 − e2

Sempre dalle definizioni, abbiamo

(f1 + f2)Zα = gWα
3 + g′Bα =⇒ f1 + f2 =

√

g2 + g′2
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Eguagliando i secondi membri di f1 + f2 e dopo qualche semplice passaggio
si ottiene la relazione

e =
gg′

√

g2 + g′2
(10.30)

per cui

Zα =
g

√

g2 + g′2
Wα

3 +
g′

√

g2 + g′2
Bα

che ci suggeriscono di identificare i coseni direttori

cos θW =
g

√

g2 + g′2
sin θW =

g′
√

g2 + g′2
(10.31)

dove θW è l’angolo di Weinberg, da cui segue subito

e = g sin θW = g′ cos θW (10.32)

e facendo uso di tutte queste espressioni si ricavano le costanti introdotte:

f2 = g cos θW f1 = g′ sin θW (10.33)

che conducono a
{
Bα = cos θWA

α + sin θWZ
α

Wα
3 = − sin θWA

α + cos θWZ
α

che possiamo mettere in forma matriciale come
(
Bα

Wα
3

)

= R (θW )

(
Aα

Zα

)

(10.34)

Le trasformazioni del gruppo di simmetria per cui la densità di lagrangiana
della teoria elettrodebole risulta invariante è dunque SU (2)W ⊗ U (1)B.

La derivata covariante dovrà contenere un termine in accordo con quanto
abbiamo già detto per ricavare la lagrangiana di Yang-Mills ed uno che si
accorda con quanto detto per l’invarianza di gauge per il campo Aµ in QED.
Essa avà la forma

Dµ ≡ ∂µ − ig ~T · ~Wµ − ig′Y Bµ (10.35)

essendo le componenti di ~T i generatori di SU (2)W e Y il generatore di
U (1)B, che si dimostra essere l’ipercarica. Introdotto un tensore antisim-
metrico Bµν , sulla linea disegnata in QED, definito come

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ (10.36)

avremo il termine cinetico libero in teoria elettrodebole pari a

Lfree = −1

4
F iµνF

µν
i −

1

2
BµνB

µν (10.37)

in accordo con quanto detto finora. Non dimentichiamo che la gauge-
invarianza ci conduce inevitabilmente a lavorare con bosoni di gauge a
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

massa nulla. Come abbiamo già anticipato, se questo va bene per il fotone,
non va d’accordo con i dati sperimentali per i bosoni vettori dell’interazione
debole, che sono pesantemente massivi. Ciò ci induce a pensare che deve
esistere un qualche meccanismo che porti alla rottura della simmetria e dia
ai bosoni vettori la massa opportuna. Alla luce di quanto detto possiamo
descrivere i diagrammi di corrente carica

e neutra

e quelli di auto-interazione dei bosoni di gauge:

Per finire sono inclusi anche i processi semileptonici del tipo

che legano i leptoni ai bosoni di gauge.

10.3 Rottura spontanea della simmetria

Nella teoria che abbiamo trattato finora ci siamo accorti che non abbiamo
mai supposto la massa una proprietà elementare da associare ad un campo.
Di fatto le teorie di gauge prevedono masse nulle per i bosoni vettori delle
interazioni che abbiamo studiato. Ci chiediamo dunque se esiste un qualche
meccanismo che causi una rottura di simmetria innescando un’interazione
che generi massa.

Per esempio data la densità lagrangiana L0 + V (|~r|) essa è invariante
per rotazioni, cosa invece non vera se aggiungiamo un termine del tipo αx
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che rompe esplicitamente tale simmetria. Nel caso della teoria GWS po-
tremmo considerare una Lweak simmetrica alla quale aggiungere un termine
di rottura della simmetria.

Tuttavia anche questo è un problema: arriveremmo ad una teoria non
rinormalizzabile. La procedura dunque per attuare ciò deve essere più pro-
fonda e non può essere esplicita: abbiamo bisogno di una rottura spontanea
della simmetria, ovvero di un meccanismo SSB.

10.3.1 Meccanismo SSB

Un ferromagnete ha stati simmetrici, ma il suo stato fondamentale non
è simmetrico, analogamente diciamo che abbiamo una rottura spontanea di
simmetria se la teoria è invariante per delle trasformazioni, nel caso elettro-
debole esse sono di gauge non abeliane, ma non lo è lo stato fondamentale
della teoria stessa.

Cominciamo con il considerare un campo scalare in φ4−theory:

L =
1

2
(∂µϕ∂

µϕ)− 1

2
µ2ϕ2 − 1

4
λϕ4

Cominciamo col chiederci se µ2 è positivo. Se cos̀ı fosse il potenziale efficace
corrispondente V (ϕ) sarebbe rappresentato da una parabola passante per
l’origine con la concavità verso l’alto; la configurazione energetica più bassa,
il minimo, sarebbe a ϕ = 0 e la densità lagrangiana introdotta godrebbe
della simmetria discreta ϕ −→ −ϕ. Lo stato fondamentale che si ottiene è
< ϕ0 >= 0, dunque anch’esso simmetrico, quindi non possiamo puntare sul
termine quadratico per cercare il meccanismo SSB. D’altro canto se µ < 0
dovremmo interpretarlo come una particella che si muove a velocità v > c,
scartiamo dunque quest’altra ipotesi e studiamo lo stato fondamentale della
teoria.

In meccanica quantistica un potenziale del tipo V (x) = −x2 + γx4 è
una doppia buca, che in un volume finito mescola i 2 minimi per tunneling,
ma che in un volume infinito, come in QFT, li mantiene ben separati, ed
uno di questi è la scelta che dobbiamo fare per lo stato fondamentale che
adesso sarà non nullo:
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

Adesso ϕ = 0 è un massimo locale e i due minimi −ϕ0, ϕ0 sono simmetrici
rispetto ad esso; nel momento in cui si sceglie uno di questi come fonda-
mentale viene rotta la simmetria. Noi ci troviamo in un caso simile se
assumiamo V (ϕ) = −µ2ϕ2 + λϕ4 e deduciamo che

|ϕ0| =
√

−µ
2

λ
(10.38)

Vedremo successivamente, che questo meccanismo è l’unico che porta ad
una teoria rinormalizzabile. Per calcolare la massa effettiva, operiamo uno
shift ϕ′ = ϕ− < ϕ0 > in modo da avere una L (ϕ′)

L (ϕ′) =
1

2
(∂µϕ

′) (∂µϕ′) + µ2ϕ′2 − λ < ϕ0 > ϕ′3 − 1

4
λϕ′4 +

1

4
< ϕ0 > µ2

con un minimo a zero, che sappiamo come trattare e avremo m =
√

−2µ2.

Scegliamo come stato fondamentale < ϕ0 >= +
√

−µ2

λ ≡ v, e ribadiamo

che la simmetria discreta adesso è rotta allo stato fondamentale. Ciò che
ci occorre è un modello SSB ’continuo’.

10.3.2 Modello σ, π

Sia data la densità lagrangiana

L =
1

2
(∂µσ) (∂µσ) +

1

2
(∂µπ) (∂µπ)− V

(
σ2 + π2

)
(10.39)

V
(
σ2 + π2

)
=

1

2
µ2
(
σ2 + π2

)
+

1

4
λ
(
σ2 + π2

)2
(10.40)

che è invariante per rotazioni nel piano σ − π (simmetria O (2)). I minimi
del potenziale si ottengono per

∂V

∂σ
= σ

[
µ2 + λ

(
σ2 + π2

)]
= 0

∂V

∂π
= π

[
µ2 + λ

(
σ2 + π2

)]
= 0

Per µ2 > 0 abbiamo σ = π = 0 e quindi uno stato fondamentale simmetrico
insieme con la densità lagrangiana. Per µ2 < 0 si ha che σ = π = 0 è un
massimo e i minimi si distribuiscono lungo la circonferenza

√

σ2 + π2 =

√

−µ
2

λ
(10.41)

come si può notare in figura
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Possiamo definire7 gli assi nel piano σ − π come

< σ0 >=

√

−µ
2

λ
< π0 >= 0 (10.42)

Dunque sempre per µ2 < 0 definiamo lo shift s = σ− < σ0 > ottenendo la
nuova densità

L =
1

2
[∂µs∂

µs+ ∂µπ∂
µπ] + µ2s2 − λ < σ0 > s

(
s2 + π2

)
− 1

4
λ
(
s2 + π2

)2

Notiamo che s è il campo di una particella di massa positiva −2µ2 mentre
il campo π è senza massa, ovvero non ha risentito della rottura di simme-
tria, che è un primo esempio del teorema di Goldtone: se una teoria ha
una simmetria continua della lagrangiana che non è una simmetria dello
stato fondamentale, deve esistere un bosone senza massa. Ciò viene subito
generalizzato al caso in cui si hanno più simmetrie: esiste un bosone di
Goldstone per ogni generatore della trasformazione che non risente della
rottura di simmetria.

Fondamentalmente quanto abbiamo trovato può essere interpretato cos̀ı:
finchè la massa resta positiva si ha un minimo stabile nell’origine che lascia
inalterata la simmetria; non appena questa diviene negativa l’origine diven-
ta instabile e per piccole fluttuazioni nell’origine il potenziale dà origine ad
uno stato fondamentale infinitamente degenere.

10.3.3 Teorema di Goldstone

Per dimostrare il teorema di Goldstone il numero di trasformazioni continue
di simmetria linearmente indipendenti.

Nel modello lineare σ per esempio non ci sono simmetrie continue per
N = 1, mentre per N = 2 c’è una direzione di rotazione. Una rotazione

in N dimensioni può avvenire in qualunque dei N(N−1)
2 piani, cos̀ı che una

teoria O (N)−simmetrica ha tale numero di simmetrie continue.

Dopo la SSB ci sono (N−1)(N−2)
2 rimanenti simmetrie, corrispondenti

alle rotazioni degli N − 1 campi π. Il numero di simmetrie rotte, è la
differenza, in questo caso N − 1.

7Un approccio simile, detto σ−model di Gell-Mann e Lèvy, adopera un termine
aggiuntivo di rottura della simmetria pari a cσ nel potenziale, ma la trattazione resta
qualitativamente identica.
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Il teorema di Goldstone asserisce che per ogni SSB continua, la teo-
ria deve contenere una particella priva di massa, appunto un bosone di
Goldstone.

Consideriamo una teoria che contenga molti campi ϕa (x), con una
lagrangiana della forma

L = termini con derivate− V (ϕ) (10.43)

Sia ϕa0 (a) un campo costante che minimizza V , cos̀ı che

∂

∂ϕa
V

∣
∣
∣
∣
ϕa(x)=ϕa0

= 0 (10.44)

Sviluppando V intorno a questo minimo avremo

V (ϕ) = V (ϕ0) +
1

2
(ϕ− ϕ0)

a
(ϕ− ϕ0)

b

(
∂2

∂ϕa∂ϕb
V

)

ϕ0

+ ... (10.45)

Il coefficiente del termine quadratico,

(
∂2

∂ϕa∂ϕb
V

)

ϕ0

= m2
ab (10.46)

è una matrice simmetrica, i cui autovalori danno le masse dei campi. Questi
non possono essere negativi poichè ϕ0 è un minimo. Per dimostrare il
teorema dobbiamo mostrare che ogni simmetria continua della lagrangiana,
che non è una simmetria di ϕ0, dà origine ad un autovalore nullo di questa
matrice. Una simmetria continua generica ha forma

ϕa −→ ϕa + α∆a (ϕ) (10.47)

essendo α un parametro infinitesimo e ∆a una qualche funzione. Per campi
costanti i termini con derivate scompaiono e il potenziale da solo, nella
lagrangiana, deve essere invariante per la nostra trasformazione continua:

V (ϕa) = V (ϕa + α∆a (ϕ))⇐⇒ ∆a (ϕ)
∂

∂ϕa
V (ϕ) = 0 (10.48)

Differenziando rispetto a ϕb e ponendo ϕ = ϕ0 avremo

0 =

(
∂∆a

∂ϕb

)

ϕ0

(
∂V

∂ϕa

)

ϕ0

+ ∆a (ϕ0)

(
∂2

∂ϕa∂ϕb
V

)

ϕ0

(10.49)

Il primo termine scompare perchè ϕ0 è un minimo di V , di conseguenza
il secondo si annulla. Se la trasformazione non altera ϕ0, cioè la simmetria è
rispettata allo stato fondamentale, si avrà ∆a (ϕ0) = 0, che è una relazione
banale. Una SSB ha luogo per ∆a (ϕ0) 6= 0: in questo caso ∆a (ϕ0) è il
vettore che stavamo cercando, con autovalore zero, cos̀ı che il teorema di
Goldstone è provato.
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10.3.4 Il meccanismo di Higgs

Abbiamo notato che in presenza di un meccanismo SSB possiamo scegliere
le masse soltanto dopo aver scelto il ground state, quindi solo dopo aver
rotto la simmetria.

Quando abbiamo analizzato il legame tra interazione e.m. e debole
abbiamo notato che l’invarianza di gauge ci ha imposto dei bosoni di gauge
privi di massa.

Se alla luce di quanto sappiamo adesso, trovassimo un meccanismo SSB
che rompa la simmetria e ci permetta di selezionare le masse corrette?
Questo fu quello che si chiese Higgs.

In quanto abbiamo studiato finora l’interazione tra le particelle segui-
va da un principio di simmetria, imponendo l’invarianza di gauge per le
trasformazioni del gruppo di simmetria siamo pervenuti alla relazione tra
carica elettrica e carica debole. Ma anche se la densità di lagrangiana che
abbiamo costruito è gauge-invariante, la teoria potrebbe non essere altret-
tanto per via di una rottura spontanea della simmetria. Esiste un teorema
di Weinberg secondo il quale se una teoria contiene un meccanismo SSB
allora è rinormalizzabile.

Il meccanismo di Higgs in definitiva si propone come un SSB unito
all’invarianza di gauge.

Caso abeliano

Consideriamo la densità lagrangiana

L = ∂µϕ
∗∂µϕ− µ2ϕ∗ϕ− λ (ϕ∗ϕ)

2
(10.50)

e la trasformazione locale di U (1)

ϕ −→ ϕ′ = eiαθ(x)ϕ (10.51)

Abbiamo già mostrato che tale L non è invariante per questa classe di
trasformazioni e abbiamo introdotto la derivazione covariante che la rende
invariante a patto di definire la trasformazione di gauge

Aµ −→ A′
µ = Aµ − ie∂µθ (x) (10.52)

per il campo Aµ, che conduce alla densità di lagrangiana dell’interazione
tra un campo scalare carico e il campo e.m. Se µ2 > 0 non ci sono rotture
di simmetria spontanee, ma non appena passiamo a µ2 < 0 ecco che si
presenta un SSB. Se definiamo

σ√
2
−→ ℜ (ϕ)

π√
2
−→ ℑ (ϕ)

procedendo analogamente a quanto abbiamo fatto per il modello σ−π, tro-
veremo il valore di aspettazione del vuoto < ϕ >0= v√

2
. Lo shift tuttavia,

essendo stavolta il campo scalare complesso, ha bisogno dell’introduzione
di 2 campi ulteriori ξ e η ed è definito come

ϕ = ei
ξ
v
v + η√

2
=

1√
2

[
v + η + iξ +O

(
ξ2
)]

(10.53)
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

Il valore di aspettazione del vuoto è stavolta zero. In questa trattazione ξ
è associato alla rottura di simmetria U (1) e in assenza del campo di gauge
Aµ possiamo concludere che sia privo di massa: ξ è un bosone di Goldstone.
Ma riscriviamo la densità di lagrangiana in termini dei campi ξ e η e Aµ:

L = −1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µη∂

µη +
1

2
∂µξ∂

µξ

+
1

2
e2v2AµA

µ − evAµ∂µξ + µ2η2 +O
(
ξ3, η3

)
(10.54)

essendo v2 = −µ2

λ . Il campo η ha massa −2µ2, ma l’interpretazione di ξ e
Aµ non è immediata per via dei termini di mixing.

La procedura da seguire sarebbe quella di calcolare il propagatore com-
binato per entrambi, trovare le regole di Feynman e studiare i poli della ma-
trice S. Ma esiste un metodo più semplice, fortunatamente. Ricordando che
la densità lagrangiana da cui siamo partiti è invariante per trasformazioni

di gauge locali, scelto eθ (x) = ξ(x)
v avremo

ϕ −→ ϕ′ = e−i
ξ(x)
v ϕ =

v + η√
2

Aµ −→ A′
µ = Aµ −

1

ev
∂µξ

che porta a

L = −1

4
F ′
µνF

′µν +
1

2
∂µη∂

µη +
1

2
e2v2A′

µA
′µ

+
1

2
e2A′2

µη (2v + η)− 1

2
η2
(
3λv2 + µ2

)
− λvη3 − 1

4
λη4

dove sono scomparsi i termini di mixing e possiamo dedurre subito che il
mesone scalare η ha massa 3λv2 + µ2, il mesone vettore A′

µ ha massa ev
e non ci sono particelle corrispondenti a ξ, in quanto assente totalmente.
Che fine ha fatto?

Esso era responsabile della componente longitudinale del campo vettore
nella nuova gauge. Inizialmente c’erano 2 campi scalari e 1 un fotone senza
massa con 2 possibili polarizzazioni. Per µ2 > 0 questi sono i gradi di
libertà corretti. Se µ2 < 0 invece la teoria descrive una particella scalare
con 1 stato di elicità e un vettore massivo con 3 stati di elicità: in effetti
il numero dei gradi di libertà computato come particelle di polarizzazione
fissata, è rimasto lo stesso.

Nell’ultima gauge la L sembra essere una teoria di campo di particelle,
ciascuna disaccoppiata dall’altra al secondo ordine e dunque manifesta-
mente unitaria per qualunque ordine in teoria perturbativa. Una gauge di
questo tipo è spesso definita gauge unitaria o U−gauge.

Caso non abeliano

Consideriamo una densità lagrangiana

L = ∂µϕ
†∂µϕ− µ2ϕ†ϕ− λ

(
ϕ†ϕ

)2
(10.55)
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

essendo ϕ l’isodoppietto di campi scalari complessi

ϕ =
1√
2

(
ϕ1 + iϕ2

ϕ3 + iϕ4

)

(10.56)

che si trasforma come il doppietto left introdotto nella teoria GWS, da cui

ϕ†ϕ =
1

2

∑

i

ϕ2
i (10.57)

Se µ2 > 0 la simmetria della corrispondente L è la stessa del ground state
con minimo a ϕ†ϕ = 0. Se µ2 < 0 si ripresenta un SSB con minimo a

< ϕ†ϕ >0= −µ
2

2λ
(10.58)

Per rompere la simmetria scegliamo dunque il doppietto

ϕ =

(
0
v

)

v2 =< ϕ†ϕ >0 (10.59)

e introduciamo lo shift generalizzato

χ (x) = ϕ (x)− ϕ0 = U (x)

(
0
v + η

2

)

U (x) = e−i~σ·
~ξ(x) (10.60)

essendo U una trasformazione di SU (2), da cui otteniamo, a meno di
termini di ordine superiore:

χ (x) =

(

v
(
ξ(2) + iξ(1)

)

η√
2
− iαξ(3)

)

(10.61)

per un totale di 4 campi: i 3 campi ~ξ senza massa, dunque bosoni di
Goldstone, e un campo massivo η di massa −2µ2 > 0. Ma SU (2) ha
3 generatori: 1 rompe la simmetria e 2 no, ci aspetteremmo di trovare
al più 2 bosoni di Goldstone. Perchè ne troviamo 3? Significa che deve
esserci un’altra simmetria che di fatto esiste: L è invariante anche per
trasformazioni di U (1) del tipo δϕ = i

2ǫϕ, diagonale nello spazio di isospin

come 1
2I, che commuta con i generatori ~σ2 di SU (2).

Ma allora essendo tali simmetrie indipendenti avremo come gruppo di
simmetria G = SU (2) ⊗ U (1); è questa che dobbiamo rompere, e non la
singola SU (2).

La domanda diviene dunque: quali trasfomazioni T di G lasciano inva-
riante ϕ0, ovvero8 Tϕ0 = 0?

I generatori I, σ1, σ2,
1−σ3

2 non soddisfano questa condizione, ma 1+σ3

2
si. Cò significa che 3 generatori non lasciano invariante lo stato di vuoto,
mentre uno si, da cui per il teorema di Goldstone ci aspettiamo 3 bosoni
privi di massa. Ma i bosoni di Goldstone non sono i bosoni di gauge, quindi
abbiamo ancora qualche speranza di risolvere il problema.

Richiediamo l’invarianza per trasformazioni locali di G per cui inseriamo
la derivata covariante e dunque tanti bosoni quanti sono i generatori che

8Infatti se Tϕ0 = 0 avremo eiαTϕ0 = ϕ0 per ogni α.
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

non rispettano la condizione data, cioè 3; questo ci darà la relazione tra
bosoni di Golstone e bosoni di gauge. La densità di lagrangiana diverrà

L = (Dµϕ)† (Dµϕ)− V
(
ϕ†ϕ

)
− 1

4
F iµνF

µν
i −

1

4
BµνB

µν (10.62)

in accordo con quanto trovato in teoria GWS. I termini F iµνF
µν
i e BµνB

µν

li conosciamo già e sappiamo come interpretarli. Introduciamo dunque 2
costanti di accoppiamento, una per SU (2) e una per U (1), rispettivamente
g e g′ e scriviamo la derivata covariante in funzione di queste e dei genera-
tori del gruppo, in forma lievemente diversa da come l’abbiamo scritta in
precedenza, ma comunque con le stesse caratteristiche:

Dµ ≡ ∂µ + ig ~Aµ ·
~σ

2
+ ig′Bµ

I

2
(10.63)

essendo σi le matrici di Pauli e I l’identità. Per µ2 > 0 ancora una volta
leggiamo un termine massa e i campi di gauge a massa nulla.

Preso µ2 < 0 ci aspettiamo SSB; cerchiamo la configurazione di campo
costante che minimizza il ground state e introduciamo i campi η e ~ξ come li
abbiamo trattati in precedenza, trascurando i termini di ordine superiore.
La densità lagrangiana diventa

L =
1

2
∂µη∂

µη +
1

2

g2v2

2

[
A1
µA

1
µ +A2

µA
2
µ

]
+

1

4
v2
(
gA3

µ − g′Bµ
) (

gA3µ − g′Bµ
)

+
1

2

(
−2µ2

)
η − 1

4
F iµνF

µν
i −

1

4
BµνB

µν + other terms (10.64)

avendo omesso di riportare i termini di ordine superiore e quelli costanti.
Notiamo che possiamo isolare subito le masse dei campi A1

µ e A2
µ, pari a

M2
W = 1

2
g2v2

2 ; inoltre il campo scalare η ha massa −2µ2 e sono scomparsi

i campi ~ξ. Da notare il termine quadratico del mixing dei campi A3
µ e Bµ,

di cui non possiamo sapere la massa.
Ma definendo Zµ e Aµ come abbiamo visto in precedenza, in funzione

dell’angolo di Weinberg θW , con tan θW = g′

g e le leggi ricavate in GWS,
otteniamo

L =
1

2
∂µη∂

µη +
1

2

g2v2

2
A1
µA

1
µ +

1

2

g2v2

2
A2
µA

2
µ +

1

2

(
g2v2

2 cos2 θW

)

ZµZ
µ

−1

2

(
−2µ2

)
η2 − 1

4
F 1
µνF

µν
1 − 1

4
F 2
µνF

µν
2 − 1

4
ZµνZ

µν − 1

4
AµνA

µν

(10.65)

dove si nota che la simmetria è stata rotta in modo da avere

m2
η = −2µ2

M2
W =

g2v2

2

M2
Z =

M2
W

cos2 θW
> M2

W

m2
γ = 0 (10.66)
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10.4. Teoria elettrodebole in SU (2)⊗ U (1)

essendo m2
η = m2

H la massa del bosone di Higgs, sulla quale la teoria non
fa previsioni ed esistono solo limiti sperimentali.

Ancora una volta sottolineamo che Z0 e γ costituiscono un mixing e che
quanto trovato finora riconduce alla teoria elettrodebole. Alla luce di quanto
ricavato, riconsideriamo la derivata covariante elettrodebole, che possiamo
dunque riscrivere come

Dµϕ =
g

cos θW

(σ3

2
− sin2 θWQ

)

Zµ + g sin θWQAµ (10.67)

essendo il primo termine il broken generator e il secondo l’unbroken gene-
rator, con Q = 1+σ3

2 . Ridefinendo dunque

W 1
µ = W+

µ =
1√
2

(
A1
µ + iA2

µ

)

W 2
µ = W−

µ =
1√
2

(
A1
µ − iA2

µ

)

ci ricolleghiamo a quanto trovato in GWS e avremo i diagrammi per l’ac-
coppiamento del bosone di Higgs ai bosoni di gauge:

10.4 Teoria elettrodebole in SU (2)⊗ U (1)

In questo paragrafo cerchiamo di mettere insieme i pezzi della teoria che
abbiamo costruito, definendo le parti della densità di lagrangiana GWS
comprensiva delle considerazioni sull’invarianza di gauge per trasformazioni
del gruppo G e del meccanismo di Higgs.

Dalla relazione G√
2

= g2

8M2
W

e da quelle ricavate per le masse dei bosoni

di gauge, con l’ausilio dei dati sperimentali si ricava MW ≃ 75GeV , MZ ≃
86GeV . Per il bosone di Higgs la stima è tra 120 e 750 GeV . Supponiamo
l’Higgs leggero: mH < 120GeV ; questo non può decadere in 2 Z0 ma al
90% è valido il processo H −→ bb̄, studiato al Tevatron.

Dobbiamo considerare che il bosone di Higgs genera anche la massa dei
fermioni per mezzo di una interazione. Infatti se

LHLint = gψ̄lψlϕ (10.68)
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con uno shift ϕ′ = ϕ− < ϕ0 > del campo avremo

LHLint = gψ̄lψlϕ
′ − gψ̄lψl < ϕ0 > (10.69)

dove il termine aggiuntivo è ml = gl < ϕ0 > e dà conto della massa dei
leptoni, esclusi i neutrini. Da ciò deduciamo che < ϕ0 > è fissato dalle
masse, che dipendono dunque dall’intensità dell’accoppiamento del leptone
con il bosone di Higgs in maniera direttamente proporzionale.

Il decadimento studiato al Tevatron si distingue poco dal fondo, è per
questo motivo che all’LHC si studierà il canale H −→ γγ. Se pγ1 , pγ2 sono i

4-impulsi dei 2 fotoni, la massa invariante del sistema è m2
γγ = (pγ1 + pγ2)

2
;

cercando gli eventi in coincidenza dei γ e calcolando energia e angolo si
risale al numero di eventi relativi al processo studiato. Se l’Higgs leggero
non dovesse esistere, non dovremmo trovare un eccesso di coppie di fotoni
in processi ad energie dell’ordine di 100GeV .

Per quanto riguarda l’Higgs pesante, 130Gev < mH < 1TeV , si studia-
no principalmente i canali

H −→ Z0Z0 H −→W+W− H −→ t̄t (10.70)

Per il primo canale, poichè Z0 decade in 2 leptoni con un buon rapporto
sul segnale di fondo, cerchiamo in totale 4 leptoni, ovvero 2 coppie in coin-
cidenza. Dalla misura di El si ricostruisce l’impulso trasverso delle Z0 e
dal numero di eventi si risale a quello totale.

Al LEP si è studiato il canale e+e− −→ Z0H dove

Z0 −→ q̄q H −→ b̄b (10.71)

Z0 −→ e+e− H −→ b̄b (10.72)

Z0 −→ q̄q H −→ τ̄ τ (10.73)

Lagrangiana elettrodebole

La L conterrà dei termini liberi che descrivono le 3 famiglie leptoniche, i
bosoni vettori di gauge massivi, il fotone, il bosone scalare di Higgs e le loro
mutue interazioni.

• Termine di bosone libero la cui forma è

Lbosonfree = −1

4
~Fµν · ~Fµν −

1

4
BµνB

µν − 1

4
FµνF

µν +
1

2
∂µη∂

µη

(10.74)

• Termine di leptone libero:

Lleptonfree =
∑

l

iL̄lγ
µ∂µLl +

∑

l

iR̄lγ
µ∂µRl

=
∑

l

i

[
1− γ5

2

(
ψνl
ψl

)]†
γ0γµ∂µ

1− γ5

2

(
ψνl
ψl

)

+
∑

l

i

[
1 + γ5

2
ψl

]†
γ0γµ∂µ

1 + γ5

2
ψl

=
∑

l

iψ̄νlγ
µ 1− γ5

2
∂µψνl

∑

l

iψ̄lγ
µ∂µψl (10.75)

259



10.5. QCD

• Termine di interazione bosone di gauge-leptone:

LLGint =
∑

l

g

2
√

2

(

J
(l)
−
µ
W−
µ + J

(l)
+

µ
W+
µ + J

(l)
0

µ
Z−
µ

)

−
∑

l

eJ
(l)
E

µ
Aµ

=
∑

l

g

2
√

2

[
ψ̄lγ

µ
(
1− γ5

)
ψνlW

−
µ + ψ̄νlγ

µ
(
1− γ5

)
ψlW

+
µ

]

+
∑

l

g

2
√

2

1√
2 cos θW

[
ψ̄νlγ

µ
(
1− γ5

)
ψνl

−ψ̄lγµ
(
g′ − γ5

)
ψl
]
Zµ −

∑

l

eψ̄lγ
µψlAµ (10.76)

• Termine di auto-interazione del bosone di Higgs in gauge unitaria:

LHiggs = µ2|ϕ|2 + λ|ϕ|4 =
µ2

2
(v + η)

2
+
λ

4
(v + η)

4

=
µ2

2

(√

−µ
2

2λ
+ η

)2

+
λ

4

(√

−µ
2

2λ
+ η

)4

(10.77)

• Termine di accoppiamento Higgs-leptone:

LHLint = −
∑

l

gl

(√

−µ
2

2λ
+ η

)

ψ̄lψl (10.78)

• Termine di interazione bosone di gauge-Higgs:

LHGint =

∣
∣
∣
∣
i

(

∂µ + ig ~Aµ ·
~σ

2
+ ig′Bµ

I

2

)

ϕ

∣
∣
∣
∣

2

− |i∂µϕ|2 (10.79)

da cui infine

Lelectroweak = Lbosonfree + Lleptonfree + LLGint + LHiggs + LHLint + LHGint (10.80)

10.5 QCD

Studiando la teoria GWS, siamo partiti dalla ricerca di un gruppo di sim-
metria U (1), procedendo per SU (2) ed eseguendo tutti i calcoli del caso per
rendere la teoria gauge-invariante per trasformazioni del prodotto diretto
di questi due gruppi.

Quanto abbiamo trovato aveva a che fare con matrici 2x2, con 3 gene-
ratori per SU (2) e 1 per U (1), avendo ricercato la simmetria nello spazio
d’isospin, almeno per quanto riguarda il primo di questi 2 gruppi, cosa che
ci è stata suggerita da certe analogie con l’interazione forte e la teoria di
Yukawa per i doppietti fermionici e i tripletti mesonici.

Il punto di partenza per la ricerca di un gruppo di simmetria in QCD,
la teoria delle interazioni forti, deve essere inevitabilmente SU (3), relativo
alle rotazioni che si possono eseguire nello spazio di colore dei quark. Ciò
che ci aspettiamo di trovare è una teoria costruita sulla stessa linea del-
la GWS, dunque gauge-invariante localmente e non abeliana, dove questa
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volta i generatori sono 32 − 1 = 8 e la rappresentazione matriciale, come
abbiamo anticipato in precedenza, non sarà data più dalle matrici di Pauli
e dall’identità, ma da quelle di Gell-Mann.

Prima di addentrarci nella costruzione di una teoria di questo tipo,
vediamo perchè nc = 3 è proprio il numero di stati per quark-flavor che ci
serve.

10.5.1 Teoria di Cabibbo

I quark sono dei fermioni di spin 1
2 e carica frazionaria. Fondamentalmente

per questo possono essere trattati come i leptoni in teoria GWS. Ciò che
però ci interessa è vedere in che modo.

Per spiegare alcuni dati sperimentali, si propose di introdurre un dop-
pietto (u, d)

t
; ciò spiegava interazioni che comprendevano il pione negativo,

strutturato come ūd, ma restavano esclusi processi che invece vedevano pro-
tagonisti i kaoni, come per esempio K+, di struttura us̄, da cui la necessità
di una corrente debole che accoppi questi 2 quark.

L’idea proposta da Cabibbo fu quella di introddure un doppietto che
contenesse un mixing di flavor:

NL =

(
u

d cos θC + s sin θC

)

L

(10.81)

essendo θC l’angolo di Cabibbo. Questo angolo si può misurare sperimen-
talmente esaminando il branching ratio dei processi menzionati:

Γ (K+ −→ µ+νµ)

Γ (π+ −→ µ+νµ)
∼ sin2 θC =⇒ θC ∼ 13◦ (10.82)

Se definiamo sθL = sL cos θC−dL sin θC la combinazione lineare ortogonale
dei flavor s e d e i singoletti dR, sR, uR, possiamo scrivere la densità
lagrangiana per l’interazione

Lint = N̄L

(

gγµ
~σ

2
~Aµ +

1

3
g′γµ

I

2
Bµ

)

NL

+

[

s̄θL

(

−g
′

3

)

γµBµsθL − d̄R
g′

3
γµBµdR − s̄RγµBµsR

]

+
2

3
ūRg

′γµBµuR (10.83)

che riscritta in termini di W±
µ , Zµ, Aµ mette in evidenza un termine di

corrente neutra

N̄Lσ3γµNLZ
µ =

[
ūLγµuL − cos2 θC d̄LγµdL − sin2 θC s̄LγµsL

− sin θC cos θC
(
d̄LγµsL + s̄LγµdL

)]
Zµ

dove la parte in sin θC cos θC cambia la stranezza e non ha riscontro speri-
mentale.

A questo punto entra in gioco il meccanismo GIM, di Glashow, Iliopou-
los, Maiani: sθL non è un singoletto e si introduce un quarto flavor c, detto
charm, tale che

(
u

d cos θC + s sin θC

)

L

;

(
c

s cos θC − d sin θC

)

L

(10.84)
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con l’aggiunta del singoletto cR ai 3 precedenti. Adesso quando si verifica
l’accoppiamento con Z0 si ottengono 2 termini che cambiano la stranez-
za, provenienti da ciascun doppietto, che all’ordine più basso si cancellano
esattamente. Molti anni dopo la previsione teorica di c, fu scoperta nel
1974 la particella J/Ψ, o cc̄.

L’esistenza di c ci impone di considerare sia il contributo di u che quello
di s nella corrente neutra; inoltre anche le correnti cariche subiscono un
cambiamento.

Il modello GIM è in buon accordo con la fenomenologia ed è quasi
simmetrico. In realtà per avere una simmetria più completa dovremo ag-
giungere altri 2 flavor, b e t, in modo da avere 3 doppietti left. A questo
punto il mixing deve necessariamente essere formalizzato da una matrice:
questa esiste ed è detta CKM, matrice di Cabibbo, Kobayashi, Maskawa.
Per dare pienamente significato a tale matrice occorre capire la generazione
delle masse.

Ci chiediamo inoltre perchè i quark sono in coppie: in effetti questo
cancella le correnti neutre non osservate e permette la rinormalizzazione,
che richiede che i diagrammi di loop triangolari siano soppressi:

Abbiamo dunque 3 coppie di quark come avevamo considerato 3 coppie
di leptone-neutrino: associando ad ogni quark il numero quantico di colore,
che può assumere 3 valori, eliminiamo l’anomalia assiale che renderebbe la
teoria inconsistente e che si presenta nel diagramma 1-loop triangolare per
la parte assiale di Z0.

Questa anomalia scompare se per ogni coppia leptonica c’è proprio una
coppia di quark, di conseguenza se si trovasse un altro leptone dovremmo
cercare anche il settimo quark.

L’anomalia si cancella per via dell’esistenza di un fattore moltiplicativo
nc = 3, ma per essere certi che questo sia il numero dei colori, dobbiamo
ritrovare questo valore anche in altri processi.

Consideriamo π0 −→ γγ: il dato sperimentale e la previsione teorica
differiscono esattamente di un fattore 3. Infatti Γexp = (7.9 ± 0.05)eV
contro una Γth = 7.87

9 eV ; tenendo conto del fattore n2
c = 9 a moltiplicare

per la previsione teorica, otteniamo Γth ≈ Γexp.

Consideriamo i processi e+e− −→ hadrons e e+e− −→ µ+µ− il cui
branching ratio è

R =
Γ (e+e− −→ hadrons)

Γ (e+e− −→ µ+µ−)
(10.85)

dove è stato richiesto il fattore nc = 3 per mettere in accordo teoria ed
esperimento.
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Nei processi e+e− −→ q̄q per ottenere annichilazione si deve avere
√
s >

2mq e abbiamo

R =
Γ (e+e− −→ q̄q)

Γ (e+e− −→ µ+µ−)
nc = nc

6∑

f=1

e2fθ
(
Ecm − 2mqf

)

e2θ (Ecm − 2mµ)
(10.86)

il cui fit restituisce nc = 3. Infine le particelle ∆++ = (uuu), Ω− = (sss),
∆− = (ddd) hanno i rispettivi quark nello stesso stato di flavor e spin totale
3
2 , per cui i quark si trovano anche nel medesimo stato di spin. Essendo
fermioni, questo viola il principio di Pauli: avendo una ψ simmetrica e
dovendola avere antisimmetrica, è richiesta una parte antisimmetrica che
viene attribuita al colore.

10.5.2 QCD e simmetria SU (3)

Consideriamo dunque una teoria che si basa sul gruppo di simmetria SU (nc = 3),
che come abbiamo visto, deve avere 8 generatori corrispondenti a 8 bosoni
di gauge a massa nulla detti gluoni.

Partiamo dalla densità lagrangiana di fermione libero applicandola ai
quark:

L = q̄i(iγ
µ∂µ −m)qi

Ovviamente richiediamo come nei casi studiati in precedenza che que-
sta sia invariante per trasformazioni del gruppo scelto e gauge-invariante
localmente.

Qui q va considerato come un vettore nello spazio dei colori: altrimenti
dovremmo specificare che si tratta di un red, green o blue e sommare le 3
densità lagrangiane corrispondenti. Dove non altrimenti specificato, d’ora
in avanti q rappresenterà un vettore di colore.

Non ripetendo ciò che è già stato detto, scriviamo per prima cosa
la rappresentazione matriciale di SU (3) e i generatori e la loro algebra,
aspettandoci che anche questa, come per SU (2), porti ad una teoria non
abeliana:

~T =
1

2
~λ (10.87)

espressa utilizzando le matrici di Gell-Mann λ, tali che

[
λa, λb

]
= 2ifabcλc {λa, λb} =

4

3
δabI3x3 + 2dabcλc (10.88)

essendo d costanti totalmente simmetriche nei 3 indici e fabc le costanti di
struttura di SUC (3). Inoltre

Tr
(
λaλb

)
= 2δab (λaλa)αβ =

16

3
δαβ (10.89)

La generica rotazione nello spazio di colore è dunque

U (θ) = e−igs
1
2
~λ·~θ(x)
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dove, per analogia con la GWS, notiamo che la costante di accoppiamento è
gs al posto di αW e che le matrici ~σ della rappresentazione sono rimpiazzate
dalle ~λ, ma sostanzialmente i calcoli e le considerazioni rimangono identiche:
l’ordine in cui vengono eseguite le rotazioni nello spazio è fondamentale, ne
segue che d’ora in avanti avremo a che fare nuovamente con un’algebra non
abeliana.

Procediamo analogamente al caso della GWS e della QED introducendo
una derivata covariante e richiedendo la simmetria per trasformazioni locali,
ottenendo quanto già ottenuto in GWS, per un campo a 8 componenti
stavolta e con le sostituzioni discusse.

Considerando i quark dei campi di Dirac massivi e carichi, la densità
lagrangiana sarà del tipo

LQCD =

6∑

f=1

q̄f (iγµDµ −m)qf + other terms

Se indichiamo con α e β l’indice di colore, definiamo

(Dµ)αβ ≡ δαβ∂µ − igs
(
λa

2
Aaµ

)

αβ

(10.90)

essendo il secondo termine non diagonale e dipendente dalla base di SU (3)
scelta.

Introduciamo il campo di gauge Aµ, che questa volta rappresenta 8
bosoni vettori, che si trasforma come

A′
µ = UAµU

−1 − i

gs
(∂µU)U−1

= UAµU
−1 − ∂µ

(

~T · ~θ
)

(10.91)

Scrivendo in funzione dei singoli campi bosonici:

[Aµ]αβ ≡
(
λa
2

)

αβ

Aaµ (10.92)

con αβ indici di colore. Sviluppando in serie la U
(

~θ
)

e troncando al primo

termine ed eseguendo tutti i calcoli algebrici, otteniamo

UAµU
−1 = Aµ − gsfabc

λb

2
θbA

c
µ (10.93)

dove l’ultimo termine è responsabile degli effetti fisici di QCD. Introdotto
il tensore di interazione forte

Fµν ≡ i

gs
[Dµ, Dµ] = ∂µAν − ∂νAµ − igs [Aµ, Aν ] (10.94)

che si trasforma come

F ′
µν = UFµνU−1 Fµν ≡

λa
2
F aµν (10.95)
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da cui, per il singolo campo otteniamo

F aµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gsf

abcAbµA
c
ν (10.96)

Procedendo analogamente a quanto detto nel caso GWS, il termine libero
sarà

Lfree = −Tr (FµνFµν) = −1

4
F aµνF

µν
a (10.97)

che definisce la densità di lagrangiana di Yang-Mills per campi self-interagenti
in SUC (3) (si ritrovano vertici a 3 e 4, da cui ne deduciamo che si tratta
di una teoria self-interagente con costante di accoppiamento gs).

Rimandando al lettore la semplice verifica, quello che otteniamo da
questo termine cinetico, tralasciando la parte non relativa al termine non
abeliano, è

LQCD3 = −1

2
gsfabc

(
∂µF

a
ν − ∂νF aµ

)
Fµb F

ν
c (10.98)

che rende conto delle interazioni a 3 gluoni e

LQCD4 = −1

4
g2
sfabcF

µ
b F

ν
c F

b
µF

c
ν (10.99)

che giustifica la presenza di quelle a 4. In definitiva, sostituendo opportu-
namente avremo

LQCD =
∑

f

∑

α,β

q̄fα(iγµ∂µ + gsγ
µλa

2
Aaµ)αβq

f
β +

∑

f

∑

α

q̄fαq
f
αmqfα

− 1

4
Fµνa F aµν

essendo f l’indice di flavor e α, β quelli di colore9 e avendo omesso il simbolo
di sommatoria sui prodotti che contengono gli indici a, che sono in totale
8 come già detto in precedenza.

Il primo addendo è quello di lagrangiana libera, il terzo descrive la parte
gluonica, quella libera e di autointerazione (vertici a 3 e a 4).

I gluoni sono privi di massa, ma LQCD confina rendendo i processi come
se essi fossero massivi. Se fosse mq = 0 oppure la massa fosse la stessa per
tutti i quark ci sarebbe una simmetria per scambio di flavor: SUf (6).

In realtà non è cos̀ı, pertanto si trattano separatamente i flavor leggeri
(u, d, s) e quelli pesanti (c, b, t). Per i primi mq ∼ 0 per cui si ricava una
simmetria parziale SU(3)f da non confondere con quella di colore. In questo
caso il termine di lagrangiana libera soddisfa la simmetria chirale10.

Introducendo i proiettori PL e PR e moltiplicando per tale termine PL+
PR = 1, otteniamo la scissione in diversi termini, da cui ne segue che i quark
non compaiono mai da soli ma in stati legati, barioni e mesoni, in modo
tale che possiamo osservare solo gli stati finali a struttura neutra nel colore,
caratteristica a cui viene dato il nome di confinamento.

9Questa volta non abbiamo considerato q come un vettore nello spazio dei colori e
ne abbiamo esplicitato tutte le componenti.

10Ovvero è invariante per trasformazioni del tipo q −→ γ5q.
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10.5.3 Matrice CKM

Abbiamo detto che le masse dei campi vengono generate dall’interazione
con il campo di Higgs e sono direttamente proporzionali all’intensità del-
l’accoppiamento. Abbiamo anche detto che ci sono 3 quark leggeri, la cui
massa è approssimabile a 0 e 3 massivi.

Andando a riconsiderare la densità lagrangiana di Yukawa e il termine
di Higgs che causa la SSB, vediamo in che modo si genera la massa dei
fermioni: leptoni e quark. Sia

ϕ =

(
0

v +H (x)

)

= v

(
0

1 + H(x)
v

)

H (x) =
η (x)

2
(10.100)

Il termine di Yukawa lo possiamo scrivere nella forma

LY = c(d)Q̄LϕdR + c(u)Q̄Lϕ
†uR +

∑

l=µ−,e−,τ−

c(l)L̄ϕR + h.c (10.101)

nella base degli autostati deboli, avendo assunto QL =

(
uL
dL

)

. Se i

neutrini dovessero avere massa, dovremmo inserire un ulteriore termine
proprio in questa densità. Questa è invariante per trasformazioni di gauge
applicando la SSB otteniamo

LY = −
(

1 +
H

v

)[

mdd̄d+muūu+
∑

l

ml l̄l

]

(10.102)

che ci restituiscono, secondo quanto abbiamo visto in precedenza, dei ter-
mini quadratici da cui tiriamo fuori le masse, essendo

[md,mu,ml] = −
[

c(d), c(u), c(l)
] v√

2
(10.103)

dove le masse dei fermioni diventano dei parametri liberi, su cui la teoria
non ci dice nulla e dipendenti dai coefficienti di Yukawa. Finora abbiamo
considerato i 3 leptoni con la stessa massa, cosa ovviamente non realistica.
Se consideriamo le masse leptoniche diverse, allora avremo

LY = Y dQ̄LϕdR + Y uQ̄Lϕ
†uR +

∑

l

Y lL̄ϕR+ h.c. (10.104)

essendo le Y le matrici complesse di Yukawa. Da questa densità lagrangiana
otteniamo, per la SSB, i termini di massa

[Md,Mu,Ml]ij = −
[

Y
(d)
ij , Y

(u)
ij , Y

(l)
ij

] v√
2

(10.105)

anch’essi matrici 3x3 non diagonali complesse. La densità diventa

LY = −
(

1 +
H

v

)[

d̄LMddR + ūLMuuR +
∑

l

l̄LMllR

]

(10.106)
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Se vogliamo diagonalizzarle per avere le masse corrispondenti sulla diago-
nale, dobbiamo utilizzare una matrice unitaria S tale che

Md = SdLMdS
d
R

†
= diag (mu,mc,mt) (10.107)

Mu = SuLMdS
u
R
† = diag (md,ms,mb) (10.108)

Ml = SlLMlS
l
R

†
= diag (me,mµ,mτ ) (10.109)

Noi non conosciamo le matrici S però notiamo che ci hanno fatto passare,
mediante una rotazione, dagli autostati deboli nello spazio di flavor a quelli
di massa nello spazio delle masse. In questo spazio avremo

d′L,R = SdL,RdL,R u′L,R = SuL,RuL,R l′L,R = SlL,RlL,R (10.110)

da cui, tenendo conto della definizione delle matrici S, giungiamo a

LY = −
(

1 +
H

v

)[

d̄′LMdd
′
R + ū′LMuu

′
R +

∑

l

l̄′LMll
′
R

]

(10.111)

Notiamo che se fL è un leptone o un quark left-handed, otteniamo

f̄ ′
Lf

′
L = f̄ ′

LS
f
LS

f
L

†
f ′
L = f̄LfL (10.112)

da cui ne deduciamo che per correnti neutre avremo L′nc = Lnc, ovvero
invarianza rispetto alla rotazione eseguita da S. Diverso è invece per i
termini di corrente carica, dove per esempio

ū′Ld
′
L = ūLS

u
LS

d
L

†
dL = ūLV dL SuL 6= SdL (10.113)

dove si nota invece che l’invarianza precedente è scomparsa. Possiamo
riscrivere dunque i termini di densità lagrangiana di corrente neutra e carica
rispettivamente come

Lnc =
e

2 sin θW cos θW
Zµ
∑

f

f̄γµ
(
vf − afγ5

)
f (10.114)

dove vf , af sono rispettivamente i coefficienti di accoppiamento vettoriale
e assiale11, con diagramma

e

Lcc =
g

2
√

2
W+
µ




∑

i,j

ūiγ
µ
(
1− γ5

)
V dj +

∑

l

ν̄lγ
µ
(
1− γ5

)
V(ν)l



+ h.c.

(10.115)

con diagramma

11Questi coefficienti vengono fuori dalla teoria GWS e sono definiti come af = σ3 e
vf = σ3

`

1 − 4 sin2 θWQf

´

, essendo Qf la carica del fermione corrispondente.
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essendo

V =





Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb



 (10.116)

la matrice di mixing di Cabibbo, Kobayashi, Maskawa, responsabile di
processi che coinvolgono flavor-changing come

Sebbene dunque il mixing sia un fenomeno che riguarda tutti i quark,
abbiamo che partner dello stesso doppietto hanno accoppiamento più forte:

Per i leptoni dobbiamo vedere cosa accade alla matrice di mixing. Se la
massa dei neutrini è nulla, non abbiamo mescolamento e c’è conservazione
separata del numero leptonico; altrimenti se dovesse esistere la componente
right dei neutrini e la loro massa non è esattamente nulla, ci aspettiamo di
ritrovare un mescolamento simile a quello dei quark e si conserva il numero
leptonico totale e non quello delle singole famiglie. A riguardo vengono
realizzati esperimenti volti a verificare una possibile violazione del numero
leptonico con i seguenti risultati:

BR (µ −→ eγ) < 1.2 · 10−11 BR (τ −→ µγ) < 3.1 · 10−7

ovvero non sono stati osservati questi decadimenti proibiti dalla teoria e
si è stabilito un limite superiore, che è tuttavia in contrasto con le misure
attuali che mostrerebbero che i neutrini hanno massa, seppur piccola.
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Misura degli elementi di V

Se consideriamo decadimenti come quello dell’esempio di flavor changing,
potremmo pensare che l’ampiezza di decadimento Γ sia proporzionale a
|Vij |2, da cui misurando i rapporti tra le ampiezze possiamo risalire agli
elementi di matrice.

In realtà ciò non è vero: noi non abbiamo a che fare con quark liberi,
ma con stati legati in adroni, per cui dobbiamo tenere in considerazione i
contributi di QCD alla Vij come per esempio in processi del tipo

Va considerato che le bande di errore sui diversi elementi sono diverse,
perchè diverse sono le correzioni di QCD; inoltre per esperimenti su charm
c’è bassa statistica. Le misure di Vtb sono ancora più imprecise perchè
l’unico esperimento che se ne occupa è il Tevatron. Tuttavia della matrice
CKM conosciamo l’unitarietà, dunque

|Vud|2 + |Vus|2 + |Vub|2 = 1 (10.117)

contro un risultato sperimentale di 0.9980± 0.0017 e inoltre
∑

i=u,c;j=d,s,b

|Vij |2 = 1.999± 0.025 (10.118)

contro il valore teorico di 2. Una matrice unitaria ha in generale N2
G pa-

rametri reali: NG(NG−1)
2 moduli e NG(NG+1)

2 fasi. Nel caso di V le fasi dei
quark sono arbitrarie e quindi ridefinendo

ui −→ eiφiui dj −→ eiθjdj =⇒ Vij −→ eθj−φiVij

di modo che 2NG − 1 fasi sono irrilevanti, per cui il numero di parametri

fisici liberi si riduce a (NG − 1)
2
, di cui NG(NG−1)

2 moduli e (NG−1)(NG−2)
2

fasi. Per NG = 2 si ha un solo parametro, l’angolo di Cabibbo θC da cui

V =

(
cos θC sin θC
− sin θC cos θC

)

(10.119)

mentre per NG = 3 avremo 3 angoli e una fase. In questo caso esistono
diverse parametrizzazioni della matrice CKM. Quella standard è

V =





c12c13 s12c13 s13e
−iδ3

−s12c23 − c12s23s13eiδ3 c12c23 − s12s23s13eiδ3 s23c13
s12s23 − c12c23s13eiδ3 −c12s23 − s12c23s13eiδ3 c23c13





(10.120)

dove cij = cos θij e sij = sin θij . Da notare che con NG = 2 il modello
standard non sarebbe in grado di spiegare la violazione di simmetria CP
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per i processi che coinvolgono i K0, K̄0; per NG = 3 ciò è invece possibile per
via della presenza del termine di fase. In rappresentazione di Wolfenstein
avremo

V =





1− λ2

2 λ Aλ3 (ρ− iη)

−λ 1− λ2

2 Aλ2

Aλ3 (1− ρ− iη) −Aλ2 1



+O
(
λ4
)

(10.121)

dove

A ≈ |Vcb|
λ2

= 0.84± 0.03
√

ρ2 + η2 ≈
∣
∣
∣
∣

Vub
λVcb

∣
∣
∣
∣

= 0.41± 0.06 λ ≈ sin θC ∼ 0.22

Sulla diagonale principale sono rappresentati gli accoppiamenti tra i fer-
mioni della stessa famiglia, che valgono circa 1. I valori sperimentali per la
CKM sono riportati in tabella:
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Regole di Feynman

11.1 φ4−theory

L =
1

2
∂µφ

∗∂µφ− 1

2
m2φ2 − λ

4!
φ4

11.2 QED

LQED = ψ̄(i 6∂µ −m)ψ + αemψ̄γ
µψAµ −

1

4
FµνF

µν
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11.3 Non-Abelian gauge theory

L = ψ̄(i 6∂µ −m)ψ − 1

4
F aµνF

µν
a + gAaµψ̄γ

µtaψ

−gfabc (∂µA
a
ν)AµbAνc − 1

4
g2
(
feabAaµA

b
ν

) (
fecdAµcAνd

)
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11.4 Teoria di Yukawa

L = LDirac + LKlein−Gordon +

∫

d3xgψ̄ψφ
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11.5 Modello σ − π

L =
1

2
(∂µσ) (∂µσ) +

1

2
(∂µπ) (∂µπ)− V

(
σ2 + π2

)

V
(
σ2 + π2

)
=

1

2
µ2
(
σ2 + π2

)
+

1

4
λ
(
σ2 + π2

)2
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11.6 Teoria elettrodebole
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CAPITOLO 12

Modello standard

12.1 Grande unificazione

Ciò che ci chiediamo, alla luce di quanto abbiamo trovato sperimentalmente
e teoricamente per le varie teorie, è se le 3 interazioni fondamentali che
abbiamo studiato possono essere o meno le manifestazioni a diverse energie
di un’unica grande teoria.

Da un lato abbiamo il gruppo Gew = SUW (2)⊗UY (1) per la teoria elet-
trodebole, dall’altro il gruppo Gs = SUC (3) per la teoria delle interazioni
forti. Cosa accade se tentiamo di unificare queste teorie in un gruppo

SUC (3)⊗ SUW (2)⊗ UY (1) ⊆ Ggut (12.1)

essendo Ggut il gruppo della grande unificazione. Georgi e Glashow hanno
proposto il gruppo SU (5) come candidato, con costante di accoppiamento

g5 = g3 = g =

√

5

3
g′ (12.2)

ma questo presenta dei problemi.

Infatti ad una data scala energetica, le 3 costanti di accoppiamento
relative alle teorie dovrebbero tutte coincidere, ecco cosa abbiamo:

• SUC (3) è non abeliano e la costante è asintoticamente libera: 1
α3

cresce;

• SUW (2) è non abeliano e la costante 1
α2

cresce;

• UY (1) è abeliano e 1
α1

deve decrescere.

Di fatto le 3 costanti non si incontrano mai in un punto:
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Un’altra conseguenza da non sottovalutare è la previsione del decadimento
del protone.

Se le forze si unificano, è possibile avere anche stati q − q in cui la
neutralità della carica di colore non è vincolante. Un processo di questo tipo
non può avvenire nel nostro mondo alla scala energetica a cui ci troviamo,
in quanto prevederebbe la violazione del numero barionico e leptonico1. Se
χ è il bosone dell’interazione, avremmo

τp ∼
1

c

m4
χ

m5
p

mχ ∼ (1± 2) 1015ΛQCD ΛQCD ∼ 120÷ 150MeV

In Giappone, presso il SuperKamiokande è stato fissato un limite inferiore
sperimentale alla vita media del protone di τp >∼ 1033 anni.

Ultimo problema, da non sottovalutare, è legato all’interazione gravita-
zionale, di gruppo O (1). A grandi energie, quali quelle richieste dalla GUT,
la costante di accoppiamento gravitazionale αgrav potrebbe non essere più
trascurabile.

Definendo la scala di Planck come l’energia per la quale l’interazione
gravitazionale assume valore 1, cioè

mPlanck =

(
GN
~c

)− 1
2

∼ 1019GeV (12.3)

ad energie di 1018GeV l’attrazione gravitazionale è confrontabile con la
forza di gauge dei bosoni vettori della GUT. E come si comporta in tutto
questo la SSB e il bosone di Higgs?

Se il gruppo elettrodebole fosse rotto dal valore di aspettazione del vuoto
di un campo scalare elementare, quel campo scalare dovrebbe fare parte
della GUT. Ciò comporta che per avere l’esatta massa di W e Z0 il campo

1Un processo di questo tipo sarebbe p −→ e+π0, con evidente violazione di questi
numeri. La violazione del numero barionico, unita alla violazione di parità e di CP fa
parte delle ipotesi di Sakharov per spiegare l’asimmetria materia-antimateria che regola
l’universo conosciuto. Per approfondimenti: M. De Domenico, Violazione di simmetria
CP e T in sistemi K0 − K̄0, Tesi di Laurea triennale, Università degli studi di Catania,
2005 ; A.D.Sakharov, JETP Lett. 5 (1967) 24 ; A.D.Sakharov, JETP Lett. 5 (1967) 27.
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scalare di Higgs dovrebbe avere una massa quadratica negativa dell’ordine
di − (100GeV )

2
.

Sfortunatamente questo termine riceve rinormalizzazioni additive: in
una teoria con scala di cut-off Λ, µ2 può essere molto inferiore a Λ2 solo
se la vera massa del campo scalare è dell’ordine di −Λ2 e questo valore si
cancella per via delle correzioni radiative di −µ2.

Pertanto, se prevediamo che la nostra teoria della natura contenga le
scale della GUT dobbiamo considerare Λ > 1016GeV . Quello che succede è
quanto si ritrova nella teoria sulle transizioni di fase sviluppata da Landau
et al.: le previsioni teoriche vengono smentite in prossimità del punto critico
e il sistema viene descritto da campi scalari continui privi di massa.

In meccanica statistica tutto ciò invece ha un senso. In teoria elettro-
debole non esiste una buona modifica che dia alla massa quadratica del
bosone di Higgs un valore di 28 ordini inferiore al suo valore naturale: non
sappiamo spiegare perchè la massa dell’Higgs debba essere cos̀ı piccola se
confrontata con la scala della GUT, problema questo che viene indicato
come problema della gerarchia di gauge.

Una possibile strategia sarebbe quella di ricercare una simmetria della
densità lagrangiana che non permetta il termine di massa dell’Higgs, cosa
abbastanza complessa. Ciò potrebbe essere risolto se a livello fondamentale
fosse vera l’ipotesi dell’esistenza della supersimmetria, che tratteremo in
seguito.

In una GUT dove il bosone di Higgs è una particella elementare, le masse
di quark e leptoni devono essere ricavate dall’accoppiamento che questi
hanno con l’Higgs. Solo nel caso in cui questo bosone non è elementare
possiamo dire che la generazione di massa per quark e leptoni richiede la
rottura di simmetria del gruppo Gew.

Al bosone di Higgs è associato un contributo di self-energy ∼ ϕ4. Il
calcolo di quest’ampiezza ci porta a delle correzioni alla sua massa:

δm2
H ∝ g2

∫
d4k

(2π)
4

1

k2
∼ g2λ2 (12.4)

termine che diverge come k2 con un λ2 associato alla massa. Avremo che
δm2

H −→ 0 se e solo se g2 è scelto opportunamente.
Non esiste tuttavia alcun meccanismo naturale che garantisca che δm2

H −→
0. Occorre un criterio di simmetria nella lagrangiana che ci conduca a
questo risultato.

Per i fermioni abbiamo visto che il termine mψ̄ψ non è invariante per
trasformazioni di chiralità

ψ −→ eiγ
5

ψ (12.5)

Infatti perchè questo termine sia invariante è necessario, come nel caso della
gauge-invarianza, che sia m = 0. Ma se per ogni loop bosonico ci fosse un
corrispondente loop fermionico, avremo

δm2
H ∼ g2λ2

bos − g2λ2
ferm ∼ 0 (12.6)

che fondamentalmente è l’ipotesi della supersimmetria.
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12.2 Modello standard

Il modello standard è quella teoria che unifica la teoria elettrodebole e la
QCD, incluso il meccanismo di Higgs di SSB. Tuttavia abbiamo notato
che man mano che abbiamo costruito ogni sua parte, abbiamo introdotto
degli elementi su cui la teoria stessa non ci dice nulla e che devono essere
rimpiazzati da input sperimentali, i cosiddetti parametri liberi del modello
standard :

• QCD: αs (MZ) =
g2s
4π è piccola a grandi energie e grande a piccole

energie, per cui non possiamo fare i calcoli al di fuori della regione
perturbativa;

• Teoria elettrodebole: g, g′, µ2, λ oppure α, θW ,MW ,MH o ancora
α,GF ,MZ ,MH ;

• Settore di Yukawa: le 3 masse leptoniche e le 6 masse dei quark
più i 3 angoli di mixing e la fase complessa δ13 della matrice CKM;
da notare che se i neutrini avessero massa avremmo altri 7 parametri
liberi, 3 di massa e 4 di mixing.

In totale abbiamo 18 parametri liberi, che potrebbero essere 25 se i neutrini
sterili venissero osservati o se venissero rivelati con massa.

12.2.1 Decadimenti di particelle

Alla luce di quanto detto riguardo la teoria dei quark, l’accoppiamento de-
bole, forte ed e.m., possiamo rivedere i diagrammi di Feynman per processi
che abbiamo già incontrato e per processi che sono stati studiati grazie a
quanto detto finora, studiabili secondo le regole che abbiamo ricavato.

Decadimenti deboli

Decadimento µ− −→ e−νµν̄e:

Processi flavor-changing e decadimenti mesonici:
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Decadimento Σ+ −→ pπ0:

Decadimento π− −→ µ−ν̄µ:

Decadimento β n −→ pe−ν̄e:

Decadimenti forti

Decadimento ∆+ −→ pπ0:
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Decadimento ∆++ −→ pπ+:

Decadimento ∆+ −→ nπ+:

Decadimento Ω− −→ Ξ−K̄0:

12.2.2 CP violation

Le simmetrie di parità P e di coniugazione di carica C vengono violate in
maniera massimale dai decamenti deboli.
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Agli inizi degli anni ’60, i fisici teorici supponevano che la simmetria
più generale a cui fossero soggetti tutti i processi di decadimento, o più in
generale di interazione tra particelle, fosse quella combinata di coniugazione
di carica C e inversione spaziale o parità P .

Tuttavia, i lavori pioneristici di V.L.Fitch e J.W.Cronin, accompagna-
ti da J.H.Christenson e R.Turlay presso l’AGS dei laboratori nazionali di
Brookhaven, mostrarono che in natura esiste almeno un processo che violi
questa simmetria combinata detta CP.

Il sistema in questione era costituito dal decadimento in 2 pioni dei kaoni
e degli antikaoni neutri: K0, K̄0 −→ π+π−. Nello stesso periodo Gell-
Mann e Pais riuscirono a dare un’interpretazione teorica della violazione
alla luce del modello a quark non ancora ben delineato, supponendo di
poter distinguere due specie di mesoni K0: una a vita media breve (K0

1 ),
l’altra a vita media diverse centinaia di volte superiore a questa (K0

2 ). Tali
specie si suppose potessero essere descritte come una qualche combinazione
lineare degli stati |K0 >, |K̄0 >.

Ciò che i fisici di Brookhaven trovarono dai loro esperimenti, tenendo
conto del fattore di rigenerazione dei kaoni neutri, fu un sorprendente accor-
do con le previsioni teoriche della percentuale di decadimenti che violassero
CP, dell’ordine di 10−3.

Lo sviluppo di una teoria coerente che spiegasse il perchè CP dovesse
essere violata, è rimandato agli ultimi anni con le modifiche opportune
apportate all’attuale modello standard. A questo punto, la ricerca di una
simmetria che venisse sempre rispettata, portò i fisici a supporre che fosse
CPT , essendo T l’inversione temporale, ad essere la principale candidata.

A partire da un’analisi degli operatori C, P e T , si mostra come la
simmetria CPT rappresenti una 4-inversione nello spazio di Minkowsky,
che prevede l’inversione dei 4 assi coordinati e lo scambio delle particelle
del sistema con le rispettive antiparticelle, nonchè lo scambio degli stati
iniziali con quelli finali dell’interazione.

La violazione CP, implica teoricamente una violazione T affinchè il
teorema CPT resti valido.

Le argomentazioni di Cronin sulla conservazione CPT nell’esperimento
da lui condotto con il gruppo di Brookhaven e i risultati sperimentali hanno
provato che anche la simmetria T , oltre la CP, era stata violata come
previsto teoricamente.

Questa violazione ha significati profondi: i mesoni K0, K̄0 hanno un
senso ’proprio’ del tempo (come conseguenza della violazione T ) e l’esperi-
mento condotto su un fascio di essi ci rende in grado di capire se il mondo
in cui lo svolgiamo è composto di materia o di antimateria.

Alla base di tale asimmetria e a partire dalle pubblicazioni di A.Sakharov
sul finire degli anni ’60, è possibile spiegare il perchè viviamo in un mondo
di materia e non in uno di antimateria, a partire dalle ipotesi che: in na-
tura esistono le violazioni C e CP (verificate sperimentalmente); il numero
barionico possa essere violato; l’universo da un determinato istante in poi
non sia stato più in equilibrio termodinamico.
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Triangolo di unitarietà

Matematicamente possiamo descrivere la violazione di CP all’interno del
modello standard soltanto se ammettiamo l’esistenza di fasi complesse e di
effetti di interferenza. Consideriamo i mesoni B0 (ub̄) e B̄0 e supponiamo
di studiarne i decadimenti in quanto sono i processi a massa minore dove
le 3 famiglie di quark giocano un ruolo chiave, come mostrato in figura:

Il meccanismo con cui intendiamo dimostrare che il modello standard pre-
vede la violazione di CP è basata sull’unitarietà della matrice CKM.

In precedenza abbiamo trattato 2 test di unitarietà per tale matrice,
ma abbiamo detto che la violazione di CP ha a che fare con la fase, per cui
andiamo a guardare altri test di unitarietà più interessanti:

V ∗
udVus + V ∗

cdVcs + V ∗
tdVts = 0 (12.7)

V ∗
usVub + V ∗

csVcb + V ∗
tsVtb = 0 (12.8)

V ∗
ubVud + V ∗

cbVcd + V ∗
tbVtd = 0 (12.9)

che possono essere rappresentate come un triangolo sul piano complesso,
come

di area J
2 , essendo

J = c12c23c
2
13s12s23s13 sin δ13 ≈ A2λ6η < 10−4 (12.10)

quel parametro tale che

Im
[
VijV

∗
ikVlkV

∗
lj

]
= J

3∑

m,n=1

ǫilmǫjkn (12.11)

che deriva dall’unitarietà di V e Ru =
V ∗
ubVud
V ∗
cbVcd

e Rt =
V ∗
tbVtd
V ∗
cbVcd

. Da que-

sto si deduce inoltre che le violazioni di CP devono anche essere piccole.
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Introdotto il parametro di asimmetria A tale che

A =
Γ
(
B0 −→ J/ΨKs

)
− Γ

(
B̄0 −→ J/ΨKs

)

Γ (B0 −→ J/ΨKs) + Γ
(
B̄0 −→ J/ΨKs

) (12.12)

ci aspettiamo A = 0 per processi simmetrici, in cui CP è conservata in
questo caso, altrimenti un valore diverso da zero. Quello che si trova è
un risultato modulato, tipico dell’interferenza tra 2 ampiezze per via delle
possibili configurazioni

B −→ f

B −→ B̄0 −→ f

essendo f lo stato finale dei prodotti del decadimento. In rappresentazione
di Wolfenstein la violazione di CP è legata al parametro η, che deve dunque
essere diverso da zero. Tornando al triangolo di unitarietà abbiamo

η̄ = η

(

1− λ

2

)

ρ̄ = ρ

(

1− λ

2

)

(12.13)

dove imporre η 6= 0 significa imporre che il triangolo non sia degenere. Del
triangolo si possono anche misurare gli angoli e finora sono stati ottenuti i
valori

α ≈ 98◦ β ≈ 24◦ γ ≈ 58◦ (12.14)

per cui la violazione di CP prevista risulta verificata.

12.3 Neutrini di Majorana

Un decadimento β tradizionale prevede l’emissione di un p, un e− e un
ν̄e. Esiste tuttavia un processo, non osservato sperimentalmente, chiamato
decadimento β ν−less, ovvero senza emissione di neutrini.

Perchè questo possa accadere è necessario che νe e ν̄e non siano particelle
distinte e che il numero leptonico di famiglia non si conservi. Tutto ciò a
sua volta implica che νe abbia una massa, che significa che non possiamo
più utilizzare le equazioni di Weyl per descriverli e l’elicità non si conserva
nel processo.

Per permettere un processo di questo tipo, definiamo tali νe come neu-
trino di Majorana e il termine di massa deve accoppiare neutrini left-handed
con antineutrini right-handed. Consideriamo dunque un termine di massa
del tipo di Dirac

LD = mDψ̄ψ = mD

(
ψ̄LψR + ψ̄RψL

)
(12.15)

L’autostato della massa è ψ = ψL + ψR e indicando con

ψc = Cγ0ψ∗ = iγ2ψ∗ ψ̄c = ψTC
ψcL = (ψL)

c
=

1

2

(
1 + γ5

)
ψc = (ψc)R
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Un termine di massa di Majorana accoppia componenti left con componenti
right di campi coniugati per carica:

LMA = mA (χ̄χ) = ma

(
ψ̄cLψL + ψ̄cLψL

)
(12.16)

LMB = mB (ω̄ω) = mb

(
ψ̄cRψR + ψ̄cRψR

)
(12.17)

L’autostato di massa è

χ = ψL + ψcL ω = ψR + ψcR

con χ = χc e ω = ωc per via della auto-coniugazione, il che implica l’iden-
ticità della particella con la sua antiparticella. Considerando un termine di
massa con particelle di Dirac e Majorana avremo unad ensità lagrangiana

LCM = mDψ̄LψR +mAψ̄
c
LψL + +mBψ̄

c
RψR + h.c.

=
1

2
D (χ̄ω + ω̄χ) +Aχ̄χ+Bω̄ω

= (χ̄, ω̄)

(
A 1

2D
1
2A A

)(
χ
ω

)

(12.18)

dove diagonalizzando la matrice si ottengono gli autovalori per la massa

M1,2 =
1

2

[

(A+B)±
√

(A−B)
2

+D2

]

(12.19)

da cui gli autostati di Majorana

η1 = cos θχ − sin θω

η2 = sin θχ + cos θω

con tan (2θ) = D
A−B . Da tutto ciò si ricavano

D = (M1 −M2) sin (2θ)

A = M1 cos2 θ + M2 sin2 θ

B = M1 sin2 θ +M2 cos2 θ

La densità lagrangiana L responsabile del termine di massa, è più generale
di quella di Dirac e si riduce a questa per A = B = 0 e θ = π

4 . Di
conseguenza uno spinore di Dirac consiste di 2 particelle di Majorana con
masse differenti M1 e M2.

Nessun fermione elementare, salvo i neutrini, possono avere masse di
Majorana A = B = 0, altrimenti verrebbe violata la conservazione di
qualunque quantità associata al campo ψ, carica elettrica inclusa.

Nel caso del neutrino, L viola la conservazione del numero leptonico con
δL = 2; se i neutrini di Majorana esistessero, potremmo osservare processi
del tipo K− −→ π+e+e−.

Se il numero leptonico non si conserva, la corrispondente simmetria
verrebbe rotta, e in maniera analoga al meccanismo di Higgs ciò condur-
rebbe all’esistenza di un bosone di Goldstone detto majorone, la cui ricerca
sperimentale finora non è giunta ad alcun risultato.
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12.4 Supersimmetria

I generatori di supersimmetria sono operatori che commutano con l’hamil-
toniano e che convertono stati bosonici in stati fermionici. Sia Qα, con
α = 1, 2 la componente spinoriale left-handed di un tale operatore; allora
Q†
α sarà la componente right-handed.

L’anticommutatore è una matrice 2x2 con elementi positivi sulla dia-
gonale: essa commuta con Ĥ ma si trasforma in maniera complessa per
trasformazioni di Lorentz

{Qα, Q†
β} = 2σµαβP

µ (12.20)

dove Pµ è un 4-vettore che si conserva. Esiste un teorema, di Coleman e
Mandula, che asserisce che se una teoria quantistica di campo a più di 2
dimensioni ha un altro vettore che si conserva, in aggiunta a quello energia-
momento, allora la matrice di scattering è l’identità e non sono permessi
scattering. Di conseguenza Pµ deve essere il vettore energia-momento.

Questo teorema esclude anche che i generatori di supersimmetria pos-
sano avere spin maggiori o uguali a 3

2 .
Se questa simmetria è un elemento fondamentale della teoria, dobbiamo

ritrovarla in ogni teoria di campo. La rappresentazione della sua algebra
mette sullo stesso livello ogni stato bosonico e fermionico con la stessa
energia e viceversa. Anche il campo gravitazionale deve avere il suo partner
fermionico in un modello realistico, ciò implica che le equazioni di Einstein
devono essere generalizzate per tenere conto di un campo fermionico a spin
3
2 .

Una delle prime implicazioni della supersimmetria è l’esistenza di un
fermione di gauge, il gaugino, supersimmetrico del corrispondente bosone
di gauge e mediatore dell’interazione tra i partner supersimmetrici delle
particelle coinvolte nell’interazione stessa.

La supersimmetria è un grosso aiuto nei calcoli: infatti, richiedendo
l’esistenza di un partner con la stessa massa, queste hanno la stessa ri-
normalizzazione di massa; essa implica che la divergenza quadratica dei
termini di massa scalari svanisce automaticamente. Le elisioni si hanno ad
ogni ordine perturbativo: ogni loop bosonico ha un loop fermionico che lo
semplifica.

Nella teoria supersimmetrica lo stato di vuoto ha momento nullo: P i|0 >=
0. Se lo stato di vuoto è supersimmetrico allora < 0|H |0 >= 0, che
risolverebbe il problema della costante cosmologica.

Abbiamo già notato che i campi bosonici danno contributi energetici
positivi all’energia di vuoto attraverso la loro energia di punto zero, mentre
i fermioni danno contributi negativi: nel modello supersimmetrico questi
contributi si cancellano esattamente ad ogni ordine perturbativo.

A titolo di esempio consideriamo l’oscillatore armonico supersimmetrico
di hamiltoniano

Ĥ =
1

2
wB{a, a†}+

1

2
wF
[
b, b†

]
=⇒ E = wB

(

nB +
1

2

)

+ wF

(

nF −
1

2

)

(12.21)

da cui, se nell’ipotesi supersimmetrica abbiamo wB = wF , otterremo E =
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w (nB + nF ), con un valore di energia di punto zero pari a zero, in contrasto
con quanto abbiamo ricavato per l’oscillatore quantistico.

La supersimmetria modifica anche l’andamento delle costanti di accop-
piamento:

dove questa volta si è trovata la scala energetica, 1016GeV , prima del quale
la simmetria è rotta e dopo il quale vi è la grande unificazione.

Il problema del modello supersimmetrico è che non riusciamo a trovare
sperimentalmente le s-particelle. Però ha un vantaggio: otteniamo

δm2
H ∼ g2

(
m2
B −m2

F

)
(12.22)

che è al più dell’ordine del TeV e quindi verificabile con gli acceleratori di
nuova generazione.

12.5 MSSM

Acronimo di Minimal Supersymmetric Standard Model, è l’estensione mi-
nima del modello standard che comprende la teoria supersimmetrica.

MSSM fu proposto nel 1981 per fissare la scala debole, risolvendo il
problema della gerarchia di gauge. La massa di Higgs del modello standard
è instabile per correzioni quantistiche e la teoria predice che la scala debole
dovrebbe essere più debole di quanto si sia osservato. In MSSM, il bosone
di Higgs ha un partner supersimmetrico fermionico, chiamato Higgsino, che
avrebbe la stessa massa se la supersimmetria fosse una simmetria esatta.
Poichè le masse dei fermioni sono radiativamente stabili, la massa dell’Higgs
erediterebbe questa stabilità.

Il solo modo efficiente per confermare la supersimmetria è quello di
produrre s-particelle in laboratorio. Poichè queste dovrebbero avere masse
tra 100 e 1000 volte più pesanti del protone, la teoria richiede enormi energie
per crearle.

Il Tevatron attualmente è l’acceleratore di particelle a più alta energia
e sta attivamente cercando evidenze della produzione di s-particelle.

Molti fisici credono che la supersimmetria sarà scoperta a LHC se questa
dovesse essere davvero responsabile di stabilizzare la scala debole. Ci sono 5
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classi di particelle per i superpartners del modello standard: squarks, glui-
nos, charginos, neutralinos, sleptons. Queste s-particelle hanno le loro inte-
razioni e decadimenti descritti da MSSM, ciascuna con delle caratteristiche
specifiche.

MSSM impone la R−parità2 per spiegare la stabilità del protone. Que-
sta teoria aggiunge la rottura di supersimmetria introducendo esplicitamen-
te degli operatori di rottura nella densità lagrangiana, la cui dinamica non
è però specificata.

Questo significa che ci sono 120 nuovi parametri nella teoria, molti dei
quali conducono a fenomeni non fisicamente accettabili come grandi fla-
vor changing di correnti neutre o grandi momenti di dipolo elettrico per il
neutrone e l’elettrone.

Motivazioni teoriche

Vi sono 3 ragioni teoriche, principalmente, per pensare che MSSM sia
candidata a divenire la teoria da scoprire in LHC o al Tevatron:

• Spontaneità;

• Unificazione di gauge coupling;

• Materia oscura.

Inizialmente MSSM fu proposta per stabilizzare la massa dell’Higgs nelle
correzioni radiative che sono quadraticamente divergenti nel modello stan-
dard (problema della gerarchia di gauge). Nei modelli supersimmetrici gli
scalari sono messi in relazione con i fermioni e hanno le medesime masse.
Poichè queste sono logaritmicamente divergenti, le masse degli scalari ere-
ditano la stessa stabilità radiativa. Il valore di aspettazione del vuoto di
Higgs è legato alla massa scalare negativa nella densità lagrangiana.

Per fare in modo che le correzioni radiative alla massa dell’Higgs non
siano drasticamente più grandi del valore attuale, la massa dei superpart-
ners del modello standard non dovrebbe essere molto più pesante del valore
di aspettazione del vuoto di Higgs, circa 100GeV. Questa scala di masse

2E’ definita come R = (−1)3B+L+2S , essendo B,L, S rispettivamente il numero
barionico, leptonico e lo spin: per particelle si ha R = 1, per super-particelle R = −1
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Figura 12.1: Cancellazione, in termini di diagrammi di Feynman, del termine qua-

dratico della rinormalizzazione di massa del bosone di Higgs fra un

loop fermionico del quark top e lo scalare squark stop in un’estensione

supersimmetrica del modello standard.

è sotto analisi attualmente al Tevatron e sarà ulteriormente setacciata a
LHC.

Se i superparteners del modello standard sono nei pressi del TeV, gli
accoppiamenti di gauge misurati dei 3 gruppi di gauge si unificano ad alte
energie e le funzioni beta per il gauge coupling di MSSM sono date da

Gauge group α−1 (MZ0) bMSSM
0

SU (3) 8.5 −3
SU (2) 29.6 +1
U (1) 59.2 +6 3

5

dove α−1
1 è misurata nella normalizzazione di SU (5), differente per un

fattore 3
5 da quella che proviene dalla normalizzazione del modello standard

e predetta da Georgi e Glashow. La condizione per l’unificazione di gauge

coupling a 1-loop è
α−1

3 −α−1
2

α−1
2 −α−1

1

= b0 3−b0 2

b0 2−b0 1
, che è soddisfatta entro i limiti degli

errori sperimentali.
Ci sono anche correzioni 2-loop e correzioni di soglia per entrambe le

scale del TeV e della GUT che alterano questa condizione di unificazione di
gauge coupling, e i risultati di calcoli più complessi rivelano che essa viene
osservata con una precisione dell’1%, sebbene questa sia a circa 3 deviazioni
standard dalla previsione teorica.

Questa previsione è generalmente considerata come evidenza indiretta
per MSSM e SUSY GUTs. Da notare che l’unificazione di gauge cou-
pling non implica necessariamente la GUT ed esistono altri meccanismi per
riprodurre lo stesso risultato.

In definitiva se i superpartners venissero scoperti nel prossimo futuro, il
successo apparente della teoria suggerirebbe che una GUT supersimmetrica
sarebbe un’ottima candidata per la fisica ad alte scale.

Infine, se la R−parità fosse davvero preservata, la particella supersim-
metrica più leggera (LSP) di MSSM sarebbe stabile e sarebbe una WIMP
(Weakly Interacting Massive Particle), che non interagisce elettrodebol-
mente. Questo fa di LSP un’ottima candidata per la materia oscura e
sarebbe classificata come una particella CDM (Cold Dark Matter).
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MSSM a Tevatron e LHC

Ci sono 4 neutralini che sono fermioni e sono elettricamente neutri e stabi-
li. Essi vengono indicati generalmente con Ñ0

1 , ..., Ñ
0
4 . Questi 4 stati sono

mixing di Bino, Wino neutro e Higgsini neutri. Poichè queste particelle in-
teragiscono solo con i bosoni vettori deboli, non sono prodotti direttamente
presso gli hadron colliders in grande numero. Principalmente appaiono co-
me particelle in decadimenti a cascata di particelle pesanti, generalmente
create da s-particelle colorate come squark o gluini.

Nei modelli che prevedono la conservazione di R−parità, il neutralino
più leggero è stabile e tutte le cascate di decadimenti supersimmetrici si
concludono decadendo in questa particella non rivelata dal rivelatore e la cui
esistenza può essere dedotta soltanto osservando i momenti non bilanciati
nel rivelatore.

I neutralini più pesanti decadono generalmente attraverso Z0 in un neu-
tralino più leggero o tramite W± in un chargino. Un decadimento tipico
è

Ñ0
2 → C̃±

1 W
∓ → Ñ0

1W
±W∓ → Missing energy + ℓ+ℓ−

Ñ0
2 → Ñ0

1Z
0 → Missing energy + ℓ+ℓ−

Ci sono 2 chargini che sono fermioni elettricamente carichi. Il chargino
più pesante può decadere tramite Z0 in un chargino più leggero; entrambi
possono decadere tramite W± in neutralini.

Gli squarks invece sono superpartners scalari dei quark e ve n’è uno per
ogni quark del modello standard. In accordo con i limiti fenomenologici
imposti dal flavor changing in correnti neutre, generalmente le 2 generazioni
più leggere di squarks devono essere circa le stesse in massa e quindi non
vi sono dati nomi differenti.

I superpartners del top e del bottom possono essere divisi da squarks
più leggeri e sono chiamati stops e sbottoms. Gli squarks possono essere
prodotti da interazioni forti e quindi facilmente ricreati negli hadron colli-
ders. Questi decadono in quarks e neutralini o chargini che poi decadono
a loro volta. Gli squarks sono generalmente prodotti in coppia e quindi un
tipico segnale è

q̃ ˜̄q → qÑ0
1 q̄Ñ

0
1 → 2 jets + Missing energy

q̃ ˜̄q → qÑ0
2 q̄Ñ

0
1 → qÑ0

1 ℓℓ̄q̄Ñ
0
1 → 2 jets + 2 leptons + Missing energy

I gluini sono i partners fermionici di Majorana dei gluoni: questo signi-
fica che sono antiparticelle di sè stesse. Essi interagiscono con forza forte
e quindi possono essere prodotti in gran numero a LHC; possono decadere
solo in un quark e in uno squark, quindi come

g̃g̃ → (q ˜̄q)(q̄q̃)→ (qq̄Ñ0
1 )(q̄qÑ0

1 )→ 4 jets + Missing energy

Essendo particelle di Majorana, possono decadere sia in coppie quark-
antisquark sia in coppie squark-antiquark con la stessa probabilità, e quindi
avremo anche

g̃g̃ → (q̄q̃)(q̄q̃)→ (qq̄C̃+
1 )(qq̄C̃+

1 )→ (qq̄W+)(qq̄W+)→
4 jets+ℓ+ℓ+Missing energy
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che ha un fondo molto piccolo nel modello standard.

Infine abbiamo gli sleptoni, superpartners dei leptoni del modello stan-
dard. Essi non interagiscono per via forte e quindi non sono prodotti spesso
negli hadron colliders a meno che non siano molto leggeri. Generalmente li
troviamo in decadimenti di chargini e neutralini se sono leggeri abbastanza
per essere prodotti di decadimento:

C̃+ → ℓ̃+ν

Ñ0 → ℓ̃+ℓ−

Campi e Supercampi

I fermioni hanno superpartners bosonici e viceversa. Per la maggior parte
delle particelle del modello standard questo legame è molto accentuato,
invece per il bosone di Higgs è un pò più complesso.

Un singolo higgsino condurrebbe ad un’anomalia di gauge e rendereb-
be la teoria inconsistente, è per questo che viene aggiunta una coppia di
higgsini.

La teoria più semplice include questa coppia e quindi una coppia di
doppietti scalari di Higgs, chiamati up-type e down-type Higgs, che sono
richiesti anche per ottenere accoppiamenti di Yukawa rinormalizzabili fra
l’Higgs e tutti i fermioni del modello standard.

La formulazione supersimmetrica dei supercampi è molto conveniente
per scrivere teorie manifestamente supersimmetriche (dove non è necessario
verificare che ogni termine della lagrangiana sia supersimmetrico).

MSSM contiene supercampi vettoriali associati ai gruppi di gauge del
modello standard che contengono i bosoni vettori e i relativi gaugini. Inoltre
contiene supercampi chirali per i fermioni del modello standard e per i
bosoni di Higgs e per i loro rispettivi superpartners.
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Lagrangiana

La densità lagrangiana di MSSM contiene diversi termini:

• Il potenziale di Kahler per la materia e i campi di Higgs, che produce
i termini cinetici per i campi;

• Il superpotenziale del campo di gauge che produce i termini cinetici
per i bosoni di gauge e i gaugini;

• Il superpotenziale per la materia e i campi di Higgs, che produce gli
accoppiamenti di Yukawa per i fermioni del modello standard e anche
il termine di massa per gli higgsini. Dopo aver imposto la R−parità,
gli operatori rinormalizzabili e gauge-invarianti nel superpotenziale
sono

W = µHuHd + yuHuQU
c + ydHdQD

c + ylHdLE
c

L’ultimo termine è la lagrangiana responsabile di una piccola rottura di
supersimmetria (SUSY breaking): la maggior parte dei parametri di MSSM
sono proprio qui. Questo è composto da 3 parti:

• Termine delle masse dei gaugini:

L ⊃ m 1
2
λ̃λ̃+ h.c.

essendo λ̃ i gaugini e m 1
2

è diverso per wino, bino e gluino;

• Termine delle masse per i campi scalari:

L ⊃ m0φ
†φ

essendo φ scalari di MSSM e m0 matrici hermitiane 3x3 per squarks
e sleptoni per dati numeri quantici di gauge;

• Termine di A e B:

L ⊃ Bµhuhd +Ahuq̃ũc +Ahdq̃d̃c +Ahd l̃ẽc + h.c.

essendo i termini in A matrici 3x3 come quelle delle masse scalari.
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CAPITOLO 13

Path integral

13.1 Metodo funzionale

13.1.1 Meccanica quantistica

Consideriamo una particella quantistica non relativistica che si muove lungo
una dimensione. L’hamiltoniano per questo sistema è semplicemente

H =
P 2

2m
+ V (x)

Supponiamo inoltre di poter calcolare l’ampiezza di probabilità che que-
sta particella ha di giungere da un punto xa ad uno xb in un tempo T ;
detta U(xa, xb, T ) tale ampiezza, la possiamo rappresentare nel formalismo
canonico come

U(xa, xb, T ) =< xa|e−
i
~
HT |xb >

ovvero l’operatore di evoluzione temporale nella rappresentazione di Schr.
Nel formalismo di path integral quest’ampiezza ha una definizione differente
ma tuttavia equivalente a quella data.

In meccanica quantistica classica ricordiamo il principio di sovrappo-
sizione: quando un processo può avere luogo in più di un modo, la sua
ampiezza totale è la somma coerente delle ampiezze per ciascun modo (esat-
tamente come nella spiegazione dell’esperimento di diffrazione di Young).
Di conseguenza, per riformulare l’ampiezza precedente, dobbiamo tenere
conto di tutti i possibili modi (cammini) che la particella può utilizzare per
spostarsi:

U(xa, xb, T ) =
∑

tutti i cammini

eiϕ =

∫

Dx(t)eiϕ (13.1)

essendo ϕ un fattore di fase, che ci permette di non privilegiare alcun cam-
mino rispetto ad un altro. Quella data va assunta come una definizione
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simbolica. Possiamo tuttavia definire l’integrale utilizzando la tradizionale
analisi funzionale.

L’integrando di fatto è un funzionale poichè associa un’ampiezza com-
plessa con una funzione x(t). Generalmente il funzionale si indica con
la notazione F [x(t)] e come una funzione y(x) può essere integrata su un
insieme di punti (x appunto), esso può essere integrato su un set di funzioni.

Il funzionale può anche essere differenziato e derivato, indicando tale

operazione con δF [x(t)]
δx(t) . Resta da chiarire il ruolo di ϕ.

Nel limite classico troveremmo un solo cammino a dare contributo nella
somma (la traiettoria classica): pertanto utilizzando un principio variazio-
nale puntiamo a trovare tale cammino xcl(t) al limite di una condizione di
stazionarietà del tipo

δ

δx(t)
[ϕ(x(t))]

∣
∣
∣
∣
xcl

= 0

Il cammino classico è l’unico a soddisfare il principio di minima azione

δ

δx(t)
[S(x(t))]

∣
∣
∣
∣
xcl

= 0

portandoci dunque a supporre la relazione ϕ ∝ S, di fatto è ciò che faremo,
e poichè la fase è adimensionale, adimensionalizziamo l’azione dividendo
per ~, ottenendo infine

< xa|e−
i
~
HT |xb >= U(xa, xb, T ) =

∫

Dx(t)ei
S
~ (13.2)

Tuttavia non è ancora definito operativamente il simboloDx(t) nel caso con-
tinuo (infiniti cammini). Per fare ciò supponiamo di sezionare l’intervallo
temporale [0, T ] in dei sottointervalli di ampiezza ǫ; cos̀ı facendo possiamo
supporre che la linea che leghi due punti successivi sia retta:

Avendo discretizzato il cammino, possiamo scrivere l’azione discreta da
quella continua:

S =

∫ T

0

dt

(
1

2
mẋ2 − V (x)

)

−→
∑

k

[
1

2
m

(xk+1 − xk)2

ǫ
− ǫV

(
xk+1 + xk

2

)]
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Possiamo dunque definire il path integral come

Dx(t) =≡ 1

C(ǫ)

∫
dx1

C(ǫ)

∫
dx2

C(ǫ)
...

∫
dxN−1

C(ǫ)
=

1

C(ǫ)

∏

k

∫ ∞

−∞

dxk
C(ǫ)

(13.3)

essendo C(ǫ) una costante da determinare. Per riallacciarci a ciò da cui
siamo partiti ci porremo nel limite ǫ −→ 0. Usiamo questa definizione
al secondo membro della (13.2) e mostriamo che entrambi i membri della
(13.2) sono ottenuti dall’integrazione delle stesse equazioni differenziali (con
ovviamente le stesse condizioni al contorno). In accordo con quanto detto
finora possiamo scrivere

U(xa, xb, T ) =

∫ ∞

−∞

dx′

C(ǫ)
e
i
~

»

1
2m

(xb−x
′)2

ǫ −ǫV
„

xb+x
′

2

«–

U(xa, x
′, T − ǫ) (13.4)

Al limite ǫ −→ 0 avremo x′ −→ xb tramite rapide oscillazioni che ci
permettono di espandere l’esponente nell’integrale in termini di (x′ − xb):

exp
i

~

[
1

2
m

(xb − x′)2
ǫ

− ǫV
(
xb + x′

2

)]

= exp

[
i

~

1

2
m

(xb − x′)2
ǫ

]

·
[

1− i

~
ǫV (xb) + ...

] [

1 + (x′ − xb)
∂

∂xb
+ (x′ − xb)2

∂2

∂x2
b

+ ...

]

Tornando agli integrali, notiamo che adesso sono gaussiani, ovvero della
forma

∫

dξe−aξ
2

=

√
π

a

∫

dξξe−aξ
2

= 0

∫

dξξ2e−aξ
2

=
1

2a

√
π

a

che ci portano a

U(xa, xb, T ) =

(

1

C(ǫ)

√

2π~ǫ

−im

)[

1− i

~
ǫV (xb) +

1

2m
i~ǫ

∂2

∂x2
b

+O(ǫ2)

]

·U(xa, x
′, T − ǫ)

che nel limite ǫ −→ 0 non ha senso, salvo che il termine tra parentesi quadre
valga 1, cioè se

C(ǫ) =

√

2π~ǫ

−im (13.5)

che fissa la costante. Fatto ciò è evidente che

lim
ǫ−→0

[
U(xa, xb, T )− U(xa, xb, T − ǫ)

ǫ

]

=

(

− i
~
V (xb) +

i~

2m

∂2

∂x2
b

)

U(xa, xb, T )

i~
∂U(xa, xb, T )

∂T
=

(

− ~2

2m

∂2

∂x2
b

+ V (xb)

)

U(xa, xb, T )

i~
∂U(xa, xb, T )

∂T
= HU(xa, xb, T )

che è l’equazione di Schr.; si dimostra facilmente che l’evoluzione temporale
U come l’abbiamo definita in precedenza soddisfa questa equazione. Per
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avere la consistenza delle soluzioni richiediamo anche le stesse condizioni
iniziali. Di fatto

lim
T−→0

< xa|e−
i
~
ĤT |xb >= δ(xa − xb)

e

lim
ǫ−→0

1

C(ǫ)
e

»

i
~

1
2m

(xb−xa)2

ǫ +O(ǫ)

–

= δ(xa − xb)

come dalla definizione di δ di Dirac. Abbiamo dunque ottenuto il nostro
scopo: la definizione hamiltoniana canonica dell’operatore di evoluzione
temporale e quella del path integral, sono equivalenti.

Abbiamo fin qui svolto i calcoli per un sistema relativamente semplice
e monodimensionale. Vogliamo generalizzare il formalismo ad un siste-
ma descritto in coordinate lagrangiane generalizzate, secondo il formalismo
hamiltoniano. Questa volta avremo

U(qa, qb, T ) =< qa|e−iĤT |qb >

avendo nuovamente assunto ~ = 1 per comodità. Per determinare l’inte-
grale funzionale dobbiamo prima decomporre in intervalli tali che Nǫ = T
e quindi

e−iĤT = e−iĤǫe−iĤǫ...e−iĤǫ

Sfruttiamo la nota proprietà di un set completo di stati

I =
∏

i

∫

dqik|qk >< qk| (13.6)

e inseriamo tra ogni fattore questa identità, ottenendo un prodotto di fattori
del tipo

< qk+1|e−iĤǫ|qk >=< qk+1|(1− iHǫ+ ...)|qk >

dove abbiamo espresso in tale forma anche il primo e l’ultimo termine,
avendo assunto q0 = qa e qN = qb. Supponiamo cheH dipenda solo da q per
il momento. L’elemento di matrice associato, utilizzando lo stratagemma
precedente, sarebbe del tipo

< qk+1|f(q)|qk >= f(qk)
∏

i

δ(qik − qik+1)

Riscriviamolo nella forma

< qk+1|f(q)|qk >= f

(
qk + qk+1

2

)(
∏

i

∫
dpik
2π

)

ei
P

i p
i
k(qik+1−qik)

Consideriamo adesso H una funzione pura dei soli momenti e scriviamo

< qk+1|f(p)|qk >= f (pk)

(
∏

i

∫
dpik
2π

)

ei
P

i p
i
k(qik+1−qik)
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in modo tale che se è funzione di entrambi i set di variabili avremo

< qk+1|Ĥ(q, p)|qk >=

(
∏

i

∫
dpik
2π

)

H
(
qk + qk+1

2
, pk

)

ei
P

i p
i
k(qik+1−qik)

Purtroppo questa forma non è ben costruita, poichè in generale i pro-
dotti del tipo qp sono importanti nell’ordine in cui sono formati (p, q non
commutano) a sinistra dell’uguaglianza essendo quiH un operatore, mentre
non sono importanti a destra, dove H è una funzione.

Possiamo tuttavia fare in modo che questo non costituisca un problema,
ordinando H secondo la procedura di Weyl.

Definizione 31 (Weyl Ordering) Dato il prodotto di n operatori Ô1, ..., Ôn,
si definisce Weyl ordering la somma su tutte le possibili permutazioni P (i1, ..., in)
degli indici:

(
n∏

i=1

Ôi

)

W

= N
∑

P

n∏

k=1

Ôik (13.7)

essendo N un termine di normalizzazione pari al numero di permutazioni
effettuate.

Ecco alcuni esempi di Weyl ordering:

(p̂q̂)W =
1

2
(p̂q̂ + q̂p̂)

(
p̂q̂2
)

W
=

1

3

(
p̂q̂2 + q̂p̂q̂ + q̂2p̂

)

Si può dimostrare che in generale

(αp̂+ βq̂)
N

=

N∑

k=0

(
N
k

)

αN−kβk
(
p̂N−kq̂k

)

W

da cui

(
p̂k q̂l

)

W
=

1

(k + l)!

(
∂

∂α

)k (
∂

∂β

)l

(αp̂+ βq̂)
k+l

(13.8)

Assumendo che il nostro hamiltoniano HW sia Weyl ordered, possiamo
asserire in virtù di quanto detto in precedenza che

< qk+1|e−iǫĤW |qk >=

(
∏

i

∫
dpik
2π

)

e
−iǫH

“

qk+qk+1
2 ,pk

”

ei
P

i p
i
k(q

i
k+1−qik)

Per ottenere U(qa, qb, T ) dobbiamo moltiplicare N di questi fattori, uno per
ogni k, e integrare su qk:

U(q0, qN , T ) =




∏

i,k

∫

dqik

∫
dpik
2π





· exp

[

i
∑

k

(
∑

i

pik
(
qik+1 − qik

)
− ǫH

(
qk + qk+1

2
, pk

))]
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che è la discretizzazione della forma continua

U(qa, qb, T ) =

(
∏

i

∫

Dq (t)Dp (t)

)

exp

[

i

∫ T

0

dt

(
∑

i

piq̇i −H
(
qi, pi

)

)]

(13.9)

Questa misura funzionale è proprio il prodotto dei comuni integrali sullo
spazio delle fasi

∏

i

∫
dqidpi

2π~

ad ogni istante. La (13.9) è la legge più generale per calcolare le ampiezze
di transizione con il metodo del path integral.

13.2 Quantizzazione del campo scalare reale

spin-0

Estendiamo l’approccio del paragrafo precedente alla teoria dei campi. Poi-
chè la (13.9) è valida per ogni sistema quantistico, essa sarà valida anche
nel caso della QFT.

Per il campo scalare reale spin-0 le coordinate qi sono le ϕ (x) e l’ha-
miltoniano è quello (5.17). Pertanto avremo

< ϕb (x) |e−iĤT |ϕa (x) > =

∫

DϕDΠ

· exp

[

i

∫ T

0

d4x

(

Πϕ̇− 1

2
Π2 − 1

2
(∇ϕ)

2 − V (ϕ)

)]

dove le funzioni ϕa (x) e ϕb (x) corrispondono agli estremi dell’evoluzio-
ne temporale nell’intervallo [0, T ]. L’esponente è quadratico in Π per cui
possiamo completare il quadrato e calcolare l’integrale in DΠ ottenendo

< ϕb (x) |e−iĤT |ϕa (x) > =

∫

Dϕ exp

[

i

∫ T

0

d4xL
]

(13.10)

essendo L la (5.15).

13.2.1 Regole di Feynman

Vogliamo adesso calcolare alcune funzioni di correlazione direttamente dal
secondo membro dell’eguaglianza precedente: ovvero ricavare le regole di
Feynman per il campo in analisi.

Cominceremo con il calcolare la funzione di correlazione tra 2 punti
nella teoria libera di Klein-Gordon per poi passare alla generalizzazione al
caso di più correlazioni. Infine considereremo la φ4−theory, dove opere-
remo un’espansione perturbativa per ottenere le stesse regole di Feynman
ottenute nei capitoli precedenti.

Consideriamo dapprima il campo scalare reale libero

S0 =

∫

d4xL0 =

∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2

]

(13.11)
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Essendo L0 quadratica nel campo, quest’integrale funzionale assumerà
la forma del prodotto di infiniti integrali gaussiani generalizzati: è questo
il motivo per cui siamo capaci di svolgere i calcoli.

Dobbiamo prima di tutto definire l’integrale Dϕ sulle configurazioni
del campo e per farlo, procederemo come nel caso del paragrafo preceden-
te, considerando l’integrale continuo come il limite di un numero enorme,
seppur finito, di integrali. Rimpiazziamo dunque ϕ (x) con ϕ (xi), che dà
il valore del campo nel punto xi di un lattice 4-dimensionale i cui punti
adiacenti distano ǫ e di volume L4 e definiamo

Dϕ =
∏

i

dϕ (xi) (13.12)

espandendo poi in modi, discreti, di Fourier (sottointendendo che stiamo
lavorando con 4-vettori):

ϕ (xi) =
1

V

∑

n

e−iknxiϕ̃ (kn) (13.13)

essendo kµn = 2π n
µ

L , nµ un intero, |kµ| < π
ǫ e V = L4. I coefficienti di

Fourier ϕ̃ (kn) sono complessi e poichè ϕ (x) è reale, dobbiamo imporre che
ϕ̃∗ (kn) = ϕ̃ (−kn).

Consideriamo dunque parte reale ℜ e immaginaria ℑ dei ϕ̃ (kn), con
k0
n > 0 variabili indipendenti. Il passaggio dalle variabili ϕ (xi) a quelle
ϕ̃ (kn) è una trasformazione unitaria, per cui potremo scrivere

Dϕ =
∏

k0
n>0

dℜ [ϕ̃ (kn)] dℑ [ϕ̃ (kn)] (13.14)

e in seguito prenderemo il limite L −→ ∞ e ǫ −→ 0, che convertono la
somma discreta nell’integrale

1

V

∑

n

−→
∫

d4k

(2π)
4 (13.15)

Tutto ciò riprodurrà la teoria perturbativa di Feynman che già abbiamo
incontrato, senza però eliminare le divergenze infrarosse e ultraviolette dei
diagrammi di Feynman: siamo solo al punto di partenza. Detto ciò dobbia-
mo riscrivere anche la densità lagrangiana nei termini delle nuove variabili
di integrazione:

∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2

]

=

∫

d4x
1

2

[

∂µ

∫
d4k

(2π)
4 e

−ikxϕ̃ (k)

]

·
[

∂µ
∫

d4k′

(2π)
4 e

−ik′xϕ̃ (k′)

]

− 1

2
m2

∫
d4k

(2π)
4

d4k′

(2π)
4 e

−ikxe−ik
′xϕ̃ (k) ϕ̃ (k′)
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da cui, ricordando le proprietà della funzione δ:

=
1

2

∫
d4k

(2π)
4

d4k′

(2π)
4 (2π)4 δ4 (k − k′) ϕ̃ (k) ϕ̃ (k′)

(
−kk′ −m2

)

=
1

2

∫
d4k

(2π)4
ϕ̃ (k) ϕ̃∗ (k)

(
k2 −m2

)

=
1

2

∫
d4k

(2π)
4 {ℜ [ϕ̃ (k)]

2
+ ℑ [ϕ̃ (k)]

2}
(
k2 −m2

)

−→ − 1

V

∏

k0
n>0

(
m2 − k2

2

)

{ℜ [ϕ̃ (k)]
2

+ ℑ [ϕ̃ (k)]
2} (13.16)

ottenendo dunque

∫

DϕeiS0 =




∏

k0
n>0

dℜ [ϕ (kn)] dℑ [ϕ (kn)]





· exp



− i

V

∑

k0
n>0

(
m2 − k2

2

)

{ℜ [ϕ̃ (k)]
2

+ ℑ [ϕ̃ (k)]
2}





Si nota che è possibile spezzare questo integrale nel prodotto di 2 inte-
grali dove parte reale e immaginaria sono separate e formano integrali di
tipo gaussiano

∫
dxe−bx

2

:

=
∏

k0
n>0



dℜ [ϕ (kn)] exp



− i

V

∑

k0
n>0

(
m2 − k2

2

)

{ℜ [ϕ̃ (k)]}2








·



dℑ [ϕ (kn)] exp



− i

V

∑

k0
n>0

(
m2 − k2

2

)

{ℑ [ϕ̃ (k)]}2








Consideriamo l’integrale gaussiano generalizzato

(
∏

i

∫

dξk

)

e−ξiBijξj (13.17)

essendo B una matrice simmetrica con autovalori bi. Per calcolare que-
sto integrale scriviamo ξi = Oijxj essendo O la matrice ortogonale di
autovettori che diagonalizzanoB. Cambiando variabile da ξi a xi otteniamo

(
∏

i

∫

dξk

)

e−ξiBijξj =

(
∏

i

∫

dxk

)

e−
P

i bix
2
i

=
∏

i

(∫

dxie
−bix2

i

)

=
∏

i

√
π

bi
= cost · [detB]

− 1
2 (13.18)
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13.2. Quantizzazione del campo scalare reale spin-0

da cui, tornando a ciò da cui eravamo partiti, avremo

∫

DϕeiS0 =
∏

k0
n>0

√

−iπV
m2 − k2

n

√

−iπV
m2 − k2

n

=
∏

k0
n>0

−iπV
m2 − k2

n

(13.19)

che è evidentemente complesso: questo significa che la nostra funzione di
correlazione oscillerà, essendo questo valore ad esponente, e per garantirne
la convergenza dobbiamo aggiungere un termine in −iǫ. Questo completa
il calcolo del denominatore dell’espressione della funzione di correlazione.
Dobbiamo adesso calcolare il fattore integrale

∫

Dϕϕ (x1)ϕ (x2)

a numeratore. Espandiamo in modi discreti di Fourier il campo nei 2 punti:

ϕ (x1)ϕ (x2) =
1

V

∑

m

e−ikmx1ϕm
1

V

∑

l

e−iklx2ϕl

avendo indicato per semplictà di notazione ϕm = ϕ̃ (km) e ϕl = ϕ̃ (kl).
Dunque il numeratore della funzione di correlazione sarà

1

V 2

∑

m,l

e−i(kmx1+klx2) ·




∏

k0
n>0

∫

dℜ [ϕn] dℑ [ϕn]





· (ℜ [ϕm] + iℑ [ϕm]) (ℜ [ϕl] + iℑ [ϕl])

· exp



− i

V

∑

k0
n>0

(
m2 − k2

n

) [

(ℜ [ϕn])2 + (ℑ [ϕn])2
]





Per m 6= l i termini si cancellano, poichè rendono l’integrale dispari.
Dobbiamo invece analizzare il caso in cui m = ±l. Supponiamo dunque che
m = l:

(ℜ [ϕm] + iℑ [ϕm]) (ℜ [ϕm] + iℑ [ϕm]) = (ℜ [ϕm])
2 − (ℑ [ϕm])

2
= 0

che pertanto si annullano. Invece per m = −l avremo

(ℜ [ϕm] + iℑ [ϕm]) (ℜ [ϕ−m] + iℑ [ϕ−m]) = (ℜ [ϕm])
2

+ (ℑ [ϕm])
2 6= 0

I contributi all’integrale provengono solo da questi termini, avendo in
totale

1

V 2

∑

m

e−ikm(x1−x2)




∏

k0
n>0

−iπV
m2 − k2

n




−iV

m2 − k2
n − iǫ

Il termine in parentesi è identico al denominatore, calcolato in pre-
cedenza, mentre i restanti fattori sono la rappresentazione discreta del
propagatore di Feynman. Passando al limite del continuo avremo infine:

< Ω|T [ϕ (x1)ϕ (x2)] |Ω > =

∫
d4k

(2π)
4 e

−ik(x1−x2)
1

k2 −m2 + iǫ

= DF (x1 − x2) (13.20)

305



13.2. Quantizzazione del campo scalare reale spin-0

che è proprio il propagatore di Feynman che stavamo cercando. Prima
di passare alla teoria perturbativa, che tratteremo in seguito, dobbiamo
calcolare funzioni di correlazione di ordine superiore.

Al terzo ordine la funzione di correlazione si annulla poichè al nu-
meratore l’integrando è dispari. Analogamente per tutti gli altri ordini
dispari.

Al quarto ordine, la funzione di correlazione ha 4 campi a numeratore,
che espansi in modi discreti di Fourier, e seguendo il procedimento prece-
dente, restituisce un integrale che contiene la somma sugli indici m, l, p, q
del prodotto

(ℜ [ϕm] + iℑ [ϕm]) (ℜ [ϕl] + iℑ [ϕl]) (ℜ [ϕp] + iℑ [ϕp]) (ℜ [ϕq] + iℑ [ϕq])

dove ancora una volta molti termini si annullano poichè rendono l’integrale
dispari. I termini che non svaniscono sono quelli per kl = −km e kq = −kp,
che dopo le integrazioni gaussiane portano al numeratore

1

V 4

∑

m,p

e−ikm(x1−x2)e−ikp(x1−x2)




∏

k0
n>0

−iπV
m2 − k2

n




−iV

m2 − k2
m − iǫ

−iV
m2 − k2

p − iǫ

che per V −→∞ tende a



∏

k0
n>0

−iπV
m2 − k2

n



DF (x1 − x2)DF (x3 − x4) (13.21)

dove ancora una volta il fattore in parentesi si cancella con il denominatore.
Otteniamo termini simili per gli altri 2 modi di accoppiare i 4 momenti.
Per tenere conto di tutti questi termini definiamo la contrazione di 2 campi
come

ϕ (x1)ϕ (x2)
︸ ︷︷ ︸

=

∫
DϕeiS0ϕ (x1)ϕ (x2)

∫
DϕeiS0

= DF (x1 − x2) (13.22)

esattamente come la definizione che abbiamo dato nei capitoli precedenti.
A questo punto la funzione a 4 punti sarà semplicemente

< Ω|T [ϕ (x1)ϕ (x2)ϕ (x3)ϕ (x4)] |Ω > = somma su tutte le contrazioni

= DF (x1 − x2)DF (x3 − x4)

+ DF (x1 − x3)DF (x2 − x4)

+ DF (x1 − x4)DF (x2 − x3)

(13.23)

ovvero la stessa espressione che abbiamo ottenuto con il teorema di Wick.
Per ordini superiori otteniamo, da un procedimento analogo, un risultato
analogo, e in generale sempre l’equivalente in path integral del teorema di
Wick, che viene fuori dalle regole che governano l’integrazione gaussiana.

A questo punto possiamo spostarci dalla teoria libera di Klein-Gordon
alla ϕ4−theory. Ci basta aggiungere a L0 il termine di interazione − λ

4!ϕ
4

e, assumendo λ piccolo, espandere:

exp

[

i

∫

d4xL
]

= exp

[

i

∫

d4xL0

](

1− i
∫

d4x
λ

4!
ϕ4 + ...

)

(13.24)
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13.2. Quantizzazione del campo scalare reale spin-0

Facendo questa espansione sia a numeratore che a denominatore del-
la funzione di correlazione, vediamo che ciascuno è espresso interamen-
te in termini di funzioni di correlazione di campo libero. Inoltre, poichè
i
∫
d3xLint = −iHint, otteniamo la stessa espansione della teoria perturba-

tiva che abbiamo già trattato.
Possiamo infine esprimere la funzione di correlazione con l’interazio-

ne fondamentale di Feynman data dal vertice con 4 diramazioni, che vale
−iλ (2π)

4
δ4 (
∑
p), esattamente quello che abbiamo già trovato in prece-

denza. Una volta che i termini quadratici della lagrangiana sono calcolati,
i vertici possono essere letti direttamente da questa come i coefficienti dei
termini cubici e di ordini superiori.

13.2.2 Derivata funzionale e generatore funzionale

Per utilizzare in maniera operativa l’integrale funzionale abbiamo bisogno
di una formula per calcolare le funzioni di correlazione. Definiamo prima
di tutto la derivata funzionale δ

δJ(x) come segue:

∂

∂xi
xj = δij −→ δ

δJ (x)
J (y) = δ4 (x− y)

∂

∂xi

∑

j

xjkj = ki −→
δ

δJ (x)

∫

d4yJ (y)ϕ (y) = ϕ (x)

dove abbiamo messo in evidenza il passaggo dal caso discreto a quello conti-
nuo. Per calcolare la derivata funzionale di funzionali più complessi possia-
mo utilizzare la le tradizionali regole per la derivata delle funzioni composte.
Per esempio

δ

δJ (x)
exp

[

i

∫

d4xJ (y)ϕ (y)

]

= iϕ (x) exp

[

i

∫

d4xJ (y)ϕ (y)

]

Quando il funzionale dipende da una derivata di J , prima integriamo per
parti e poi applichiamo la derivata funzionale:

δ

δJ (x)

∫

d4y∂µJ (y)V µ (y) = −∂µV µ (x)

In questo formalismo l’oggetto fondamentale diventa il funzionale genera-
tore Z [J ]. Nella teoria di campo scalare esso è definito come

Z [J ] ≡
∫

Dϕ exp
[
d4xL+ J (x)ϕ (x)

]
(13.25)

dove notiamo un termine di sorgente esterna J (x)ϕ (x) in aggiunta a L.
A questo punto al funzione di correlazione per il campo di Klein-Gordon
può essere dedotta dalla derivata funzionale del generatore. Per la funzione
libera di 2 punti:

< 0|T [ϕ (x1)ϕ (x2)] |0 >=
1

Z0

(

−i δ

δJ (x1)

)(

−i δ

δJ (x2)

)

Z [J ] |J=0(13.26)

essendo Z0 = Z [J = 0]. In una teoria di campo libero il generatore può es-
sere espresso in forma esplicita. Consideriamo l’esponente nella definizione
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13.2. Quantizzazione del campo scalare reale spin-0

del generatore funzionale nella teoria di campo scalare reale e integriamo
per parti:

∫

d4x [L0 (ϕ) + Jϕ] =

∫

d4x

[
1

2
ϕ
(
−∂2 −m2 + iǫ

)
ϕ+ Jϕ

]

essendo iǫ un termine di convergenza per l’integrale funzionale. Introdu-
cendo un campo shiftato

ϕ′ (x) = ϕ (x)− i
∫

d4yDF (x− y)J (y)

Operando la sostituzione e tenendo conto del fatto che DF (x− y) è la
funzione di Green dell’operatore di Klein-Gordon avremo

∫

d4x [L0 (ϕ) + Jϕ] =

∫

d4x

[
1

2
ϕ′ (−∂2 −m2 + iǫ

)
ϕ′
]

−
∫

d4xd4y
1

2
J (x) (−iDF ) (x, y)J (y)

Operiamo la stessa sostituzione nella (13.25); essendo la trasformazione un
semplice shift lo jacobiano è 1:

∫

Dϕ′ exp
[
d4xL0 (ϕ′)

]
exp

[

−i
∫

d4xd4y
1

2
J (x) [−iDF (x− y)] J (y)

]

da cui

Z [J ] = Z0 exp

[

−1

2

∫

d4xd4y
1

2
J (x)DF (x− y)J (y)

]

(13.27)

A questo punto è facile mostrare per esempio che

< 0|T [ϕ (x1)ϕ (x2)] |0 >

= − δ

δJ (x1)

δ

δJ (x2)
exp

[

−1

2

∫

d4xd4y
1

2
J (x)DF (x− y)J (y)

]∣
∣
∣
∣
J=0

= − δ

δJ (x1)

[

−1

2

∫

d4yDF (x2 − y)J (Y )− 1

2

∫

d4xJ (x)DF (x− x2)

]

· Z [J ]

Z0

∣
∣
∣
∣
J=0

= DF (x1 − x2)

che è il risultato che ci aspettavamo e di fatto è corretto. Con questo
approccio possiamo dunque calcolare le funzioni di correlazione. A partire
da questo non è difficile mostrare che

< Ω|T [ϕH (x1)ϕH (x2)] |Ω >= lim
T−→∞

∫
Dϕ (x1)ϕ (x2) exp

[

i
∫ T

−T d
4L
]

∫
Dϕ exp

[

i
∫ T

−T d
4L
]
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13.3. Quantizzazione del campo di Maxwell

13.2.3 Analogie con la meccanica statistica

Formalmente la (13.25) di un integrale su tutte le possibili configurazioni di
un peso statistico esponenziale. La sorgente J (x) gioca il ruolo di campo
esterno.

L’analogia può essere resa più evidente manipolando gli estremi di in-
tegrazione temporale. Abbiamo utilizzato il termine iǫ, una rotazione infi-
nitesima, per ottenere il propagatore di Feynman; passando al caso finito
operiamo una rotazione di Wick t −→ −ix0, che crea il prodotto euclideo

x2 = t2 − |~x|2 −→ − (x0)
2 − |~x|2 = −|xE |2

E’ possibile mostrare che il prolungamento analitico della variabile tempo-
rale in una funzione di Green di una QFT crea una funzione di correlazione
invariante per rotazioni di uno spazio euclideo 4-dimensionale; la rotazione
di Wick fa proprio questo all’interno dell’integrale funzionale in maniera
più generale. Per meglio comprendere cosa abbiamo detto portiamo un
esempio. L’azione della φ4−theory accoppiata alla sorgente è

∫

d4x (L+ Jϕ) =

∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)2 − 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 + Jϕ

]

che dopo la rotazione di Wick assume la forma

i

∫

d4xE (LE − Jϕ) = i

∫

d4xE

[
1

2

(
∂Eµϕ

)2 − 1

2
m2ϕ2 − λ

4!
ϕ4 + Jϕ

]

che è identica in forma all’espressione per l’energia libera di Gibbs per un
ferromagnete nella teoria di Landau, dove ϕ (xE) gioca il ruolo del campo
di spin fluttuante s (~x) e la sorgente J fa la parte del campo magnetico
esterno. Il generatore funzione dopo la rotazione di Wick assume la forma

Z [J ] =

∫

Dϕ exp

[

−
∫

d4xE (LE − Jϕ)

]

(13.28)

dove l’esponenziale è un buon peso statistico per le fluttuazioni di ϕ: qui
Z [J ] è proprio la funzione di partizione che descrive la meccanica statistica
di un sistema mascroscopico. Da questa possiamo calcolare il propagatore
di Feynman come abbiamo fatto in precedenza.

Per la teoria di campo libera (λ = 0) una serie di operazioni simili a
quelle già fatte portano alla funzione di correlazione per ϕ

< ϕ (xE1)ϕ (xE2) >=

∫
d4kE

(2π)
4

eikE(xE1−xE2)

k2
E +m2

(13.29)

13.3 Quantizzazione del campo di Maxwell

Il nostro primo obiettivo è quello di derivare l’espressione per il propagatore
di Feynman per un fotone. Consideriamo dunque l’integrale funzionale

∫

DAeiS[A] (13.30)
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13.3. Quantizzazione del campo di Maxwell

essendo S [A] l’azione per il campo elettromagnetico libero e DA il volume
di integrazione DA0DA1DA2DA3. Integrando per parti ed espandendo in
modi di Fourier possiamo riscrivere l’azione come

S =

∫

d4x

[

−1

4
FµνF

µν

]

=
1

2

∫

d4xAµ (x)
(
∂2gµν − ∂µ∂ν

)
Aν (x)

=
1

2

∫
d4k

(2π)
4 Ãµ (k)

(
−k2gµν + kµkν

)
Ãν (−k) (13.31)

Questa espressione si annulla per Ãµ (k) = kµα (k), che ha come con-
seguenza la divergenza dell’integrale funzionale di partenza, in quanto in-
tegriamo (su un volume che facciamo tendere ad infinito) l’integrando 1.
Analogamente le equazioni che definiscono il propagatore di Feynman Dνρ

F
(
∂2gµν − ∂µ∂ν

)
Dνρ
F (x− y) = iδρµδ

4 (x− y)
(
−k2gµν + kµkν

)
D̃νρ
F (k) = iδρµ

non hanno soluzione, poichè la matrice 4x4
(
−k2gµν + kµkν

)
è singolare.

Questo è dovuto all’invarianza di gauge. Poichè Fµν , e dunque L, sono
invarianti sotto trasformazioni generali di gauge della forma Aµ (x) −→
Aµ (x) + 1

e∂µα (x), anche l’azione deve preservare questa caratteristica.
Dunque non ci basta una configurazione non divergente: devono esserlo
tutte. Infatti il funzionale integrale non è ben definito poichè integriamo
senza senso su un infinità di campi equivalenti fisicamente.

Possiamo risolvere il problema isolando la parte del funzionale che vo-
gliamo conti ogni singola configurazione, diversa dalle altre fisicamente, una
sola volta: applichiamo il meccanismo di Faddeev e Popov.

Sia g (A) una qualche funzione che si annulli come una fissata condi-
zione di gauge1, imponendo cos̀ı all’integrale funzionale di coprire solo le
configurazioni con g (A) = 0 inserendo una distribuzione δ [g (A)].

Supponiamo di avere un vettore n−dimensionale di componenti ai,
sappiamo che

1 =

(
∏

i

∫

dai

)

δn [~g (~a)] det

(
∂gi
∂aj

)

Indicando con Aαµ (x) −→ Aµ (x)+ 1
e∂µα (x) il campo gauge-trasformato

possiamo considerare l’equivalente della precedente equazione nel caso con-
tinuo:

1 =

∫

Dα (x) δ [g (Aα)] det

[
δg (Aα)

δα

]

(13.32)

Il determinante funzionale2 non dipende da A per cui è costante nell’inte-
grale funzionale dentro al quale andiamo a sostituire la nostra identità:

det

[
δg (Aα)

δα

] ∫

Dα
∫

DAeiS[A]δ [g (A)]

1Per esempio g (A) = ∂µA
µ nel caso di gauge di Lorentz.

2Esso è pari a det
“

∂2

e

”

.
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13.3. Quantizzazione del campo di Maxwell

Si fa uno shift di variabile da A a Aα, ovvero una traslazione, per cui si ha
DA = DAα e per la guage invarianza S [A] = S [Aα]. Infine scrivere Aα o
A non cambia, quindi evitiamo di portarci dietro l’indice e riscriviamo

∫

DAeiS[A] = det

[
δg (Aα)

δα

]∫

Dα
∫

DAeiS[A]δ [g (A)] (13.33)

Adesso l’integrale funzionale su A, per via della delta, è ristretto alle
sole configurazioni di campo non fisicamente equivalenti3.

Per procedere da adesso in poi ci occorre specificare la funzione che fissa
la gauge. Scegliamo

g (A) = ∂µAµ (x)− w (x) (13.34)

essendo w (x) una funzione scalare. Porre g (A) = 0 ci dà una generaliz-
zazione della gauge di Lorentz. Il determinante funzionale è lo stesso che
nella gauge di Lorentz quindi potremo scrivere

∫

DAeiS[A] = det

(
1

e
∂2

)(∫

Dα
)∫

DAeiS[A]δ [∂µAµ (x)− w (x)](13.35)

Quest’uguaglianza vale sempre e pertanto varrà anche per ogni combi-
nazione lineare, opportunamente normalizzata, che coinvolge diverse w (x)
e per finire integriamo su tutte queste w (x) con una funzione di peso

gaussiana exp
[

−i
∫
d4xw

2

2ξ

]

centrata su w = 0, ottenendo quindi

N (ξ)

∫

Dw exp

[

−i
∫

d4x
w2

2ξ

]

det

(
1

e
∂2

)(∫

Dα
)∫

DAeiS[A]

·δ [∂µAµ (x)− w (x)] = N (ξ) det

(
1

e
∂2

)(∫

Dα
)∫

DAeiS[A]

· exp

[

−i
∫

d4x
1

2ξ
(∂µAµ)2

]

(13.36)

essendo N (ξ) un fattore di normalizzazione e scegliendo ξ come costante
finita. In effetti quello che abbiamo fatto è stato aggiungere un termine alla
densità lagrangiana: − 1

2ξ (∂µAµ)
2
.

Abbiamo già visto le funzioni di correlazione e la loro espressione, però
ci siamo soffermati finora soltanto sul denominatore della formula ricavata
alla fine del paragrafo. Possiamo operare allo stesso modo per il numeratore,
utilizzando un operatore O (A) gauge invariante (se cos̀ı non fosse lo shift
fatto in precedenza non sarebbe valido). Supposto ciò calcoliamo la sua
funzione di correlazione:

< Ω|T [O (A)] |Ω >= lim
T−→∞

∫
DAO (A) exp

[

−i
∫ T

−T d
4xL − 1

2ξ (∂µAµ)
2
]

∫
DA exp

[

−i
∫ T

−T d
4xL − 1

2ξ (∂µAµ)2
]

3Ricordiamo che siamo nel caso di una teoria abeliana, quindi il meccanismo è rela-
tivamente semplice. Per teorie non abeliane il meccanismo di Faddeev e Popov richiede
di operare una traslazione, una rotazione e inserire i campi di Goldstone.
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

Abbiamo detto che l’azione S [A] non ci restituiva il propagatore fotonico
corretto, ma con il termine aggiuntivo in ξ l’equazione per il propagatore
che non aveva soluzione diviene

[

−k2gµν +

(

1− 1

ξ

)

kµkν

]

D̃νρ
F (k) = iδρµ

la cui soluzione è

D̃νρ
F (k) = − i

k2 + iε

[

gµν − (1− ξ) k
µkν

k2

]

(13.37)

che è proprio l’espressione del propagatore che stavamo cercando. Quello
che si fa generalmente è fissare ξ e svolgere i calcoli del problema interessato.
Il valore ξ = 0 viene detto gauge di Landau, ξ = 1 è la gauge di Feynman,
ovvero quella che abbiamo utilizzato implicitamente nei capitoli precedenti.

Il meccanismo di Faddeev e Popov garantisce che il valore di una qua-
lunque funzione di correlazione di operatori gauge-invarianti computata dai
diagrammi di Feynman, sarà indipendente dal valore di ξ usato nei calcoli.

13.4 Rottura spontanea della simmetria

Abbiamo già trattato in precedenza, all’interno delle teorie di gauge, del
meccanismo di rottura spontanea della simmetria in una teoria di campo
classica. La nostra analisi è stata principalmente di tipo geometrico: abbia-
mo trovato lo stato di aspettazione del vuoto andando a cercare i minimi
della superficie del potenziale.

Tuttavia questo modo di procedere perde quasi completamente di senso
nei calcoli one-loop. Per questo motivo, per avere una teoria quantistica
dei campi completa, dobbiamo andare a ricercare il valore di aspettazione
del vuoto del campo in funzione dei parametri della lagrangiana.

Classicamente abbiamo minimizzato il potenziale: ma questo è alterato
significativamente dalle correzioni radiative. Il nostro obiettivo è quello
di trovare una funzione che minimizzata ci dia lo stesso valore di < ϕ >.
Questa deve inoltre essere in accordo con la teoria classica ai più bassi ordini
perturbativi e scostarsi da essa a quelli più alti.

Una funzione con queste proprietà verrà definita potenziale efficace, che
rappresenterà uno strumento valido per l’analisi della rinormalizzabilità
delle teorie con simmetrie nascoste.

Per poter identificare il potenziale efficace , riconsideriamo le analogie
tra la teoria quantistica dei campi e la meccanica statistica che abbiamo
trattato in precedenza.

In quel paragrafo abbiamo stabilito una relazione tra la funzione di
correlazione di un campo quantistico e i parametri di un sistema statistico,
rimpiazzando le fluttuazioni quantistiche con quelle termiche.

A temperatura zero il ground state termodinamico è lo stato di più
bassa energia, mentre a temperature superiori abbiamo ancora un quadro
geometrico dello stato termodinamico: questo stato è quello che minimizza
l’energia libera di Gibbs.
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

Per esempio consideriamo un sistema di spin, dunque magnetico, e
definiamo l’energia libera di Helmotz F (H) tale che

Z (H) = e−βF (H) =

∫

Ds exp

[

−β
∫

dxH [s]−Hs (x)

]

(13.38)

essendo H il campo magnetico esterno, H [s] la densità di energia di spin
e β = 1

kT . Fissato β possiamo trovare la magnetizzazione del sistema
differenziando F (H):

− ∂F

∂H

∣
∣
∣
∣
β

=
1

β

∂

∂H
lnZ

=
1

Z

∫

dx

∫

Dss (x) exp

[

−β
∫

dxH [s]−Hs (x)

]

(13.39)

=

∫

dx < s (x) >≡M

L’energia libera di Gibbs è definita dalla trasformazione di Legendre G =
F +MH tale che

∂G

∂M
=

∂F

∂M
+M

∂H

∂M
+H =

∂H

∂M

∂F

∂H
+M

∂H

∂M
+H = H (13.40)

dove ricordiamo che tutte le derivate sono fatte con β fissato. Se H = 0
l’energia di Gibbs raggiunge un estremo in corrispondenza del valore di M .
Lo stato termodinamico più stabile è il minimo di G (M), che dunque dà un
quadro dello stato termodinamico preferito, che è geometrico, e allo stesso
tempo include tutti gli effetti delle fluttuazioni termiche. Per analogia
possiamo costruire una quantità simile in teoria quantistica dei campi, e
per semplicità opereremo solo nel caso di un campo scalare reale. Resta il
fatto che i risultati sono comunque genealizzabili a più campi scalari, a a
campi spinoriali e vettoriali.

Consideriamo dunque il nostro campo scalare reale ϕ e una sorgente
esterna J (x), passando dunque a definire un funzionale d’energia E [J ]
come

Z [J ] = e−iE[J] =

∫

Dϕ exp

[

i

∫

d4x (L [ϕ] + Jϕ)

]

(13.41)

dove a destra abbiamo la rappresentazione funzionale dell’ampiezza< Ω|e−iHT |Ω >,
dove T è un tempo, da non confondere con la temperatura. Qui il funzionale
E [J ] gioca il ruolo dell’energia libera di Gibbs, mentre J assume quello del
campo magnetico esterno. Poichè ormai abbiamo già trattato il formalismo
e le operazioni funzionali, possiamo calcolare

δ

δJ (x)
E [J ] = i

δ

δJ (x)
lnZ = −

∫
Dϕei

R

d4x(L+Jϕ)ϕ (x)
∫
Dϕei

R

d4x(L+Jϕ)
(13.42)

che abbreviamo come

δ

δJ (x)
E [J ] = − < Ω|ϕ (x) |Ω >J (13.43)
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

che è il valore di aspettazione del vuoto in presenta di una sorgente esterna
J . Analogamente al caso statistico, abbiamo una derivata funzionale che
dà un valore di aspettazione del vuoto in presenza di una sorgente variabile.
Definiamo ϕcl (x), il campo classico, come

ϕcl (x) =< Ω|ϕ (x) |Ω >J (13.44)

che è legato a ϕ esattamente come la magnetizzazione M era legata al
campo locale di spin s (x). Da notare che ϕcl (x) dipende da J esattamente
come M dipende da H , dunque in analogia con la costruzione dell’energia
libera di Gibbs definiamo la trasformata di Legendre di E [J ]

Γ [ϕcl] ≡ −E [J ]−
∫

d4yJ (y)ϕcl (y) (13.45)

quantità nota come azione efficace. Quindi sempre in analogia con la
precedente, avremo

δ

δϕcl (x)
Γ [ϕcl] = − δ

δϕcl (x)
E [J ]−

∫

d4y
δJ (y)

δϕcl (x)
ϕcl (y)− J (x)

= −
∫

d4y
δJ (y)

δϕcl (x)

δE [y]

δJ (y)
−−

∫

d4y
δJ (y)

δϕcl (x)
ϕcl (y)− J (x)

= −J (x) (13.46)

Riassumiamo le analogie tra le quantità che abbiamo usato:

Sistema magnetico QFT
~x x = xµ

s (~x) ϕ (x)
H J (x)
H (s) L (ϕ)
Z (H) Z [J ]
F (H) E [J ]
M ϕcl (x)

G (M) −Γ [ϕcl]

L’ultima relazione in particolare implica che nel caso in cui la sorgente
esterna sia nulla, l’azione efficace soddisfa l’equazione

δ

δϕcl (x)
Γ [ϕcl] = 0 (13.47)

le cui soluzioni sono i valori di < ϕ (x) > nello stato quantico stabile della
teoria. Per uno stato di vuoto invariante per traslazioni troveremo una
soluzione in cui ϕcl è indipendente da x: dunque è tale invarianza a per-
metterci di considerare il campo classico costante, dove nel caso in cui la
dipendenza da x è presente la rottura di simmetria è esplicita.

In termini termodinamici Γ è una quantita estensiva: è proporziona-
le al volume della regione spazio-temporale sul quale è preso l’integrale
funzionale. Se T è il tempo e V il volume 3-dimensionale possiamo scrivere

Γ [ϕcl] = − (V T )Veff (ϕcl) (13.48)
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

essendo Veff il potenziale efficace. La condizione che Γ abbia un estremo
si riduce all’equazione

∂

∂ϕcl
Veff (ϕcl) = 0 (13.49)

le cui soluzioni sono stati invarianti per traslazione con J = 0. In questo
caso avremo dunque Γ = −E e quindi che Veff , calcolato in una soluzione
dell’equazione precedente, è proprio la densità di energia dello stato cor-
rispondente, che è legato a effetti di fluttuazione quantistica e non è una
modifica ad hoc del potenziale classico.

13.4.1 Calcolo del potenziale efficace

Possiamo calcolare l’azione efficace in diversi modi. Il più semplice con-
siste nel valutare l’azione efficace completa dalla sua definizione integrale
funzionale, per poi passare al calcolo di Veff .

Quello che vogliamo fare è trovare un’espansione perturbativa per il
funzionale generatore Z a partire dalla sua definizione data nel paragra-
fo precedente. In secondo luogo calcoleremo il logaritmo per ottenere il
funzionale di energia E e infine faremo una trasformata di Legendre per
ottenere Γ.

Faremo questo nel semplice caso di un campo scalare reale. Partiamo
dunque dalla lagrangiana

L =
1

2
(∂µϕ)2 − 1

2
m2ϕ2 − V

(
ϕ2
)

(13.50)

che è manifestamente invariante per la trasformazione ϕ −→ −ϕ, che co-
me ricordiamo dalla SSB classica, rappresentano gli stati fondamentali del
campo. L’azione sarà S = L+ Jϕ

L’equazione del campo in presenza di una sorgente esterna, dalle equa-
zioni di Eulero-Lagrange per l’azione del caso in analisi, è

(
∂µ∂

µ +m2
)
ϕcl + V ′ (ϕcl) = J (13.51)

che nel caso in cui V ′ = 0 risulta essere l’equazione di campo libero. Faccia-
mo adesso uno sviluppo perturbativo di ϕcl attorno alla soluzione classica:
ϕ = ϕcl + η e d’ora in avanti porremo ϕcl = ϕ0. In questo modo avremo

L =
1

2
(∂µϕ0 + ∂µη)

2 − 1

2
m2 (ϕ0 + η)

2

−
[

V (ϕ0) +
∂V

∂ϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=ϕ0

η +
1

2

∂2V

∂ϕ2

∣
∣
∣
∣
ϕ=ϕ0

η2 +
∑

n>2

1

n!

∂nV

∂ϕn

∣
∣
∣
∣
ϕ=ϕ0

ηn

]

(13.52)

La parte dipendente da ϕ0, di azione classica (quindi stiamo includendo il
termine di corrente), è

1

2
(∂µϕ0)

2 − 1

2
m2ϕ2

0 − V (ϕ0) + Jϕ0 (13.53)
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mentre quello che ci resta è

1

2
(∂µη)

2
+ (∂µϕ0) (∂µη)− 1

2
m2η2 −m2ϕ0η −

∂V

∂ϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=ϕ0

η

− 1

2

∂2V

∂ϕ2

∣
∣
∣
∣
ϕ=ϕ0

η2 + Jη −
∑

n>2

1

n!

∂nV

∂ϕn

∣
∣
∣
∣
ϕ=ϕ0

ηn (13.54)

in cui, integrandone alcuni termini per parti, e mettendo η in evidenza, si
ottiene

(∂µϕ0) (∂µη)−m2ϕ0η − V (ϕ0) η + Jη = −η
[
(∂µ∂

µϕ0)−m2ϕ0 − V (ϕ0) + J
]

che si annulla poichè ϕ0 è soluzione dell’equazione di campo classica. Ci
restano i termini quadratici e quelli di interazione del campo quantistico e
di quello classico di partenza. Avremo

Z [J ] = ei
R

d4x[L(ϕcl)+Jϕcl]

∫

Dϕ

· exp

[

i

∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)2 − 1

2
m2ϕ2 − 1

2
ϕ2V ′′ (ϕcl)

−
∑

n>2

ϕn

n!
V (n) (ϕcl)

]]

Il termine in derivata seconda del potenziale ridefinisce la massa, es-
sendo il coefficiente di un termine quadratico. La massa delle fluttuazioni
quantistiche non è quella che si evince dalla lagrangiana, ma dipende da
ϕcl: se è nullo non cambia, ma se il minimo si ha ad un valore diverso da
zero allora la massa è ridefinita e gli integrali li sappiamo calcolare poichè
sono di tipo gaussiano.

Per integrali divergenti, che coinvolgono gli altri termini di ordine su-
periore al secondo, va fatto uno sviluppo in serie di potenze ottenendo una
parte gaussiana per un polinomio e svolgendo il calcolo di un integrale gaus-
siano ∞−dimensionale come abbiamo già visto in precedenza, ottenendo
risultati in funzione del determinante funzionale. Ad esempio consideriamo
l’integrale funzionale

S0 =
1

2

∫

d4xϕ
(
−∂2 −m2

)
ϕ

∫

DϕeiS0 = cost ·
[
det
(
m2 + ϕ2

)]− 1
2

Inoltre

detB =
∏

i

bi = exp

[
∑

i

ln bi

]

= exp [Tr (lnB)]

=⇒ ln (detB) = Tr (lnB) (13.55)

Torniamo a Z [J ]. Nei calcoli riscaleremo le parti quadratiche come ϕ −→
η

1
2ϕ, in quanto η è la scala delle fluttuazioni quantistiche, pertanto dob-

biamo riscalare tutti i termini di potenze (di peso n
2 − 1) in maniera da
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rispattare lo scaling. Detto ciò sviluppiamo in potenze di η4:

Z [J ] = eiS(ϕcl)

∫

Dϕ exp

[

i

∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)2 − 1

2
ϕ2
(
m2 + V ′′ (ϕcl)

)

−
∑

n>2

η
n
2 −1ϕ

n

n!
V (n) (ϕcl)

]]

(13.56)

La parte quadratica vale

∫

Dϕ exp

[

i

∫

d4x

[
1

2
(∂µϕ)2 − 1

2
ϕ2
(
m2 + V ′′ (ϕcl)

)
]]

=⇒
∫

Dϕ exp

[

i

∫

d4x
[
ϕ
(
� +m2 + V ′′ (ϕcl)

)
ϕ
]
]

= det
(
k−1
0 kv

)− 1
2 (13.57)

essendo k0 = � + m2 e kv = � + m2 + V ′′ (ϕcl), quest’ultimo ridefinisce
la massa ed è ancora una volta un propagatore libero, tuttavia con una
massa diversa. Se ϕcl dipende da x non sappiamo più svolgere l’integrale
funzionale. Quindi avremo

Z [J ] ∝ det
(
k−1
0 kv

)− 1
2 =⇒ lnZ ∝ −1

2
ln
[

det
(
k−1
0 kv

)− 1
2

]

(13.58)

dove k−1
0 kv è diagonale nello spazio degli impulsi se vi è invarianza trasla-

zionale e vale

k−1
0 kv = 1 +G (x− y)V ′′ (ϕcl) (13.59)

Poichè

ln
[

det
(
k−1
0 kv

)− 1
2

]

= Tr
(
ln
(
k−1
0 kv

))
(13.60)

per quanto detto finora avremo:

lnZ ∼ Tr [ln (1 +G (x− y)V ′′ (ϕcl))]

∼
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n
Tr [GV ′′ (ϕcl)]

n
(13.61)

che si ottiene sviluppando in serie il logaritmo di (1 + x) e nello spazio degli
impulsi avremo

∫

dq4 [G (q)V ′′ (ϕcl)] ≃ V ′′ (ϕcl) ∼
η

2
ϕ2
cl (13.62)

e troviamo la loop-expansion

4Abbiamo qui voluto mantenere una formulazione più generale della scala in cui
studiamo il processo: generalmente arrivati a questo punto, poichè il nostro interesse
principale è la scala di Planck, si pone η = ~.
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i cui integrali hanno andamenti di

• 1: divergenza quadratica come
∫
d4k
k2 ;

• 2: divergenza logaritmica come
∫
d4k
k4 ;

• 3: convergenza come
∫
d4k
k6 ;

Infine il potenziale efficace

Veff =
1

2

∫
d4k

(2π)
4 ln

(

1−
η
2ϕ

2
cl

k2 −m2 + iǫ

)

(13.63)

dove lo sviluppo del logaritmo equivale al calcolo di tutti i diagrammi e
l’integrale è di sua natura divergente e dunque richiede la rinormalizzazione.

Definita la costante rinormalizzata ηM ad una certa scala M come

ηM =
d4Veff
dϕ

∣
∣
∣
∣
ϕ=M

=⇒ Veff = ηM
ϕ4
cl

4!
+ η2

M

ϕ4
cl

16π2

(

ln
ϕ2
cl

M2
− 25

6

)

+ ...

si ha un minimo per ϕcl 6= 0 e dunque la SSB è dovuta a fluttuazioni
quantistiche5. Le fluttuazioni in interazioni quantistiche rompono dunque
la simmetria senza alcun intervento esterno.

5Ciò trova applicazione in materia condensata, nello studio delle transizioni di fase
quantistiche.
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CAPITOLO 14

Rinormalizzazione

Nel calcolo delle correzioni radiative abbiamo incontrato diagrammi con
loop, con correzioni al propagatore o al vertice o altre ancora. In ogni
caso le divergenze ultraviolette causate da queste correzioni possono essere
cancellate.

Prima di tutto partiamo con il classificare le divergenze ultraviolette
che possono comparire in una teoria quantistica dei campi e poi per ognuna
vedremo come rinormalizzarla.

La relazione che intercorre tra i gradi di libertà a due scale differenti,
dipende appunto dalla rinormalizzazione.

14.1 Classificazione delle divergenze ultravio-

lette

Vediamo di capire quando un diagramma di Feynman contiene una diver-
genza ultravioletta, e cominciamo dalla QED. Diamo un nome alle quantità
che useremo:

• Ne: numero di linee fermioniche esterne;

• Nγ : numero di linee fotoniche esterne;

• Pe: numero di propagatori fermionici;

• Pγ : numero di propagatori fotonici;

• V : numero di vertici;

• L: numero di loop.

Un diagramma tipico può essere
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dove per ogni loop c’è un integrale sul 4-impulso potenzialmente divergente.
Definiamo il grado di divergenza superficiale D come

D ≡ Potenze di k al numeratore− Potenze di k al denominatore

= 4L− Pe − 2Pγ (14.1)

Se Λ è il momento di cutoff, ci aspettiamo dunque che un diagramma abbia:

• divergenza proporzionale a ΛD per D > 0;

• divergenza proporzionale a ln Λ per D = 0;

• convergenza per D < 0;

Tuttavia questo rappresenta un calcolo piuttosto superficiale, in quanto
potrebbe darsi che il diagramma contenga un sottodiagramma la cui di-
vergenza non è quella indicata da D oppure la presenza di una simmetria
(come l’identità di Ward) potrebbe cancellare alcuni termini e ridurre o
eliminare completamente la divergenza. Infine, si noti come un diagramma
senza propagatori e loops abbia D = 0 ma nessuna divergenza.

Possiamo però utilizzare ugualmente D per i nostri scopi. Il numero
delle integrazioni di loop in un diagramma è

L = Pe + Pγ − V + 1 (14.2)

poichè nelle regole di Feynman ogni propagatore ha un integrale sul mo-
mento e ogni vertice ha una δ che permette la conservazione totale del
momento. Dunque il numero di vertici è

V = 2Pγ +Nγ =
1

2
(2Pe +Ne) (14.3)

poichè ogni vertice coinvolge esattamente una linea fotonica e due fermio-
niche. Riassumendo avremo

D = 4 (Pe + Pγ − V + 1)− Pe − 2Pγ = 4−Nγ +
3

2
Ne (14.4)

indipendente dal numero di vertici. Ecco alcuni esempi:
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14.1. Classificazione delle divergenze ultraviolette

Siamo arrivati dunque alla conclusione che il grado di divergenza super-
ficiale, in QED, dipende soltanto dal numero di linee esterne. In accordo
con quanto trovato per D solo i diagrammi con un piccolo numero di linee
esterne hanno D ≥ 0.

Poichè le linee esterne non rientrano in integrali potenzialmente diver-
genti possiamo soffermarci sui diagrammi amputati, cioè fatti solo di linee
interne. Possiamo inoltre analizzare i diagrammi 1PI, poichè i diagrammi
riducibili sono i prodotti degli integrali corrispondenti alle loro parti irridu-
cibili. Quindi riduciamo il problema dell’analisi dei diagrammi divergenti in
QED a quello dell’analisi di 7 tipi amputati 1PI, che riportiamo di seguito:

Tutti gli altri diagrammi possono divergere solo se contengono almeno
uno di questi come sottodiagramma. Da un’analisi più accurata di questi
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14.1. Classificazione delle divergenze ultraviolette

diagrammi si trova che sono soltanto 3 le ampiezze primitive divergenti in
QED, quelle relative alle correzioni al vertice, alla linea fermionica esterna
e al propagatore.

La dipendenza di queste dai momenti esterni è semplice: espandendo
ciascuna di esse in serie di potenze nei momenti esterni si trovano solo
4 coefficienti divergenti nell’espansione. In altre parole la QED contiene
solo 4 numeri divergenti, che possono essere assorbiti in parametri della
lagrangiana non osservabili in maniera tale che le ampiezze di scattering
osservabili siano sempre finite.

La teoria della QED nello spazio-tempo 4-dimensionale è un caso parti-
colare, vediamo di generalizzare la QED al caso di d dimensioni. In questo
caso avremo

D ≡ dL− Pe − 2Pγ (14.5)

poichè ogni loop contribuisce a integrali sul momento d−dimensionali. Quel-
lo che abbiamo detto prima sui vertici vale ancora, dunque potremo riscri-
vere

D = d+

(
d− 4

2

)

V −
(
d− 2

2

)

Nγ −
(
d− 1

2

)

Ne (14.6)

in cui si nota subito che D non dipende da V solo nel caso particolare di
d = 4, cioè nel nostro spazio-tempo.

Per d < 4 i diagrammi con più vertici hanno un minore grado di
divergenza, in questo modo il numero di diagrammi divergenti è finito.

Per d > 4 i diagrammi con più vertici hanno un maggiore grado di diver-
genza, in questo modo ogni ampiezza diventa superficialmente divergente
ad ordini molto elevati in teoria perturbativa.

Tutto ciò ci serve per classificare le teorie, che possono essere rinor-
malizzabili o meno in funzione dello spazio-tempo in cui sono definite.
Avremo:

• Teorie super-rinormalizzabili: diverge superficialmente solo un
numero finito di diagrammi di Feynman;

• Teorie rinormalizzabili: diverge superficialmente solo un numero
finito di ampiezze, tuttavia le divergenze si manifestano ad ogni ordine
perturbativo;

• Teorie non rinormalizzabili: tutte le ampiezze sono divergenti a
ordini sufficientemente elevati in teoria perturbativa.

Possiamo dunque dire che la QED è rinormalizzabile in 4 dimensioni,
super-rinormalizzabile in meno di 4 dimensioni e non rinormalizzabile oltre
le 4 dimensioni.

Consideriamo per esempio il campo reale scalare in d dimensioni con un
termine di interazione ϕn:

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2ϕ2 − λ

n!
ϕn (14.7)

Sia N il numero di linee esterne nel diagramma, P il numero dei pro-
pagatori e V quello dei vertici. Il numero dei loops nel diagramma sarà
L = P − V + 1.
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Ci sono n linee che si incontrano ad ogni vertice cos̀ı che nV = N + 2P
e di conseguenza D = dL− 2P , ovvero più esplicitamente

D = d+

[

n

(
d− 2

2

)

− d
]

V −
(
d− 2

2

)

N (14.8)

In 4 dimensioni un accoppiamento ϕ4 è rinormalizzabile, mentre ordini
più alti non lo sono. In 3 dimensioni un accoppiamento ϕ6 diventa rinorma-
lizzabile, mentre uno ϕ4 è super-rinormalizzabile. Infine, in 2 dimensioni,
ogni accoppiamento ϕn è super-rinormalizzabile.

Possiamo tuttavia ricavare l’espressione (14.8) anche in un modo alter-
nativo. In ogni teoria quantistica di campo, l’azione S deve essere adi-
mensionata poichè lavoriamo in unità naturali con ~ = 1. In d dimensioni
avremo l’integrale

∫
ddxL: dunque ddx ha dimensioni di massa−d e di con-

seguenza L le ha di massad. Passiamo dunque a studiare le dimensioni dei
termini della lagrangiana in esame e per semplicità di notazione eviteremo
di riportare sempre le masse nei nostri calcoli dimensionali, ci limiteremo a
dare solo l’ordine d.

Dal termine cinetico possiamo vedere che [ϕ] = d−2
2 e sfruttando questo

risultato, concludiamo che [ϕn] = nd−2
2 e quindi che [λ] = d− nd−2

2 .
Consideriamo un diagramma con N linee esterne, che si presenta per

esempio per un’interazione del tipo ηϕN nella lagrangiana. Avremo [η] =
d−N d−2

2 e quindi possiamo concludere che ogni diagramma amputato con
N linee esterne ha questa dimensione.

Nel caso in analisi noi abbiamo solo il vertice λϕn, e se il diagramma
ha V vertici è divergente, la sua parte divergente è proporzionale a λV ΛD,
essendo Λ il momento di cut-off e D il grado superficiale di divergenza.
Applicando l’analisi dimensionale otteniamo

d−N d− 2

2
= V

[

d− nd− 2

2

]

+D (14.9)

in pieno accordo con quanto trovato in precedenza. Da notare che in questa
espressione, il fattore moltiplicativo di V è proprio la dimensione di λ.
Dunque possiamo ricaratterizzare i 3 gradi di rinormalizzabilità nel modo
seguente:

• Teorie super-rinormalizzabili: costante di accoppiamento dimen-
sionata positivamente come una massa;

• Teorie rinormalizzabili: costante di accoppiamento adimensionata;

• Teorie non rinormalizzabili: costante di accoppiamento dimensio-
nata negativamente come una massa.

Queste sono le stesse conclusioni a cui eravamo giunti in teoria classia
dei campi senza aver però svolto dimostrazione alcuna.

Se λ è per esempio una massa, la teoria sarà super-rinormalizzabile; la
teoria di Fermi, al contrario, non lo è, come è facile verificare.

A questo punto quello che ci interessa è trovare una relazione tra le
cariche classiche e quelle efficaci, tra le masse classiche e quelle efficaci, che
inglobi i termini di rinormalizzazione e ci faccia trovare l’accordo con i dati
sperimentali.
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14.2. Teoria perturbativa rinormalizzata

14.2 Teoria perturbativa rinormalizzata

Abbiamo visto come una teoria quantistica di campo rinormalizzabile con-
tenga un piccolo numero di ampiezze superficialmente divergenti.

In QED per esempio ne esistono solo 3, che contengono 4 costanti infini-
te. Alla fine dei nostri calcoli svolti in precedenza questi infiniti svanivano
sempre: l’infinito nel diagramma di correzione al vertice era cancellata dalla
rinormalizzazione dell’intensità del campo dell’elettrone, mentre l’infinito
nel diagramma di polarizzazione del vuoto ci ha dato solo uno shift non
osservabile nella carica dell’elettrone.

In generale questo è sempre vero: in una teoria quantistica di campo
rinormalizzabile, le divergenze non vengono fuori su quantità osservabili.

Per ottenere un risultato finito su un’ampiezza che coinvolge diagrammi
divergenti dobbiamo:

• Si calcolano i diagrammi per ottenere un’espressione che dipenda da
m0, e0 e il cut-off Λ;

• Si calcolano la massa m e la costante di accoppiamento e a qualunque
ordine rimanga consistente con il resto del calcolo; queste quantità
dipenderanno dalle precedenti;

• Si calcolano gli elementi di matrice S oltre alla funzione di correla-
zione;

• Si combinano i risultati eliminando m0, e0 per mantenere m, e: questo
step è chiamato rinormalizzazione.

Il risultato ottenuto deve essere finito al limite Λ −→∞. Tuttavia que-
sta procedura può essere tediosa, specie agli ordini perturbativi più elevati.
Quindi svilupperemo una procedura alternativa che lavora in maniera più
automatica.

Cominciamo prima per la ϕ4−theory. Assumiamo la densità lagrangia-
na

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − 1

2
m2

0ϕ
2 − λ

4!
ϕ4 (14.10)

dove abbiamo scritto m0 e λ0 per sottolineare che stiamo utilizzando quan-
tità non effettive, ovvero quelle misurate sperimentalmente.

Il grado di divergenza superficiale di un diagramma con N linee esterne
è D = 4 − N , e poichè la teoria è invariante per lo scambio ϕ −→ −ϕ,
tutte le ampiezze con un numero dispari di linee esterne svaniscono. Le
sole ampiezze divergenti saranno dunque:
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14.2. Teoria perturbativa rinormalizzata

Se ignoriamo il diagramma del vuoto, il primo, queste ampiezze conten-
gono 3 costanti infinite: vediamo adesso di riuscire a inglobarle dentro 3
parametri non osservabili della teoria, ovverom0, e0 e l’intensità del campo.

Per riuscirci, dovremo riformulare l’espansione perturbativa in maniera
tale che tali quantità non osservabili non rientrino nelle regole di Feynman
esplicitamente. La funzione di correlazione a 2 punti ha la forma
∫

d4x < Ω|T [ϕ (x)ϕ (0)] |Ω > e−ipx =
iZ

p2 −m2
+ termini finiti per p2 = m2

dove m è la massa fisica. Se riscaliamo ϕ = Z
1
2ϕr, semplifichiamo Z e il

residuo del propagatore al polo vale 1. Riscrivendo la lagrangiana dopo il
rescaling e defininendo δZ = Z − 1, δm = m2

0Z
2 − m2, δλ = λ0Z

2 − λ,
otterremo:

L =
1

2
(∂µϕr)

2 − 1

2
m2

0ϕ
2
r −

λ

4!
ϕ4
r

+
1

2
δZ (∂µϕr)

2 − 1

2
δmϕ

2
r −

λ

4!
δλϕ

4
r (14.11)

La prima riga della lagrangiana è strutturalmente identica a quella da
cui siamo partiti, ma è scritta in termini di massa e costante di accoppia-
mento fisiche. I termini della seconda riga sono detti controtermini e hanno
assorbito gli shift infiniti ma non osservabili tra i parametri teorici e quelli
fisici.

L’equazione della funziona di correlazione per 2 punti definisce m2 come
il punto in cui il propagatore ha un polo. Possiamo definire λ come la
grandezza dell’ampiezza di scattering a momento nullo. Avremo:

che sono chiamate condizioni di rinormalizzazione. La lagrangiana dopo le
correzioni di rinormalizzazione darà luogo a delle nuove regole di Feynman
che terranno conto delle quantità in δ:
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14.3. Rinormalizzazione ϕ4−theory one-loop

che possiamo utilizzare per calcolare qualunque ampiezza in ϕ4−theory.
L’utilizzo delle regole di Feynman con i controtermini prende il nome

teoria perturbativa rinormalizzata. Essa è equivalente alla teoria perturba-
tiva che già conoscevamo, ma è tecnicamente più semplice da utilizzare in
presenza di loop.

14.3 Rinormalizzazione ϕ4−theory one-loop

Vediamo di applicare ad un esempio concreto quello che abbiamo visto
finora. Consideriamo l’ampiezza di scattering fondamentale tra 2 particelle:

Definendo p = p1 + p2 il secondo diagramma è

Ma p2 è uguale a s, il primo invariante di Mandelstam. Gli altri 2
diagrammi sono identici al primo, con la sola differenza che va sostituito t
e u rispettivamente, a s. Possiamo quindi scrivere

iM = −iλ+ (−iλ)2 [iV (s) + iV (t) + iV (u)]− iδλ (14.12)
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14.3. Rinormalizzazione ϕ4−theory one-loop

che in accordo con le condizioni di rinormalizzazione per la ϕ4−theory,
possiamo eguagliare a −iλ per s = 4m2, t = u = 0. Dobbiamo inoltre
imporre

δλ = −λ2
[
V
(
4m2

)
+ 2V (0)

]
(14.13)

per eliminare le divergenze dai controtermini. Possiamo calcolare espli-
citamente V

(
p2
)

usando la regolarizzazione dimensionale, secondo una
procedura che abbiamo già visto1:

• Introduciamo un parametro di Feynman;

• Shiftiamo la variabile di integrazione;

• Ruotiamo lo spazio euclideo;

• Calcoliamo l’integrale.

Quello che si ottiene, è una divergenza per V
(
p2
)

e δλ nel caso in cui
d −→ 4: combinando però il tutto con le condizioni di rinormalizzazione e
l’ampiezza di scattering rinormalizzata avremo un risultato finito, seppur
algebricamente complicato.

Per determinare δZ e δm dovremo calcolare la funzione di correlazione
tra 2 punti. Definendo −iM2

(
p2
)

come la somma di tutte le parti 1PI del
propagatore, avremo la serie geometrica

che ci dà la funzione di correlazione completa tra 2 punti. Le condizioni di
rinormalizzazione richiedono che il polo di tale funzione sia p2 = m2 e che
qui abbia residuo pari a 1, condizioni queste, equivalenti rispettivamente a

M2
(
p2
)∣
∣
p2=m2 = 0

d

dp2
M2

(
p2
)
∣
∣
∣
∣
p2=m2

= 0 (14.14)

che al primo ordine di loop portano a

1Per una descrizione più dettagliata, vedi par.10.2, M.E.Peskin, D.V.Schroeder,
Introduction to Quantum Field Theory, Perseus Books.
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14.4. Rinormalizzazione della QED

Poichè il primo termine è indipendente da p2, ponendo

δZ = 0 δm = − λ

2 (4π)
d
2

Γ
(
1− d

2

)

(m2)1−
d
2

(14.15)

porta a M2
(
p2
)

= 0 per ogni p2, che soddisfa entrambe le nostre richie-

ste. I primi contributi non nulli a M2
(
p2
)

e δZ sono proporzionali a λ2 e
provengono dai diagrammi

dove il secondo contiene il controtermine δλ, che abbiamo già calcolato.
Questo cancella le divergenze ultraviolette del primo diagramma che si pre-
sentano quando uno dei momenti di loop è grande e l’altro è piccolo. Il
terzo diagramma è il controtermine p2δZ − δm.

Il fatto che il controtermine δZ si annulla all’ordine one-loop è una
caratteristica della ϕ4−theory: la teoria di Yukawa2 per esempio, richiede
questo controtermine per le correzioni one-loop.

14.4 Rinormalizzazione della QED

La procedura che abbiamo seguito nel paragrafo precedente per arrivare ad
una teoria perturbativa rinormalizzata in termini di parametri misurabili
fisicamente, può essere riassunta nel modo seguente:

• Si assorbono le rinormalizzazioni nella lagrangiana riscalando i campi;

• Si separano i termini della lagrangiana in 2 parti, assorbendo gli
infiniti e le quantità non osservabili dentro i controtermini;

• Si specificano le condizioni di rinormalizzazione che definiscono le
masse fisiche e le costanti di accoppiamento e mantengono le rinor-
malizzazioni dell’intensità del campo pari a 1;

• Si calcolano le ampiezze con le nuove regole di Feynman, modifi-
cando i controtermini in maniera tale da rispettare le condizioni di
rinormalizzazione.

Possiamo utilizzare la stessa procedura per rinormalizzare anche la QED.
Scriviamo la lagrangiana

L = −1

4
FµνF

µν + ψ̄ (i 6∂ −m0)ψ − e0ψ̄γµψAµ (14.16)

Calcolando i propagatori fermionici e fotonici otteniamo in generale

2Si mostra che le correzioni al propagatore all’ordine one-loop richiedono una
rinormalizzazione della massa quadraticamente divergente e dell’intensità di campo
logaritmicamente divergente. Situazione, questa, tipica nelle teorie di campo scalari.
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14.4. Rinormalizzazione della QED

Per assorbire Z2 e Z3 in L, e quindi eliminarli dalla formula per la matrice
S, dobbiamo riscalare i campi come abbiamo fatto per la ϕ4−theory, in

questo caso ψ = Z
1
2
2 ψr e Aµ = Z

1
2
3 A

µ
r , ottenendo

L = −1

4
Z3FµνrF

µν
r + Z2ψ̄r (i 6∂ −m0)ψr − e0Z2Z

1
2
3 ψ̄rγ

µψrAµr (14.17)

Introduciamo la carica elettrica fisica e misurata a grandi distanze (q = 0)
definendo il fattore di scala

e0Z2Z
1
2
3 = eZ1 (14.18)

Se vogliamo che m sia la massa fisica, ovvero il punto in cui il propa-
gatore elettronico ha il suo polo, dobbiamo dividere la lagrangiana in 2
parti:

L = −1

4
Z3FµνrF

µν
r + Z2ψ̄r (i 6∂ −m0)ψr − e0Z2Z

1
2
3 ψ̄rγ

µψrAµr

− 1

4
δ3FµνrF

µν
r + ψ̄r (iδ2 6∂ − δm)ψr − eδ1ψ̄rγµψrAµr (14.19)

con

δ3 = Z3 − 1 δ2 = Z2 − 1 δm = Z2m0 −m (14.20)

δ1 = Z1 − 1 =
e0
e
Z2Z

1
2
3 − 1 (14.21)

Oltre ai tradizionali vertici e propagatori, troviamo 3 vertici di con-
trotermine. I vertici ee e eeγ possono essere letti direttamente dalla la-
grangiana rinormalizzata, mentre per derivare il vertice di controtermi-
ne γγ dobbiamo integrare il termine cinetico libero per parti, ottenendo
− 1

2Aµ
(
−∂2gµν + ∂µ∂ν

)
.

Ognuno dei 4 coefficienti di controtermine deve essere fissato da una
condizione di rinormalizzazione: 2 di queste fissano la rinormalizzazione
dell’intensità dei 2 campi a 1, mentre le altre 2 definiscono massa e carica
fisica. Ricordiamo quanto trovato a proposito del modello perturbativo:
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

ottenendo le regole di Feynman per la QED rinormalizzata:

con le 4 condizioni di rinormalizzazione seguenti:

Σ (6p = m) = 0

d

d 6pΣ (6p)
∣
∣
∣
∣
6p=m

= 0

Π
(
q2
)

= 0

−ieΓµ (p′ − p = 0) = −ieγµ (14.22)

La prima condizione fissa la massa m dell’elettrone, la seconda e la
terza fissano il residuo dei propagatori a 1, ed infine la quarta fissa la carica
elettrica e.

Per esempio, nel caso del processo e+e− −→ hadrons tree-level, la corre-
zione è piccola e vale αs

π . Nei loop si hanno elettroni di qualunque impulso:
ma allora come è possibile che i gradi di libertà a cos̀ı alta energia influiscano
con una correzione tanto piccola?

14.5 Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Questo paragrafo è la risposta alla domanda con la quale abbiamo concluso
quello precedente. Finora abbiamo determinato quando e come la cancel-
lazione delle divergenze ultraviolette trova posto in teoria quantistica dei
campi.

Abbiamo potuto constatare come ci siao classi di grandi teorie che
contengono alla fine pochi parametri divergenti, come masse, costanti di
accoppiamento o controtermini in teoria perturbativa rinormalizzata.
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Tuttavia resta sorprendente come le particelle virtuali con cos̀ı grande
impulso non giochino un ruolo fondamentale sulla teoria in profondità. Una
delle caratteristiche principali della QFT è la località: campi in punti diffe-
renti dello spazio-tempo sono gradi di libertà indipendenti, con fluttuazioni
quantistiche anch’esse indipendenti. Le fluttuazioni quantistiche a distante
arbitrariamente brevi, compaiono nel calcolo dei diagrammi di Feynman
come quanti virtuali con momenti arbitrari.

In una teoria rinormalizzabile gli integrali di loop sui momenti delle
particelle virtuali sono sempre dominati da valori comparabili ai momenti
finiti delle particelle esterne. Non è facile capire come queste fluttuazioni
possono essere cos̀ı innocue da influire su una teoria solo tramite i valori di
pochi dei suoi parametri.

Wilson, premio nobel nel 1971, fu quello che per primo diede un quadro
fisicamente accettabile per spiegare questo comportamento insolito e queste
esemplificazioni controintuitive.

Questo quadro generalizza l’idea di carica elettrica dipendente dalla
scala o dalla distanza, introdotta in precedenza, suggerendo che tutti i
parametri di una teoria di campo rinormalizzata possono essere pensati
come entità dipendenti da una scala.

Vedremo che questa dipendenza è descritta da semplici equazioni diffe-
renziali chiamate equazioni del gruppo di rinormalizzazione, le cui soluzioni
ci condurranno a previsioni fisiche di tipo nuovo: le funzioni di correlazio-
ne di un campo quantistico, in opportune circostanze, mostrano leggi di
scaling, insolite ma calcolabili, in funzione delle loro coordinate.

Il metodo di Wilson è basato sull’approccio dell’integrale funzionale
alla teoria dei campi, in cui i gradi di libertà di un campo quantistico sono
variabili di integrazione.

In questo modo è possibile studiare le divergenze ultraviolette isolando
la dipendenza dell’integrale funzionale sui gradi di libertà del campo a breve
distanza. Per avere un esempio concreto, applicheremo il metodo di Wilson
alla ϕ4−theory: il passaggio alla QED può essere eseguito nello stesso modo.

Abbiamo già scritto la funzione di Green per la teoria in termini di una
rappresentazione integrale funzionale del funzionale generatore Z [J ]. Le
variabili di integrazione di base sono le componenti di Fourier del campo
ϕ (k), cos̀ı che

Z [J ] =

∫

ϕei
R

[L+Jϕ] =

(
∏

k

∫

dϕ (k)

)

ei
R

[L+Jϕ] (14.23)

Per imporre un cut-off ultravioletto Λ, restringiamo il numero delle
variabili di integrazione dell’equazione precedente, integrando su ϕ (k) se
|k| ≤ Λ e imponendo ϕ (k) = 0 per |k| > Λ, ovvero studiamo l’effetto
dei modi in prossimità del cut-off trascurando tutti quelli al di sopra della
soglia.

Questa modifica nell’integrale funzionale ci suggerisce un metodo per
stimare l’influenza delle fluttuazioni quantistiche a distanze veramente pic-
cole, o equivalentemente, a momenti veramente grandi. In tale rappresenta-
zione, queste sono rappresentate dagli integrali sulle componenti di Fourier
di ϕ con momento in prossimità del cut-off.
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Ci potremmo chiedere perchè non calcolare direttamente gli integrali
su queste variabili: procedendo in questo modo potremo poi comparare il
risultato con quello dell’integrale funzionale originale e dunque determinare
con precisione l’influenza di questi modi ad alto momento sulle previsioni
fisiche della teoria.

Sembrerebbe naturale definire il cut-off nello spazio di Minkowski: tut-
tavia k2 ≤ Λ2 non sarebbe del tutto corretto, poichè in direzioni di tipo
luce le componenti di k possono essere grandi pur mantenendo k2 piccolo.
Per questa ragione imporremo il cut-off sui momenti euclidei ottenuti dopo
la rotazione di Wick. Allo stesso modo, consideriamo la forma euclidea del
funzionale integrale e restringiamo le sue variabili ϕ (k) con |k| ≤ Λ e k
euclideo.

La transizione allo spazio euclideo ci porta anche pià vicini alla connes-
sione con la meccanica statistica di cui abbiamo già parlato.

Il campo ϕ (x) è interpretato come il campo fluttuante di spin s (x):
un magnete reale è fatto di atomi, la cui distanza tra loro fornisce un cut-
off sulle fluttuazioni a cui possono dare luogo. In un magnete è semplice
visualizzare le fluttuazioni statistiche degli spin su scala atomica: infatti,
per valori della temperatura lontani dai punti critici, le fluttuazioni stati-
stiche sono rilegate a questa scala; a distanze superiori il magnete mostra
la sua omoegeneità. In questo caso la massa m è determinata dallo spazio
interatomico e ci aspettiamo m ∼ Λ.

Nei nostri calcoli eravamo interessati al caso m << Λ e abbiamo modi-
ficato i parametri della teoria per soddisfare questa condizione.

Ma c’è una condizione in cui le correlazioni del camp di spin sono molto
più lunghe dello spazio interatomico, cos̀ı che m << Λ. Quando il siste-
ma di spin comincia a magnetizzarsi, in prossimità del punto critico nasce
una correlazione degli spin a lunghe distanze nel magnete, che per essere
studiate necessitano una modifica della temperatura che porti il sistema in
prossimità della transizione di fase.

Allo stesso modo possiamo pensare di fare un aggiustamento lieve del
parametro m della ϕ4−theory nella regione dei parametri dove troviamo
correlazioni del campo ϕ (x) su distanze più grandi di 1

Λ .
Detto ciò, riscriviamo il funzionale integrale più esplicitamente, appli-

cando il cut-off appena descritto e ponendo J = 0 per semplicità:

Z =

∫

[Dϕ]Λ exp

[

−
∫

ddx

(
1

2
(∂µϕ)

2
+

1

2
m2ϕ2 +

λ

4!
ϕ4

)]

(14.24)

dove

[Dϕ]Λ =
∏

|k|<Λ

dϕ (k) (14.25)

ed essendo m,λ parametri non fisici, quindi ecco spiegata l’assenza dei
controtermini. Dividiamo adesso le variabili di integrazione in 2 gruppi
e sia b < 1. Le variabili con bΛ ≤ |k| < Λ sono i gradi di libertà di alto
momento su cui integreremo, e per definire meglio queste variabili scriviamo

ϕ̂ (x) =

{
ϕ (k) bΛ ≤ |k| < Λ
0 altrimenti

(14.26)
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Ora definiamo un nuovoϕ (k), identico al precedente per |k| < bΛ e nullo per
|k| > bΛ, rimpiazzando il vecchio ϕ con la somma ϕ+ ϕ̂ nella lagrangiana:

Z =

∫

DϕDϕ̂ exp

[

−
∫

ddx

(
1

2
(∂µϕ+ ∂µϕ̂)

2
+

1

2
m2 (ϕ+ ϕ̂)

2

+
λ

4!
(ϕ+ ϕ̂)

4

)]

=

∫

Dϕe−
R

L(ϕ)Dϕ̂ exp

[

−
∫

ddx

(
1

2
(∂µϕ̂)

2
+

1

2
m2ϕ̂2

+ λ

(
1

6
ϕ3ϕ̂+

1

4
ϕ2ϕ̂2 +

1

6
ϕϕ̂3 +

1

4!
ϕ̂4

))]

(14.27)

dove abbiamo riscritto tutti i termini indipendenti da ϕ̂ utilizzando L (ϕ).
Da notare che i termini misti si annullanno, poichè componenti i Fou-
rier di differente lunghezza d’onda sono ortogonali. Quello che otteniamo
integrando è

Z =

∫

[Dϕ]bΛ exp

[

−
∫

ddxLeff
]

(14.28)

dove Leff (ϕ) coinvolge solo le componenti ϕ (k) con |k| < bΛ. Vedremo che
questa differisce da L (ϕ) per dei termini correttivi proporzionali a potenze
di λ, che compensano la rimozione delle componenti ϕ̂ a grande k fornendo
l’interazione tra le rimanenti ϕ (k) che in precedenza erano mediate dalle
fluttuazioni di ϕ̂.

Notando che i termini in Leff possono essere messi in forma diagram-
matica e trattando i termini quartici, tutti proporzionali a λ, come pertur-
bazioni, elimineremo gli integrali su ϕ̂.

Questo metodo è universale e si utilizza ogni volta che si hanno teorie
con scale molto differenti: il processo si reitera considerando altri gusci fino
a quando si arriva alla scala desiderata, ovvero circa al cut-off, per poterne
quindi considerare gli effetti. I termini che non sappiamo trattare sono
quelli in λ, che quindi affronteremo perturbativamente.

Poichè siamo interessati principalmente al caso in cui m2 << Λ2 trat-
teremo anche il termine 1

2m
2ϕ̂2 come una perturbazione: in questo modo

avremo

∫

L0 =

∫

bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)
d
ϕ̂∗ (k) k2ϕ̂ (k) (14.29)

che porta al propagatore

ϕ̂ (k) ϕ̂ (p)
︸ ︷︷ ︸

=

∫
Dϕ̂e−

R

L0 ϕ̂ (k) ϕ̂ (p)
∫
Dϕ̂e−

R

L0
=

1

k2
(2π)

d
δd (k + p) Θ (k) (14.30)

con

Θ (k) =

{
1 bΛ ≤ |k| < Λ
0 altrimenti

(14.31)
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

I contributi dei restanti termini in ϕ, visti come perturbazioni in Z pos-
sono essere calcolati applicando il teorema di Wick su questo propagatore.

Consideriamo prima il termine che risulta dall’espansione alla prima
potenza del termine ϕ2ϕ̂2 nell’esponente in Z; decomponendo in modi di
Fourier e calcolando, avremo

−
∫

ddx
λ

4
ϕ2 ϕ̂ϕ̂
︸︷︷︸

= −1

2

∫
ddk1

(2π)
d
µϕ (k1)ϕ (−k1) (14.32)

dove ϕ2 ϕ̂ϕ̂
︸︷︷︸

equivale al diagramma3

essendo µ un coefficiente che proviene dalla contrazione dei 2 campi:

µ =
λ

2

∫

bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)
d

1

k2
=

λ

(4π)
d
2 Γ
(
d
2

)

1− bd−2

d− 2
Λd−2 (14.33)

Dall’espansione otteniamo un termine del tipo exp
[
−
∫
dd 1

2µϕ
2 + ...

]
:

il coefficiente µ sembra dare dunque una correzione positiva al termine di
massa di L. Se d = 4 avremo

−
∫

ddx
λ

4
ϕ2 ϕ̂ϕ̂
︸︷︷︸

= −λ
4

∫

d4x

∫

d4k1d
4k2d

4k3d
4k4ϕ̃ (k1) ϕ̃ (k2) ϕ̃ (k3) ϕ̃ (k4)

· e−i(k1+k2+k3+k4)x 1

k2
3

δ4 (k3 + k4) Θ (k3)

che tenendo conto dei termini che scompaiono per via della δ e svolgendo i
calcoli, porta a definire

µ =
λ

2

∫

bΛ≤|k|<Λ

d4k3

(2π)4
1

k2
3

(14.34)

che ci dà infine

−
∫

d4x
λ

4
ϕ2 ϕ̂ϕ̂
︸︷︷︸

= −1

2

∫
d4k1

(2π)
4µϕ (k1)ϕ (−k1) (14.35)

il cui contributo corrisponde al diagramma

3Si rappresenta il propagatore con una doppia linea: il propagatore connetterà cop-
pie di campi ϕ̂ dalle varie interazioni quartiche. Si rappresentano i campi ϕ in queste
interazioni, sui quali non si integra, come linee esterne singole.
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Ad ordine λ2, tra gli altri contributi, avremo termini che coinvolgono le
contrazioni di 2 termini di interazione λϕ2ϕ̂2. Ogni termine corrisponde a
un vertice che connette due linee singole e due linee doppie, di cui vi sono
2 possibili diagrammi:

dove il primo proviene dal termine in λ2 dello sviluppo dell’esponenziale
exp

[
−
∫
dd 1

2µϕ
2 + ...

]
e il secondo è un nuovo contributo che diventerà

una correzione all’interazione ϕ4 in L (ϕ).
Per valutarlo esplicitamente, consideriamo per semplicità il limite in cui

i momenti esterni trasportati dal fattore ϕ sono veramente piccoli rispetto
a bΛ, in maniera tale che possiamo ignorarli. Il diagramma avrà dunque
valore

− 1

4!

∫

ddxζϕ4 (14.36)

dove

ζ = −4!
2

2!

(
λ

4

)2 ∫

bΛ≤|k|<Λ

ddk

(2π)d

(
1

k2

)2

=
−3λ2

(4π)
d
2 Γ
(
d
2

)

1− bd−4

d− 4
Λd−4

che stavolta per d = 4 sembra presentare una singolarità. Infine avremo

lim
d−→4

ζ = − 3λ2

16π2
ln

1

b
(14.37)

Il 2 a numeratore conta le 2 possibili contrazioni, non essendoci fattori
combinatorici aggiuntivi dal counting delle linee esterne o vertici.

In precedenza nell’analisi della ϕ4−theory, abbiamo incontrato un dia-
gramma simile integrato da 0 a Λ, che produceva una divergenza ultra-
violetta logaritmica. Tuttavia nella formulazione di Wilson questa non è
una patologia ma semplicemente è sintomo del fatto che il diagramma sta
ricevendo contributi da tutte le scale di momento. Dunque non è assoluta-
mente detto che Leff somigli a quella di partenza, in quanto la somma dei
diagrammi connessi porta modifiche a m2 e λ.

Potremo usare Leff per calcolare le funzioni di correlazione di ϕ (k) o
gli elementi di matrice S.

Vediamo di definire meglio le differenze tra

Z =

∫

[Dϕ]Λ e
−

R

ddxL (14.38)

e

Z =

∫

[Dϕ]bΛ e
−

R

ddxLeff (14.39)

Per farlo, riscaliamo le distanze e i momenti nella seconda come k′ = k
b e

x′ = xb cos̀ı che k′ sia integrata su |k′| < Λ come k. Tutto ciò ci riconduce,
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per d = 4, a

∫

d4xLeff =

∫

d4x′b−4

[
1

2
(1 + ∆Z)2 b2

(
∂′µϕ

)2
+

1

2

(
m2 + ∆m2

)
ϕ2

+
1

4
(λ+ ∆λ)ϕ4 + ...

]

(14.40)

Quello che vogliamo è che Leff contenga sempre un termine cinetico, per
ottenere il propagatore iniziale, ridefinendo m′2 e λ′2. In effetti, riscalando

ϕ′ =
[
b−2 (1 + ∆Z)

] 1
2 ϕ (14.41)

otteniamo
∫

d4xLeff =

∫

d4x′
[

1

2

(
∂′µϕ

′)2 +
1

2
m′2ϕ′2 +

1

4
λ′ϕ′4 + ...

]

(14.42)

dove non abbiamo esplicitato termini di ordine superiore dove compaiono
nuovi operatori di campo C′, D′, etc., che potrebbero anche rendere la teoria
non rinormalizzabile, che non significherebbe comunque che anche la teoria
di partenza lo sia.

La teoria di Fermi a 4 fermioni per esempio, è point-like e non rinor-
malizzabile: ciò non significa che è sbagliata, poichè funziona ad una certa
scala. Ciò significa soltanto che è la teoria effettiva di una teoria più fon-
damentale che si manifesta a scale energetiche superiori, ovvero la teoria
elettrodebole. I nuovi parametri della lagrangiana sono

m′2 =
(
m2 + ∆m2

)
(1 + ∆Z)

−1
b−2

λ′ = (λ+ ∆λ) (1 + ∆Z)
−2
b0 (14.43)

Combinando l’integrazione fuori dai gradi di libertà ad alto momento e il
rescaling, abbiamo riscritto quest’operazione come una trasformazione della
lagrangiana. Continuando con questa procedura, potremmo integrare su
un’altra shell dello spazio dei momenti e trasformare ancora la lagrangiana.

Più il parametro b è vicino a 1, più le shell sono sottili e le trasformazioni
divengono continue: possiamo descrivere tutto ciò come una traiettoria o
un flusso nello spazio di tutte le possibili lagrangiane.

Per ragioni storiche queste trasformazioni prendono il nome di gruppo di
rinormalizzazione, anche se non formano un gruppo vero e proprio poichè
l’integrazione fuori dai gradi di libertà non è invertibile.

Si può dimostrare che almeno in prossimità del punto fisso di accop-
piamento zero, una lagrangiana arbitrariamente complessa alla scala del
cut-off degenera in una contenente solo un numero finito di interazioni ri-
normalizzabili. Al limite Λ −→∞ otteniamo predizioni ben definite solo se
la lagrangiana non contiene termini di massa negativi: sembra dunque che
la QED, che non li contiene, sia una teoria fortunata!

L’analisi di Wilson rovescia il punto di vista: ogni teoria quantistica di
campo è definita fondamentalmente con un cut-off che ha un certo signifi-
cato fisico. In QED e altre teorie che descrivono la fisica delle particelle,
il cut-off dovrebbe essere associato con la granulosità dello spazio-tempo,
forse un risultato delle fluttuazioni quantistiche nella gravità.
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14.6 Il potenziale di Coleman-Weinberg

Abbiamo parlato nei paragrafi precedenti di un potenziale efficace per la
ϕ4−theory in 4 dimensioni. Abbiamo calcolato le correzioni perturbative a
questo potenziale e usato il gruppo di rinormalizzazione per chiarire il com-
portamento del potenziale per piccoli valori della massa del campo scalare,
trovando che la dipendenza dal parametro di massa restava immutato da
tali correzioni.

Il ruolo delle correzioni di loop è quello di fornire aggiustamenti lo-
garitmici al comportamento dello scaling nei pressi della transizione di
fase.

Tuttavia possono esistere sistemi la cui struttura di transizione di fase
può essere alterata significativamente dalle correzioni loop. L’esempio più
semplice di un sistema di questo tipo è il modello di Coleman-Weinberg.

Questo modello è l’elettrodinamica quantistica di un campo scalare in
4 dimensioni considerato nel caso di piccoli valori della massa del campo.
La lagrangiana è

L = −1

4
FµνF

µν + (Dµϕ)
†
Dµϕ−m2ϕ†ϕ− λ

6

(
ϕ†ϕ

)2
(14.44)

essendo ϕ (x) il campo scalare complesso spin-0 e Dµ la derivata covariante
che già conosciamo.

• Assumiamo che m2 = −µ2 < 0 in modo tale da rompere spontanea-
mente la simmetria ϕ −→ e−iαϕ. Scrivendo

ϕ (x) = ϕ0 +
1√
2

(σ (x) + iπ (x))

ovvero il campo intorno allo stato di rottura, riscriviamo la lagran-
giana. Si verifica che il campo Aµ acquisisce massa, secondo il mec-
canismo di Higgs che conosciamo bene;

• Ci poniamo nella gauge di Landau ∂µAµ = 0, computando la corre-
zione one-loop al potenziale efficace V (ϕcl), che è rinormalizzato dai
controtermini per m2 e λ. Si rinormalizza e si introduce una scala di
rinormalizzazione M .

• Calcoliamo il limite per µ2 −→ 0 del risultato ottenuto: dovremmo
avere adesso un potenziale efficace invariante dalla scale. Analizzando
l’espressione per λ piccolo si mostra che V (ϕcl) ha un minimo che
rompe la simmetria, per un valore di ϕcl dove il logaritmo non è
grande, cos̀ı che un’analisi perturbativa sia ancora valida. Dunque si
evidenzia che per queste costanti di accoppiamento, la teoria µ2 = 0
ha ancora un SSB dovuto all’influenza delle correzioni quantistiche.

• Costruiamo il gruppo di rinormalizzazione del potenziale efficace a
µ2 = 0 computando < ϕ > e la massa della particella σ in funzione
di λ, e2,M . Calcoliamo il rapporto mσ

mA
per λ << e2.

• Includendo gli effetti di un m2 non nullo nell’analisi precedente, si
mostra che il rapporto assume un valore minimo non nullo non appe-
na m2 aumenta da zero, prima che lo stato di rottura di simmetria
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scompaia del tutto. Calcoliamo questo valore in funzione di e2 per
λ << e2.

• La lagrangiana di questo problema, nella sua forma euclidea, è equiva-
lente all’energia libera di Landau per un superconduttore in d dimen-
sioni, accoppiata ad un campo elettromagnetico ed è nota come ener-
gia libera di Landau-Ginzburg. Effetti importanti nella transizione di

fase si hanno solo per |T−TC |
TC

< 10−5.
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