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cAPITOLO 1

Fondamenti matematici

La fisica che andremo a considerare, fa un largo uso dei principi fonda-
mentali e delle rispettive algebre di meccanica relativistica e meccanica
quantistica, volendo tentare di colmare le lacune create dalla formulazione
di una teoria quantistica relativistica.

La matematica utilizzata in teoria dei campi, fa largo uso di teoria degli
spazi algebrici, teoria dei gruppi, algebra tensoriale, teoria delle distribuzio-
ni.

Per una buona comprensione dei capitoli successivi faremo in modo
di rispolverare alcune notizioni fondamentali, rimandando ogni eventuale
approfondimento ad un testo specialistico appositamente dedicato.

1.1 Elementi di calcolo differenziale

Equazioni di Cauchy-Riemann

Queste equazioni risultano essere condizioni sufficienti e necessarie affinche
una funzione sia analitica, ovvero derivabile di variabile complessa in una
regione.

Teorema 1 Condizione sufficiente e necessaria perche la funzione w =
f(z) = u(z,y) + iv(x,y) sia analitica in una regione | & che ivi, u e v
soddisfino le equazioni di Cauchy-Riemann

ou  Ov ou v 11
9r oy oy oz (1.1)
La ragione per cui sono state menzionate, ¢ che esse dominano ’analisi
complessa e spesso risultano essere utili nelle dimostrazioni.
Le funzioni u e v spesso vengono dette coniugate: successivamente ve-
dremo che coppie di equazioni simili in forma a queste reggono il moto in
meccanica hamiltoniana.
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1.1. Elementi di calcolo differenziale

Matrici Jacobiane

Le matrici jacobiane intervengono in numerose questioni, specialmente quan-
do si passa da un sistema di coordinate a un altro, condizione necessaria e
sufficiente affinche questa operazione sia possibile e che lo jacobiano della
trasformazione sia non nullo.

Definizione 1 Data la trasformazione
. n n . /! /! /
L:C" — C": (z1,22,....,xn) — (2], 25, ...,2))

n

st definisce matrice jacobiana [’applicazione lineare

dz1 Oz Oz
ory ory v om,
9% 9% grs
J— a($1,$2,...7$n) oz oz, Ox!, (1 2)
- I = . . :
o(zh, zh, ..., xl) : .
Oxy Oxy Oy
oz 0xl o 9z,

Come abbiamo anticipato in precedenza:

Teorema 2 Data la funzione f(x1,x2,...,x,) : C™ — C, condizione ne-
cessaria e sufficiente perche sia possibile la trasformazione T' delle coordi-
nate, ¢ che det(J) # 0:

flx1, 2, .y zn) = |J|f (2, 25, ..., 20) (1.3)

Matrici Hessiane

Le matrici hessiane intervengono soprattutto nella ricerca e nello studio dei
punti critici di una funzione a piu variabili.

Definizione 2 Data la funzione f(x1,x2,...,2,) : D — C (D C C™), si
definisce matrice hessiana di f nel punto P(z9,29,...,20) = P(23) Uappli-
cazione lineare

°f *f o’ f
Ox? 0z10x2 0210z,
o) o o2
N Ox20x1 ox2 Ox20xy,
H(LL'Q) = 2 (1 4)
oy _of 2°f
0xn,0x;  Oxndra ox2

osservando che per semplicita di notazione si € sottointeso

o*f [ 0*f
8:171'8117j F=a7

8xi8xj

Ricordiamo al lettore che nel caso in cui valga il teorema di Schwarz per

2 2
f, ovvero # = av / -, I’hessiano ¢ una matrice simmetrica.
’ Ox;0x Ox;0x;’

Teorema 3 Data la funzione f(x1,x2,...,2,) : D — C, sia P(2)) un
punto di f in cui € possibile costruire ’hessiano. Allora:

14



1.2. Sviluppi in serie e trasformate

e Se H(zp) >0 e % < 0, allora 2y € di massimo relativo per f;
1

e Se H(zp) >0 e % > 0, allora 2o € di minimo relativo per f;
1
e Se H(xp) <0, allora zg ¢ di sella per f;

e Se H(xzp) = 0, allora nulla puo essere concluso.

Questo teorema e molto importante, perche stabilisce un criterio per
trovare i punti critici di f. Tuttavia esistono anche altri criteri, tra cui il
seguente teorema:

Teorema 4 (Corollario al teorema di Silvester) Sia zy un punto sta-
zionario di f e sia f € C*(D). Si ha che:

o SeVi:det[H;(z))] >0, allora 24 & di minimo relativo per f;
o SeVi: (—1)idet [H;(70)] > 0, allora 2y ¢ di massimo relativo per f;

e Se i due precedenti punti non sono verificati per qualche i ma det [H; ()] #
0, allora xj ¢ di sella per f.

Se il lettore risulta interessato ad altri criteri o a come trovare i punti
stazionari di f vincolata a m curve gi(x1,x2, ..., x,), si rimanda al metodo
dei moltiplicator: di Lagrange, la cui trattazione trascende cio che riguarda
I’Hessiano e questo testo in generale.

1.2 Sviluppi in serie e trasformate

Sviluppo in serie di Taylor

Definizione 3 Data la funzione f(x1,22,...,2y): D — C (D C C™), si
definisce sviluppo in serie di Taylor di f nell’intorno del punto P(z9,29,...,2%) =
P(20), la serie

x4 ()
1@ = f@o) + Y

i=1

(1.5)

> fAxy
k=1

indicando con (i) lesponente simbolico come definito comunemente in ana-
.. . 0
lisi e Axy, = xp, — .

Si ricorda al lettore che I’esponente simbolico non ¢ il comune esponen-
te: esso assegna ai termini sotto esponente i coefficienti del triangolo di
Tartaglia mentre i prodotti tra funzioni vengono sostituiti da operazioni
1 — estme di derivazione parziale.

Per esempio, nel caso di due variabili, x e y, avremo:

) = Flao, ) + | 2o = a0) + 5Ly~ o) +
1

+op (@ —20) + o, y)(y — yo)]® + .

15



1.2. Sviluppi in serie e trasformate

dove

2
)= a0 + )y =)@ = 3 [T o= o+
2

0% f

27 Lo an)— )+ L -

Le stesse regole per questo sviluppo dell’esponente simbolico, possono
essere estese al caso di n variabili.

Nel caso in cui si scelga ) = 0 la serie di Taylor si riduce a quella di
McLaurin.

Sviluppo in serie di Laurent

Definizione 4 Data la funzione f(z) : C — C, si definisce sviluppo in
serie di Laurent di f nell’intorno del punto P(z), la serie

f(z)=ao+ Z [ai(z — 20)" + a—i(z — 20) "] (1.6)

i=1
avendo definito

= MO g (=142, (1.7)

- 2mi Jo (¢ — 20)

La parte relativa alle somme delle ¢ positive ¢ detta parte analitica,
mentre quella relativa alle somme di quelle negative e detta parte principale.

Sviluppo in serie di Fourier

Definizione 5 Data la funzione f(z): C — C, analitica per valori finiti
di z e di periodo 27, si definisce' sviluppo in serie di Fourier di f, la serie

fz)= > ane™ (1.8)

n=—oo

avendo definito
1 2m

ar = o ; f(z)e *=dz (ke 2) (1.9)

Trasformata di Laplace

Definizione 6 Data una funzione f(t) definita in ] — oo, +00, si definisce
trasformata bilatera? di Laplace la funzione g(z) associata alla trasforma-
zione

g(z) = /_00 f(t)e =tat (1.10)

n realta non si definisce ma si dimostra: tuttavia in questa sede assumeremo questo
sviluppo in serie come definizione.

2Si pud definire anche una trasformazione unilatera, a patto di scegliere il semipiano
di dominio tra | — 00, 0] e [0, +00].

16



1.3. La § di Dirac

L’antitrasformata di Laplace é invece definita secondo la formula di Riemann-
Fourier come

1 zo+iR
-1 im /
V2mi B——00 J, iR

essendo zy € un qualunque punto entro il dominio di convergenza.

f(@) g(2)e*tdz (1.11)

La trasformata di Laplace ¢ nota per la sua caratteristica trasformazione
di una funzione e delle sue derivate, molto utile nella risoluzione di equazioni
differenziali.

Denotando con T, la funzione di trasformazione, esse sono legate dalla
relazione

n—1

T [100)] = 2T p0)] = D 20 Pt (1.12)
k=0
Trasformata di Fourier
Definizione 7 Data una funzione f(t) definita in | — 0o, +oo[ non neces-

sariamente periodica, si definisce trasformata di Fourier la funzione g(w)
associata alla trasformazione

1 > —iwt
g(w) = N /_OO f)e " dt (1.13)

L’antitrasformata di Fourier é invece definita come
0= —= [ gwea (119
= — w)e w .
V2T ,Oog

La funzione g(w) ¢ denominata densita spettrale di f(t), poiche g(w)dw
rappresenta 'ampiezza delle componenti di f(¢) comprese in [w,w + dw].

Da notare che I'antitrasformata della trasformata di Fourier non restitui-
sce 'argomento originale, ma il prodotto di questo per un fattore costante
(o una matrice in altri casi). Dunque per tornare all’argomento originale &
necessario normalizzare opportunamente f (t).

1.3 La J di Dirac

In meccanica quantistica®, il simbolo detto § di Dirac viene introdotto per
la necessita di definire le proprieta dello scalare complesso < x|z’ >, essendo
x,x’ variabili continue:

—+o0

+oo
<z >= / do < 2’|z > () = (') = / dzd(x’ — z)(x()1.15)

— 0o — 00

3In maniera molto piii rigorosa, si definisce matematicamente la funzione di Dirac
nel senso delle distribuzioni in analisi complessa, ma un approccio di questo genere non
rende evidente al lettore il significato fisico di tale simbolo.
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1.3. La ¢ di Dirac

Questa ¢ una proprieta fondamentale (ed ¢ anche la definizione fisica
operativa) della § di Dirac: essa per qualunque stato ¢(z) estrae dall’inte-
grale il valore della funzione in z’. Nel caso discreto avremmo avuto

P(x') = 25505(17' —x)Y(z;) = d0x5(0)(x")

con 6(0) = & — oo. Considerando per un istante ¢)(z) = 1 costante,
vediamo che

+oo
/ dové(z' —z) =1 (1.16)

— 00

I rapporti con la funzione di Lorentz
Una lorentziana € una funzione del tipo

1 €
Le(z —x0) = —

Possiamo immaginarla come una sorta di 'gaussiana’ dalla forma, anche
se non ha nulla a che fare con essa, che & tale che il suo punto di massimo ¢ a
7%5 e a mezza altezza la sua ampiezza vale 2¢, e soprattutto, il suo integrale
esteso alla retta reale vale 1. Il suo comportamento, al limite per ¢ — 0 ¢
particolare: diventa sempre piu stretta e sempre piu alta e il suo integrale
non dipende da . In effetti man mano che € cresce tende a somigliare
sempre piu ad una § di Dirac.

Se consideriamo una funzione () generica, per e sufficentemente picco-
lo essa intersechera in due punti la ‘campana’ di Lorentz, e la parte interna
alla campana, al limite, si ridurra ad un solo punto (x) in cui ¥ (z) sara
considerabile come costante (mentre all’esterno sara sempre pill prossima
a Zero):

—+o0 —+o0

[ dabete = 0)ota) = la) [ dabet — a0) = v(a0)
— 00 — 00

Pertanto, siamo autorizzati a definire la ’funzione’ di Dirac tramite la

seguente procedura:

—+oo +oo

lim dabo(x — o)y (z) = / dxd(x — xo)(x) = P(x) (1.18)

€ 0 — 00 — 00

I rapporti con la funzione di Fourier

Oltre che con la lorentziana, possiamo definire la ¢ di Dirac in termini di
Fourier, ottenendo un’espressione ben pit operativa.
Una funzione di Fourier o7 (w) ¢ definita come

T Sin(w?) (1.19)

T
T )
o = Wit = Zsin(w=) = T——2>
(W) /_% e " sin(w 2) =
Essa ¢ una funzione limitata, oscillante il cui massimo 7" si ha per w =0
(ecco il motivo per cui 'abbiamo elaborata nell’ultima forma: per evitare
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1.4. Notazione 4—vettoriale e tensoriale

che non fosse definita). Essa ¢ inoltre simmetrica e si annulla per multipli
interi di m, ossia per w, = Q"T’T

La distanza tra due zeri consecutivi & Aw = 2%, per cui supponendo di
far crescere T' a dismisura avremo che essa diminuisce e il punto di massimo
aumenta.

Ma per n = 0 ho il massimo e non un zero, per cui Aw’ = 4%. Per la
sua conformazione oscillante intorno all’asse x, possiamo immaginare che
le aree sopra e sotto ’asse si elidano a vicenda, in quanto per 7' grande,
Aw ~ 0; tutte tranne quella compresa tra gli zeri n = —1 e n = 1 in cui
I'integrale non ¢ nullo, e in cui al limite la funzione sembra un ’triangolo’:

: oo 14w
Am [ orde = Tim o Tor =27 =
1 [t
. Th*n(}(xj o /_OO O (w)dw =1 (1.20)

Analogamente a prima possiamo ripetere il discorso per una ¢ (z) gene-
rica, per cui otteniamo infine

—+oo
Tlim Y(w)or (w)dw ~ 2mh(0) =
I
= lim — P(w)or (w)dw = (0) (1.21)
T—s00 2T —o0
che ¢ una ¢ di Dirac se si pensa ' = w e x = 0. Di conseguenza avremo
/ L[
Mw —w)=— He =t dt 1.22
W-w)=g [ e (1.22)

che ¢ scorretta se applicata senza ricordare la procedura appena eseguita.

Proprieta generali

Non faremo la dimostrazione delle seguenti proprieta ma ci limiteremo ad
elencarle per praticita:

Simmetria: §(z) = §(—x);

d(ax) = |%é‘é(:z:);

xd(z) = 0;
f(@)d(x —a) = f(a)d(z — a);
o [d(z—y)d(y—a)dy =d(xz—a).

1.4 Notazione 4—vettoriale e tensoriale

1.4.1 Cenni sul 4—vettori

Definizione 8 Un qualunque punto dello spazio di Minkowsky Sy, risulta

individuato da una quaterna di coordinate x* = (2°, 2!, 22, 23) = (29, %)

definita quadrivettore posizione.
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1.4. Notazione 4—vettoriale e tensoriale

Si nota subito che 2° = ¢t e & coincide con le 3 comuni coordinate spa-
ziali, non appena utilizziamo il 4-vettore posizione e la matrice di Lorentz,
che definiremo a breve, per rappresentare le trasformazioni di Lorentz.

Un qualunque ente che si comporta come il 4-vettore posizione, viene
definito 4-vettore.

I quadrivettori sono di due generi nello spazio di Minkowsky (d’ora in
avanti spazio Sys): covariante o controvariante.

Definizione 9 Si dice che un vettore é controvariante se si trasforma con
legge

fe’

7
oz’ 3

I . 3 . .
dove %ZB =J ¢ lo jacobiano della trasformazione.

Definizione 10 Si dice che un vettore é covariante se si trasforma con
legge

0z”
b, = —— 1.24
o= 5abs (1.24)
dove g;c/i = J~1 ¢ linverso dello jacobiano della trasformazione.

Da queste definizioni diventa chiaro che il quadrivettore dz* € con-
trovariante, e da esso, si conclude per integrazione che ¢ tale anche il
quadrivettore x*.

1.4.2 Cenni di algebra tensoriale

Matematicamente essi si possono definire come applicazioni multilineari
rispetto ad ogni variabile.

In questo modo, un generico tensore pari al prodotto tensoriale tra s
vettori dello spazio vettoriale E, per il prodotto tensoriale tra r vettori
dello spazio duale* E* si dice r volte controvariante e s volte covariante.

La definizione rigorosa dei tensori e delle loro proprieta esulano dallo
scopo di questo testo. Man mano nella trattazione esauriremo le proprieta
per il tensore specifico in studio.

Il tensore metrico

Come ¢ possibile passare da componenti covarianti a componenti controva-
rianti e viceversa? Abbiamo bisogno anche qui di una matrice di trasfor-
mazione lineare, che per motivi precisi viene chiamata tensore metrico o
della metrica.

Tale tensore di rango 2 (una matrice appunto) ¢ definito come

1 0 0 0
o -1 0 o
9w =110 0 -1 0
0 0 0 -1

4Lo spazio delle applicazioni lineari su Fy,.
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1.4. Notazione 4—vettoriale e tensoriale

Si noti che g, ¢ simmetrico, cio® g, = gy, e che g,,g"* = 5.

Da notare che nel caso in cui A = p e per la simmetria di g"” si ha
gHVgHV =1

A questo punto si possono definire le leggi di trasformazione in Sy,
tramite il tensore metrico:

ay, = gua” a' =g"a, (1.25)

che fanno passare da componenti covarianti a controvarianti.

Operazioni con i tensori

Scopo di questo paragrafo non e assolutamente quello di elencare e dimo-
strare i teoremi riguardanti i tensori e la loro algebra. E’ invece suo scopo
quello di fornire delle poche regole fondamentali da applicare nel caso si
abbia a che fare con tensori.

Sfruttando la definizione del tensore metrico, ed indicando con A*” un
generico tensore controvariante, abbiamo che per passare alle sue compo-
nenti covarianti dobbiamo moltiplicarlo per tante g covarianti quante sono
le componenti che vogliamo trasformare, seguendo un semplice schema:

AQU = gu,gguaAM/ (1.26)

mettendo come componenti delle g a sinistra la componente che si vuole
trasformare, a destra la componente trasformata. Per passare al medesimo
tensore in componenti miste:

Al = g, A (1.27)

potendo dunque affermare che g covariante abbassa gli indici. Analoga-
mente g controvariante li alza. Un esempio generico:

T;grs — gipgqukrglsTjikl (128)

Volendo sfruttare anche un po di algebra delle g possiamo dire che il
prodotto non saturato sugli indici di g da una ¢ di Kronecker:

Guwgh? = g2 =42 (1.29)

e cosl analogamente per ulteriori indici.

Per concludere, una regola semplice per calcolare le componenti di un
tensore. Supponiamo siano note le componenti A*Y. Vogliamo conoscere in
funzione di queste, tutte le componenti covarianti e miste. Se ¢ = 0 indica la
componente temporale e k = 1, 2, 3 quella spaziale, stabiliamo che innalzare
o abbassare la componente temporale non altera il segno dell’elemento di
matrice; al contrario, ogni volta che si alza o abbassa una componente
spaziale, bisogna cambiare di segno. Questa regole proviene ovviamente da
quanto detto in precedenza. A titolo di esempio:

A% = A = Ago
A% = Af = —AQ = —Agy,
A2 = Al = A2 = Ay
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1.5. Campi

1.5 Campi

1.5.1 Campi vettoriali e tensoriali

Per un’interpretazione fisica del concetto di campo si rimanda ai capitoli
successivi, qui ci limiteremo a descriverlo solo dal punto di vista mate-
matico. Per approfondimenti si rimanda ad un qualunque testo di fisica
matematica.

Definizione 11 Si definisce vettore tangente ad una curva y(t) differen-
ziabile nel punto P = ~(tg) dello spazio affine 10,,, Uapplicazione X :
FYP) — R definita da

df [y(t)]

X(f) ==l (1.30)

essendo FL(P) linsieme di tutte le funzioni f di classe C*.

L’insieme dei vettori tangenti costituisce uno spazio vettoriale che indi-
chiamo con Tp e definiamo spazio tangente aIl,, in P. La base di tale spazio
e detta base naturale ed & rappresentata dalle derivate parziali rispetto alle

3 . _0 o
coordinate: z7r, ..., 5w
Definizione 12 Si definisce campo vettoriale in un aperto U dello spazio
affine IL,,, un’applicazione X che ad ogni punto P € U associa un vettore
X(P)eTp.

Definizione 13 Sia f € F'(P): si definisce differenziale di f in P, 'ap-
plicazione df |p : Tp — R tale che

diflp(X)=X(f) VX eTp (1.31)

I differenziali df1, ..., df,, costituiscono la base dello spazio duale T%5. In
questo modo possiamo definire i campi tensoriali.

Definizione 14 Si definisce campo tensoriale r-controvariante e s-covariante
in un aperto U di 1l,,, un’applicazione T che ad ogni P € U associa un
tensore T(P) € ET.

In termini di componenti possiamo scrivere dunque

T = Tt g

T T g1,eds 8xi1

®..® ® dx?*...dx* (1.32)

U7 Qi
1.5.2 Derivata di un campo vettoriale

Trasformazioni cartesiane

Cominciamo con il calcolare la derivata di un campo vettoriale e vedere
come questa varia rispetto ad un cambiamento di coordinate. Dati due
sistemi di coordinate cartesiane (x!,...,2™) e (y*, ..., y™), consideriamo X =
X10; = X"/, essendo 0; rispetto a x' e 9! rispetto a y'.

Indicando con Ag la matrice del cambiamento di base e con Bf la sua
inversa, avremo che

0, =Alo; 0;=Bl0,
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1.5. Campi

X7 =B]X" Xi=AX"
K3 K3
essendo x* = A%y’ +a’. Con queste notazioni la regola di Leibniz
o oz* 0
oy Oyh Oxk
assume forma 0; = a;xkak. Detto cid avremo
9, X" = 82(B;XJ) =0 Ok(BjX7) = AR B0 X’

mettendo in risalto che le derivate delle componenti di un campo vettoria-
le si trasformano come le componenti di un campo tensoriale doppio una

volta covariante e una volta controvariante nel passaggio da un sistema di
coordinate cartesiane ad un altro.

Trasformazioni non cartesiane

Nel caso in cui le trasformazioni non sono cartesiane, le matrici jacobiane
che intervengono non sono costanti e avremo

X" =0;y'X X'=02'X"
Avremo dunque
8hXi = (9}1(83171)(”) = 8hyk8];(851171X/J)
= 8hyk<9j’-xi8,’€X’j + 8hyk8,’€2jxiX’j
= 8hyk8§xi8,'€X'j +8hyk8;a:i pyqa,'fjxpx'j
= (Q)hyka;-xi((’“),'cX'j + apyja]/qupX/q)
avendo usato la solita regola di Leibniz
0%’ B Ozt Oy O2xP
Oy*oyi Oy OxP Oy*Oyd

= 3,’%171' = 8{1:1:1' pyq[),?j:rp
Posto I, . = Oy’ 92 P (che tratteremo nei paragrafi successivi e che notia-
mo essere simmetrico rispetto agli indici di covarianza) e
15l i J 1q
VX7 =0, X" + 1, X (1.33)
avremo infine
. o .
(9th = 6hy (%»CL'ZVICX/J (1.34)

Quanto trovato vale per un campo vettoriale X*; possiamo svolgere i
medesimi calcoli per un tensore una volta covariante X; ottenendo infine

ViXj =0, X" —-T]. X, (1.35)

8hXi == @yjahkakX’j (1.36)
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1.5.3 Derivata di un campo tensoriale

L’estensione dei calcoli fatti nel paragrafo precedente al caso di un tensore
r—controvariante e s—covariante ¢ immediata:

/h17

aTu, ,w ahyka}/nxilma}/hxu PTG YT VA% i (1.37)
con
VT = g T
D T e - T TR
ADRT M A T T (1.38)

1.5.4 Simboli di Christoffel

Partendo dalla derivata di un campo tensoriale, e considerando che le com-
ponenti del tensore metrico sono costanti su Il,,, cioe J;gnr = 0 in ogni
punto, avremo che V;gpr = 0 in qualunque sistema di coordinate, per cui

Oignk — T2, 956 — Tdpgni = 0

Permutando gli indici otteniamo altre due equazioni; sottraendo la terza
dalla somma delle prime due e tenendo conto della simmetria di g;; e degli
indici in basso di I'},;, si ottiene dopo un po di algebra

1
= 59”(@‘9% + Ongri — Orgin) (1.39)

che vengono chiamati simboli di Christoffel e giocano un ruolo fondamentale
nella teoria di campo gravitazionale di Einstein. Si dimostra che tali simboli
non sono le componenti di un tensore.

1.5.5 Derivata covariante

Il concetto di derivata covariante si introduce su una varieta differenziabile
ed ¢ alla base delle moderne teorie di campo come vedremo in seguito.

Definizione 15 Una connessione lineare su una varieta differenziabile Vi,
e un’applicazione ¥V che ad ogni campo di vettori X associa un campo di
tensori 1—controvariante e 1—covariante VX, detto derivata covariante di
X e tale che

e V(X 4Y) = VX + VY, essendo X,Y campi definiti sullo stesso
aperto;

o V(fX)=df @ X+ fVX essendo f una funzione reale e X un campo
di vettori definibili sullo stesso aperto.

In una base naturale avremo
Vi XF = 0p(X*) + 1%, X7 (1.40)

essendo I‘Zi 1 coefficienti della connessione, ovvero i simboli di Christoffel.
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Se 1 coefficienti della connessione si annullano allora la connessione ¢
piatta.

Definizione 16 Per ogni campo di vettori Y, la derivata covariante Vy
lungo Y associa ad ogni campo di tensori r— controvarianti e s—covarianti,
un campo di tensori r—controvariante e s—covariante che verifica le se-
guenti condizioni:

o Vy f =Y(f) per ogni funzione reale f di classe C";

o Vy (T+T")=VyT+VyT essendo T, T dello stesso rango definiti
sullo stesso aperto;

e Vy(T®S)=VyT®S+T®VyS;
e Vy commuta con l'operazione di contrazione degli indici.

In una base naturale avremo

B1yeeslr 01yenylr
Vi Ty = 0Ty
k U1yt _ 1k Q1 yensin
Do T 50— e = T 5
PR PR
ATy e DT (1.41)

la cut notevole proprieta e quella di poter essere utilizzata seguendo le
tradizionali leggi sulla derivazione.

1.6 Algebra dei 4-vettori

1.6.1 1l gruppo di Lorentz

Il gruppo di Lorentz L(4) pud essere definito come 'insieme delle matrici
A reali 4x4 tali che

AGA =G
essendo
1 0 0 0
=10 0 o
0 0 0 -1
da cui si deduce det(G) = —1 e G* = I. Nei prossimi paragrafi indicheremo

G con la notazione g,

Le matrici A formano cosi un gruppo e sono tali che I'identita I = d,,,,
il prodotto A1A; e A~! appartengano a tale gruppo. Tali matrici vengono
dette matrici di Lorentz e operano su quadrivettori dello spazio Sy,.

L(4) & un gruppo a 6 parametri indipendenti, poiche dalla condizione di
definizione dei suoi elementi si ottengono dieci equazioni indipendenti per
i 16 elementi di A

Sempre dalla definizione, si ottiene facilmente che det(A) = +1.
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La matrice di Lorentz

Le trasformazioni di Lorentz sono, come richiesto, lineari. E’ dunque lecito
chiedersi se esiste un’applicazione lineare (una matrice) che possa esprimerle
in forma compatta.

Essa esiste, € simmetrica e si indica con A = A#:

v 8 0 0
w_| 8 v 00
A= 0 1o

0 0 01

essendo 7 il noto fattore di contrazione di Lorentz.
Da cui le trasformazioni di Lorentz in forma compatta, nel caso di moto
relativo lungo 'asse x:

't = Aty (1.42)

manifestamente controvariante. Le trasformazioni inverse, come ci in-
segna l’algebra delle matrici, saranno

x? = (A_l)ﬁ:v“ (1.43)
di matrice inversa
Yy =8 00
ae=17" 5 1
0 0 0 1

1.6.2 Prodotto scalare e vettoriale

Dati i due quadrivettori A e B, il loro prodotto scalare A, B* si verifica
essere invariante:

_ —1\v _ v
A’HB’“ = (A7) AN;B? = A, B (1.44)
Risulta invariante anche il loro prodotto vettoriale A, B, = T},,:
ALBI', = AJAGAT B = A2(A,B7)A] = AT o A7 (1.45)

che stabilisce la legge di trasformazione tra tensori perche essi siano
invarianti.

1.6.3 Operatori 4-vettoriali

Introduciamo i noti operatori vettoriali.

Definizione 17 Si definisce quadrigradiente di uno scalare ® la quantita

) ) wo_— 0 — (19 __' 10 y
vettoriale controvariante 0" = Do = (¢35, —V) o la quantita vettoriale
; _ 0 (10 T
covariante 0, = 557 = (357, V)-

Nota: il quadrigradiente di un quadrivettore € un tensore di rango 2
subito costruito.
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Definizione 18 Si definisce quadridivergenza di un quadrivettore A" lo

o _ 0 m
scalare aquu = 5o AL

Definizione 19 Si definisce quadrirotore di un quadrivettore A* il tensore
TH =24, — 52 A,.
v Oz, * 7V Ox, M
Consideriamo il prodotto scalare del quadrigradiente covariante e con-
trovariante:

Lo

_ 2 _
= 35p V' =0 (1.46)

,0"

ovvero l'operatore di D’Alembert, che dunque ¢ un invariante in Sy;.

1.6.4 Teoremi di Gauss e Stokes

Di questi due teoremi faremo largo uso in forma covariante, che riportiamo
i seguito:

Teorema 5 (Teorema di Gauss) Sia dQ) = da'dxtdz?dx® ’elemento sca-
lare di volume e sia dS,, = dQ20,, il relativo elemento di ipersuperficie che

racchiude d). Allora
fA“dS# = /QLA“dQ (1.47)

Teorema 6 (Teorema di Stokes) Sia df*” l’elemento di ipersuperfucie
che delimita la curva chiusa 4-dimensionale lungo cui é integrato il vettore
A* e dx,, = df* 0, il relativo elemento di curva. Allora

7{ A dat = / 0, A, df" = % / (0, A,y — DA, )df™ (1.48)

1.7 Elementi di meccanica analitica

Supponiamo di voler studiare il moto di un punto materiale nello spazio
4-dimensionale. Cio significa che abbiamo bisogno di 4 coordinate per in-
dividuare la sua posizione univocamente. Il numero 4 non ¢ casuale: esso
rappresenta il numero di gradi di liberta di questo sistema.

Supponiamo di avere adesso N punti materiali: questa volta il numero
di gradi di liberta sara 4N.

Tali grandezze non devono essere necessariamente le coordinate cartesia-
ne del punto; le condizioni del sistema in esame possono portare a scegliere
un altro set di coordinate, purche esauriscano il numero di gradi di liberta.

Se s e il numero di gradi di liberta, definiamo coordinate generalizzate
il set di grandezze q1,...,¢s che ci danno informazioni sulla posizione dei
punti del sistema.

Tuttavia queste grandezze da sole non bastano a descrivere il sistema,
in quanto potendo questo avere velocita arbitrarie, la posizione puo variare
di istante in istante. Per ovviare a questo problema, utilizziamo nel nostro

studio anche il set di grandezze ¢; = ddqti dette velocita generalizzate.
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In questo modo assegnate le coordinate e le velocita, esiste un solo set
di accelerazioni ad un determinato istante, e questo significa che legando
in maniera opportuna le ultime con le prime, possiamo risalire alle equa-
zioni del moto del sistema degli N punti materiali ed in maniera univoca
determinarne le loro traiettorie.

1.7.1 Equazioni di Eulero-Lagrange

Supponiamo che ogni sistema meccanico possa essere definito totalmente
da una funzione £ = L(t,q1, .-, qs, g1, ---, Gs) che chiameremo lagrangiana.

Questa ¢ la prima ipotesi del principio di minima azione, a cui seguono
ulteriori ipotesi.

Siano ¢(M(¢;) il set di coordinate all’istante ¢; e ¢‘® (t3) il set di coor-
dinate all’istante to.

Sia definita azione la funzione

to

S= dtﬁ(tuqlu"'7QS7(jla"'7q.S) (149)

t1

1l sistema allora si muovera in maniera tale da rendere S minima.

Cio equivale a dire che la variazione dS e nulla se L(t, q1, ..., qs, G1, -, Gs)
e la lagrangiana del sistema.

Supponendo che lo stato delle coordinate ad un determinato istante sia
g = q(t), all’istante successivo avremo ¢ = q(t + dt) = q(t) + 0q(t) da cui
deduciamo la definizione di variazione per una funzione rispetto ad una
variabile qualunque:

Of(x1, .0y s) = fx1 4+ 021, oy s + 0x5) — f21, .0y T5) (1.50)

Poiche negli istanti t = t; e t = 2 tutte le funzioni devono assumere
rispettivamente i valori ¢V (¢1) e ¢(® (t3), avremo il sistema di 2s equazioni

5qW (t1) = ¢*(t1 + 6t) — ¢ (t1)

che porta alla condizione §¢1)(t;) = 6¢(® (t3) = 0. D’ora in avanti, per
semplicita di notazione indicheremo con ¢ il set di coordinate generalizzate
e con ¢ il set delle velocita ad esse correlate, ricordando al lettore che con
questa notazione indichiamo un totale di 2s variabili. Detto cio possiamo
riscrivere il principio di minima azione nella forma

to
58 =6 [ dtC(t,q.q) =0 (1.51)

t1

La variazione 0S8 si ottiene dalla definizione:

to

ta
38 = dtL(t + 0t,q + 0q, ¢+ 6q) — / dtL(t,q,q) (1.52)

tl tl
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Osservando che

Of (1, Ts) Of (x1 + 021, ooy w5 + 625)  Of (21,00, T5)
P AN LR kel VA B
S Of (a1, . )
= g @ 2s) + 8 (01, m)] - ==
6f($17"-7xs) o 0

avremo 0g = %5(]. Eseguendo a questo punto la variazione sull’azione:

bz oL oL tz oL oL d
55 = | at|Zsq+ s :/ it {_5 LoLd,
t [&1 17 94 q} t 0q"1 " Bg dt"?

Integrando per parti il secondo addendo:

2 9L oL 2 qoL
0S = dt—08q + —dq|"? —/ dt——90
t dq a a4 ali; . dt 9q 4

Poiche 6¢M (t1) = §¢'? (t2) = 0, avremo infine (abbiamo alterato I'ordine
degli addendi, ma cio non lede la generalita poiche la differenza integranda
& comunque nulla)

2 doL oL
5= [ G5 5 0

L’integrale € nullo per tutti gli arbitrari valori d¢: cio e possibile se e
solo se l'integrando ¢ identicamente nullo, da cui deduciamo, ricordando
che abbiamo usato ¢ in luogo di s coordinate:

doc oL
dt04; Oqi

1=1,2,..,s (1.54)
che prendono il nome di equazioni di Eulero-Lagrange.

Osservazione 1 Una importante proprieta della variazione d’azione S e
delle equazioni del moto, € che restano immutate se al posto di L utilizzia-
mo L = L+ %(p, ovvero una lagrangiana che differisce dalla prima per
un termine pari ad una derivata totale rispetto al tempo di una generica
funzione ¢(q,t). Infatti

to to 2
s = [Tactad= [ actod s [ dgean

t1 t1 t1

S+ [q<1>(t1), tl] 0 [q@) (t), tQ} (1.55)

1l termine aggiuntivo scompare non appena esequiamo la variazione, la-
sciando immutata dS e le equazioni (1.54).
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1.7. Elementi di meccanica analitica

Costruzione di £

Dobbiamo stabilire in che modo costruire la lagrangiana per poter sfruttare
le (1.54).

Riscriviamo le equazioni del moto della meccanica newtoniana, per un
sistema di s punti materiali di masse m; soggette ad un potenziale V(q) =

V(qlu "'7qs):

0
0q;

m;g; = —-—V(q) (1.56)
Dalla conoscenza dell’espressione di V(gq) e risolvendo le s equazioni

differenziali appena trovate, possiamo risalire alle traiettorie dei punti del

sistema, dovendo ottenere gli stessi risultati del metodo lagrangiano.
Moltiplichiamo ambo i membri per la variazione d¢;. Considerando che

Gi0qi = (Gi0¢;) — Gi 66 = 2(Gi6q;) — G;0Gs, otteniamo®
j:0G 0 V(q)d 0
mqqi0q; — 7 — P =
q;0q E q)0q;

Poiche 6V(q) = > 82;;:]) 0q;, sommando su tutti i gradi di liberta otte-

niamo nell’equazione precedente
miGidg; —6V(q) =0
Integrando rispetto al tempo tra gli istanti ¢; e to avremo

to S
/ [Z m;Gidg; — 0V(q)
t1

=1

=0

che per analogia con quanto ottenuto nel caso dell’azione meccanica, ci
suggerisce di assumere

R S 1
0L(t,q,9) = § :miQi5‘1i —-0V(q) =6 [E 5”%‘%'2 —V(q)
i=1

i=1

e in definitiva

S

. 1 .

L(t.q.q) =Y 5midi® = V() = T(4) = V(a) (1.57)
i=1

pari alla differenza di energia cinetica e potenziale del sistema secondo la

convenzione di segni utilizzata. Nei prossimi paragrafi vedremo comunque

come L ¢ legata all’energia totale del sistema, non essendo tale.

Variabili cicliche

Supponiamo che L(t,q,¢) non dipenda esplicitamente da una delle s +
1 grandezze (coordinate generalizzate e tempo) di cui ¢ funzione. Sia ¢;

5Stiamo volontariamente trascurando il termine % (¢i0g;), che essendo una derivata
totale rispetto al tempo non svolge alcun ruolo nell’azione meccanica che stiamo tentando
di costruire, come il lettore puo facilmente verificare.
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1.7. Elementi di meccanica analitica

tale grandezza. Dalle (1.54) allora avremo nullo il secondo addendo e di
conseguenza

d oL L
T 00 = 90 cost. (1.58)

che ci dice che il momento cinetico coniugato i—esimo p; definito come

pi = g—é si conserva nel tempo, essendo dunque un integrale primo del

moto.

Simmetrie e leggi di conservazione

Supponiamo adesso che £ non dipenda esplicitamente dal tempo ¢, dunque

%—f = 0. Differenziando otteniamo:

oL oL oL
dL(t,q,q) = —dt + —dq + ——dg
(t.9,4) = 3 + ol gg %
sottintendendo le somme sui differenziali relativi a ¢ e ¢. Per le ipotesi date
e utilizzando le (1.54) otteniamo

d. . doc. oc oL\ d [~oc . -
%‘C(%Q)—aa_(jQ"’aq t<a—q>:>£(§6_qz%—£>—0

che mostra in maniera evidente la conservazione di una certa quantita £
rispetto al tempo. Utilizzando la definizione (1.57) e sfruttando il teorema
di Eulero sulle funzioni omogenee avremo

oL
Z G5 Z &z 8%
da cui sostituendo in &£ otteniamo

€=T(q)+V(q) (1.59)

definita energia del sistema. Quanto appena trovato equivale a dire che
l’omogeneita del tempo implica la conservazione dell’energia del sistema.

Analogamente supponiamo che lo spazio sia omogeneo, cioé che le pro-
prieta del nostro sistema isolato non cambino per traslazioni spaziali infi-
nitesime e¢.

In queste ipotesi tutti i punti del sistema si spostano di uno stes-
so segmento mantenendo inalterate le relative velocita; di conseguenza la
variazione della lagrangiana sara §L = ¢ Z

La condizione 6S = 0 implica l’annullarm della somma trovata e dalle
equazioni (1.54) ricaviamo

doL
; dt 8qZ Tt Z aql

che mostra come la quantita che abbiamo definito momento cinetico coniu-
gato si conservi nel moto. Nel caso di coordinate cartesiane, tale quantita
coincide con 'impulso che conosciamo. Da notare che al contrario dell’ener-
gia, il momento cinetico ¢ additivo e pari alla somma dei singoli momenti,
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1.7. Elementi di meccanica analitica

indipendentemente che l'interazione tra i punti del sistema sia trascurabile
0 meno.

Quanto trovato ci suggerisce che ['omogeneita dello spazio implica la
conservazione del momento.

Le simmetrie pitt generali e i gruppi di simmetria ad essi associati ver-
ranno affrontate piu avanti in maniera piu esaustiva e rigorosa, quando
parleremo del teorema di Noether.

Formulazione generale

La costruzione (1.57) come differenza di energia cinetica e potenziale &
sempre valida. Tuttavia l’energia cinetica di un sistema assume la forma
ricavata in quel caso solo se le coordinate sono cartesiane o curvilinee.

Il caso piu generale ¢ quello che prevede 'utilizzo di un tensore dop-
pio simmetrico a;; funzione delle coordinate e tale da descrivere I’energia
cinetica totale del sistema secondo la relazione definita positiva

1 ..
2%
In questo modo I'energia cinetica puo dipendere anche dalle coordinate e

1 .. .
,J
La forma di a;; ¢ presto ottenuta; siano f;(q1,...,¢s) = x; le trasforma-

zioni che fanno passare dalle coordinate cartesiane a quelle generalizzate.
Avremo

Per cui

Zmz JJ +yl +Z Zaw%(b (162)

1.7.2 Equazioni canoniche di Hamilton

Il metodo lagrangiano non e I'unico che ci permette di ricavare le equa-
zioni del moto di un sistema di punti materiali. Esiste una formulazione
che ¢ legabile ad essa ma sostanzialmente diversa, quella hamiltoniana,
che si rivelera particolarmente utile in qualunque formulazione di natura
quantistica.

Costruzione di ‘H

Differenziando la lagrangiana otteniamo

L(t,q,q) = Za qz—i-z
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Per le definizioni di impulsi generalizzati e per le (1.54) otteniamo
dL(t,q,q) = Zpid% + Zpid(ji

Poiche pdg = d(pg) — ¢dp, possiamo riscrivere

d (Z pigi — L(1,q, Q)> =- Zpiin + Z Gidp;

Se definiamo funzione di Hamilton o hamiltoniana del sistema 1’energia,
avremo

H(t,q,p) = Zpiq;- — L(t,q,q) (1.63)

e dal suo differenziale ricaviamo il sistema di 2s equazioni differenziali del
primo ordine

. OH
Gi = 5
{ TPy (1.64)

dette equazioni canoniche o equazioni di Hamilton.

Simmetrie e conservazioni

La struttura delle equazioni canoniche & manifestamente simmetrica. Ri-
cavando la derivata totale rispetto al tempo di H(¢, ¢, p) e sostituendo le
relazioni canoniche otteniamo banalmente

dH  OH
dt ot
in cui si nota che se H non dipende esplicitamente dal tempo, l'energia

totale del sistema si conserva, proprio come nel caso di £(g, ¢).
Supponiamo adesso che ® = ®(t,q,p) sia un integrale del moto, cioe

che
d® 0P ob . 0%\
%—E@_ <a—qﬂz+a—pip1) =0

Sfruttando le (1.64) otteniamo

a®
S +{He}r=0 (1.65)

avendo utilizzato la notazione

OH 0P OH 0P
(rop=3. (3171- 0q; g 3pi> (1.66)

i
detta parentesi di Poisson. Se %—‘f, cioe l'integrale del moto non dipende
esplicitamente dal tempo, avremo che ® si conserva se e solo se la sua
parentesi di Poisson con ’hamiltoniana si annulla.
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1.7.3 Teorema di Liouville

Definiamo prima di tutto lo spazio delle fasi come quello spazio a 2s di-
mensioni, i cui assi coordinati sono le coordinate e gli impulsi generalizzati.

Ogni punto di questo spazio rappresenta uno stato del sistema: 1’evolu-
zione temporale del sistema si traduce nella descrizione di una traiettoria,
detta di fase.

Consideriamo l'elemento di volume dI' = []dg; [[dp; e integriamolo
sullo spazio delle fasi, ottenendo il volume di questo.

Senza dimostrarlo, diciamo che il teorema di Liouville afferma che se
ogni punto dello spazio delle fasi si muove nel tempo secondo le equazioni
canoniche, il volume dell’elemento rimane costante.

Sostanzialmente questo accade perche il volume & invariante per trasfor-
magzioni canoniche e perche ’evoluzione temporale dei punti dello spazio
delle fasi secondo le leggi del moto, le equazioni canoniche appunto, puo
essere considerata una trasformazione canonica.

1.8 Algebra di Lie

Non & scopo di questo paragrafo, né di questo testo in generale, dare nozioni
approfondite sull’algebra di Lie o i gruppi di Lie. Tuttavia si ritiene oppor-
tuno avere un minimo di fondamenti riguardo essi poiche sono fortemente
utilizzati, in maniera pit o meno complessa, nella costruzione delle teorie
di gauge dal quale emerge il modello standard.

1.8.1 Gruppo delle matrici di Lie

E’ previsto che il lettore abbia i requisiti minimi per leggere questo pa-
ragrafo: le definizioni di gruppo e gli elementi fondamentali dell’algebra
astratta.

Definizione 20 Si definisce gruppo lineare generale sui numeri reali, de-
notato da GL (n,R), il gruppo di tutte le matrici invertibili nan ad elementi
reali. Analogamente ¢ definito GL (n,C) sui numeri complessi, il gruppo
lineare generale delle matrici invertibili nan ad elementi complessi.

I GL (n,G) sono gruppi rispetto all’operazione di prodotto tra matrici:
il prodotto di 2 matrici invertibili e invertibile, la matrice identita ¢ un
identita per il gruppo, una matrice invertibile ha per definizione un’inversa
e il prodotto e associativo.

Definizione 21 Sia M, (C) lo spazio di tutte le matrici complesse nan.

Definizione 22 Sia A,, una sequenza di matrici di M, (C). Diciamo che
Ay, converge ad una matrice A se ogni elemento di Ay, coverge al rispettivo
elemento di A per m — o00: (Am) — Ax V1 < k1 <n.

Definizione 23 Si definisce un gruppo di matrici di Lie ogni sottogruppo
G di GL (n,C) tale che se Ay, € una qualunque sequenza di matrici in G e
questa converge ad una matrice A, allora A € G o A non ¢ invertibile.

Quest’ultima definizione equivale a dire che un gruppo di matrici di Lie
& un sottogruppo chiuso di GL (n,C).
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1.8.2 Gruppi SL(n,R) e SL(n,C)

Questi sono i gruppi speciali lineari, gruppi di matrici nxn invertibili, con
elementi reali o complessi rispettivamente, che hanno determinante pari a
1. Entrambi sono sottogruppi di GL (n,C).

Se una sequenza di matrici A,, a determinante 1 converge ad A, allora
A avra determinante 1 poiché questo € una funzione continua: dunque i
gruppi speciali lineari sono gruppi di matrici di Lie.

1.8.3 Gruppi O (n) e SO (n)

O (n) ¢ il gruppo delle matrici ortogonali, definite come matrici reali nxn i
cui vettori colonna sono ortonormali, ovvero

D AyAn =65 1<jl<n (1.67)
=1

In maniera equivalente, A & ortogonale se preserva il prodotto interno in R":
< z,y >=< Az, Ay > Vz,y € R", 0 ancora equivalentemente se A*A = I,
essendo A! la matrice trasposta di A.

Poiche detA’ = detA avremo detA'A = (detA)® = det/ = 1, da cui
detA = +1. A partire da cio e dalle definizioni, si dimostra facilmente che
ogni matrice ortogonale deve essere invertibile e che I'inversa ¢ ortogonale,
che il prodotto di 2 matrici ortogonali € ancora una matrice ortogona-
le e quindi che esse formano un gruppo, O (n), anch’esso sottogruppo di
GL (n,C).

Grazie alla relazione A'A = I, il limite di una sequenza di matrici
ortogonali ¢ una matrice ortogonale; dunque O (n) ¢ un gruppo di matrici
di Lie.

L’insieme delle matrici ortogonali a determinante 1 & detto speciale e si
indica con SO (n), che ¢ chiaramente un sottogruppo di O (n) e quindi di
GL (n,C): infine si mostra facilmente che anch’esso & un gruppo di matrici
di Lie.

Geometricamente gli elementi di O (n) sono rotazioni o combinazioni di
rotazioni e riflessioni, mentre quelli di SO (n) sono solo rotazioni.

1.8.4 Gruppi U (n) e SU (n)

Una matrice complessa A nxn si dice unitaria se i suoi vettori colonna sono
ortonormali:

Z/LjAlk = 5jk 1 S ],l S n (168)
=1

In maniera equivalente A € unitaria se preserva il prodotto interno in C o
se ATA = I. Come le matrici di O (n), anche quelle unitarie hanno deter-
minante +1 e su queste si possono riproporre le stesse considerazioni del
paragrafo precedente per mostrare che formano un gruppo, che chiamiamo
U (n) e che ¢ sottogruppo di GL (n,C).

Il limite di matrici unitarie ¢ una matrice unitaria, per cui U (n) ¢ un
gruppo di matrici di Lie. Il gruppo di tutte le matrici unitarie a determi-
nante 1 viene chiamato gruppo speciale unitario SU (n). Poiche le matrici
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di questo gruppo possono avere determinante e’ per ogni 6, esso ¢ un sot-
togruppo pit piccolo di U (n), con una dimensione in meno rispetto a que-
st’ultimo (mentre SO (n), pur essendo sottogruppo di O (n), ne manteneva
la stessa dimensione).

1.8.5 Gruppi R°,C° S} R, R

11 gruppo dei numeri reali R® non nulli per la moltiplicazione, non & co-
stituito di matrici ovviamente, ma ¢ isomorfo a GL (1,R), come & facile
mostrare, per cui € un gruppo di matrici di Lie.

Analogamente il gruppo dei numeri complessi non nulli C° per la mol-
tiplicazione & isomorfo a GL (1,C) ed & dunque un altro gruppo di matrici
di Lie.

11 gruppo S' dei numeri complessi con valore assoluto 1 ¢ isomorfo a
U (1): anch’esso un gruppo di matrici di Lie.

11 gruppo R dei numeri reali per I'addizione & isomorfo al gruppo GL (1, R) "
delle matrici reali 1x1 con determinante positivo per la mappa x — [e*],
mentre R™ ¢ isomorfo al gruppo delle matrici reali diagonali con elementi
positivi sulla diagonale.

1.8.6 Gruppo E (n)

Il gruppo euclideo E (n) & definito di tutte le mappe di R™ su sé stesso che
preservano la distanza euclidea: f : R™ — R™ tali che d(f (), f (y)) =
d(z,y) Y,y € R, essendo d (z,y) = |z — y| I'usuale distanza definita in
R™.

Non abbiamo fatto alcuna richiesta sulla struttura di f, in particola-
re non abbiamo richiesto che sia necessariamente lineare. F (n) non ¢ un
sottogruppo di GL (n,R), poiche le traslazioni, che sono particolari trasfor-
mazioni in F (n) e che formano un sottogruppo di questo, non sono mappe
lineari. Tuttavia si puo dimostrare che E (n) € isomorfo ad un sottogruppo
di GL (n+ 1,R).

1.8.7 Gruppi e algebra di Lie

Definizione 24 Si definisce gruppo di Lie una varieta differenziabile G
che ¢ anche un gruppo e tale che GoG — G e la mappa inversa g — g~ !
sono differenziabili.

Ogni gruppo di matrici di Lie ¢ un gruppo di Lie, anche se questo e
tutt’altro che ovvio e non lo dimostreremo; inoltre non e vero il contrario:
non tutti i gruppi di Lie sono isomorfi ad un gruppo di matrici di Lie.

Definizione 25 Sia G un gruppo di matrici di Lie: [’algebra di Lie di G,
che indichiamo con g, é linsieme di tutte le matrici X tali che X & in G
per tutti i numeri reali t.

Questa definizione e quella generalmente adoperata in fisica, in quanto
matematicamente viene definita con e!X al posto di e®X. L’algebra di
Lie rappresenta lo spazio degli ’elementi di gruppo infinitesimi’. Si mostra
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facilmente che 'algebra di Lie di GL (n,C) ¢ lo spazio di tutte le matrici
complesse nxn.

In questo paragrafo non descriveremo tutte le proprieta relative all’al-
gebra di Lie ne tutti i teoremi pitt importanti, poiche lo faremo di volta in
volta nel caso in analisi: 1o scopo di questa sezione era quello di definire gli
elementi che andremo ad utilizzare.
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CAPITOLO 2

Elettrodinamica relativistica

2.1 Cinematica relativistica

Il nostro scopo non e quello di ricavare le comuni leggi della cinemati-
ca, bensi quello di definire gli oggetti che la costruiscono interamente: i
quadrivettori, le quadrivelocita, le quadriaccelerazioni.

2.1.1 Quadrivelocita

Abbiamo bisogno di definire un invariante, di conseguenza non possiamo
permetterci di utilizzare la derivata del quadrivettore rispetto al tempo
ordinario, poiche sappiamo che dt non ¢ invariante.
Tuttavia lo e dr = %dt, per cui avremo:
dxt d
= — = y—(cdt, dr) = (ye,y0) (2.1)
dr dt
In questo modo abbiamo stabilito una definizione in forma covariante
delle quadrivelocita.
Possiamo inoltre aggiungere che:

dzt dxt
dT = CE (22)
Posto % = u* otteniamo in definitiva:
o = cut (2.3)

Si noti che risulta subito v,v* = 2.

2.1.2 Quadriaccelerazione

Il modo di procedere e del tutto identico a quello adottato per ricavare
I’espressione della quadrivelocita. Partendo dagli invarianti:

at=—=— = ’YE(’YC’ ~T) (2.4)



2.2. Dinamica relativistica

Premettiamo che

dv 1 1 1d (7 7) 1 4, dv
—_— -0 V) = — v —
dt 2 (\/1-p32)3 c? dt 2 dt

Dunque, tornando alla (2.4):

(2.5)

dry dry dv
= — — T+ y— 2.6
a [Cvdtﬁ(dtwrvdt)] (2.6)
Volendo saltare i passaggi algebrici intermedi, possiamo concludere che:

1
o = | T 0 2.7)

2 — 12 o2

che conclude la trattazione delle entita cinematiche relativistiche. Le leggi
della cinematica dei quadrivettori saranno presto trovate a partire da queste
definizioni e da integrazioni successive, proprio come ’analogo classico.

2.2 Dinamica relativistica

Classicamente la dinamica si costruisce a partire dai 3 principi di Newton.
Noi potremmo generalizzare allo spazio Sy, tali principi e definire per esem-
pio la forza di Minkowsky come f* = mga" in forma invariante, con mq
massa a riposo solidale a un sistema in quiete.

Tuttavia cosi facendo potremmo non derivare alcune importanti conse-
guenze e proprieta, in quanto non faremmo una naturale estensione della
teoria classica.

Invece possiamo partire dalla pitt generale (valida anche in relativita)
= ’%‘L, dove il problema sta nel definire il quadrivettore p*, pitu sempli-
cemente il quadrimpulso.

Per fare cio dobbiamo prima accertarci quali siano le effettive compo-
nenti di p”, in quanto potremmo partire direttamente definendolo come
pt = mgov*. In effetti dimostreremo che questa ¢ una buona definizione.

2.2.1 Lagrangiana relativistica

Il nostro scopo ¢ quello di descrivere relativisticamente il moto di una par-
ticella libera, per cui e L = %mov2. Ricordando dt = vdr, per la variazione
d’azione avremo

12
0S =94 ~vLdr (2.8)

ty

Poiche supponiamo ’azione invariante e dr ¢ invariante, lo sara anche
~vL = a. Ma allora, sviluppando in serie di Taylor in 32, la lagrangiana non

relativistica sara L™ = %

2 c?

L"T_%_am2a<l—lﬁ> (2.9)
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Poiche I’azione ¢ invariante per I’aggiunta di una derivata totale rispetto
al tempo alla lagrangiana, avremo, scelta f = at:

102 1 d
o (1 - _U_> = —mov? + 4 = o= —moc” (2.10)

2 dt
da cui L™ = —mpc?y/1 — Z—;

2.2.2 1l quadrimpulso

A questo punto siamo in grado di trovare impulso (momento cinetico co-
niugato) ed energia. Infatti

oL
P= 5z =7mov (2.11)
(§]
oL”
E=40- Fr L" = ymoc? (2.12)

In particolare osserviamo che I’energia relativistica ¢ maggiore di quella
classica, poiche prevede un termine aggiuntivo moc? (energia di quiete) che
nella teoria classica era una costante additiva sempre posta uguale a zero.

Notiamo fondamentalmente che:

dr dr moc
H: _— = _— = —d“ 213
P=amogy =0T T T (2.13)
e
dt dt mocC E  mgc
E: 2: 2— = 2— = —0 2dt:> — = —0 dt 214
Tmoe = qMmec Gy = mec Lds ds ¢ c ds © (2.14)

Si nota che entrambe le quantita hanno un fattore invariante in comune

2% moltiplicato per le componenti del quadrivettore:

pH = %dw“ = moo* (2.15)
s

Per quanto riguarda le componenti:

E -
Pt = <€,p) = (mo7ye, moy?) (2.16)

che viene comunemente chiamato quadrimpulso o quadrivettore energia-
impulso.

Da notare che il prodotto scalare del quadrimpulso definisce un nuovo
legame tra energia e impulso:

iz Vol E? 2
pup" = gup" " = — — bl (2.17)
e anche

pupu = g;,ujpupH = m(2)02 (218)
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da cui

— — [p* = mi? = |pol* — |p1* = mc” (2.19)
2

detta relazione di Einstein, che va a sostituire la classica F = ;—m.

Concludiamo stabilendo le leggi di trasformazione del quadrivettore in for-
ma estesa e controvariante:

P, = (ps — BE)
Py =Dy

: 2.20
p,/z =Pz ( )

2.3 DMoto di particella libera

Tornando all’azione:
to to

5S=6| adr=0] Zas (2.22)

t t; C

Ricordando che ds? = dz,dx* ed eseguendo la variazione:
/fz Sdz, dat dx,6dzt
—mocC +
t \ 2¢/dzx,dxt 2, /dx,dz

to m 2]
= —moc/ dr,d@ox”) = —moc/ u,d(dzt) (2.23)
ty

ds t

08

Poiche w,d(éz") = d(u,dz") — du,dzt, e poiche l'integrale del pri-
mo termine si annulla (per via dell’imposizione degli estremi fissi dq(t1) =
dq(t2) = 0), si avra:

t2 2 du
08 = moc/ du, 0z = moc/ — L satds =0 (2.24)
t ¢y ds
Questa deve essere valida per qualunque dz* e dunque, ricordando che
vy = cuy, e quindi mocu, = py, si avra
du dp
88 = moc—+ = £ = 2.25
0 ds ds ( )
ossia le equazioni del moto manifestamente covarianti.

Abbiamo mostrato che, almeno per quanto riguarda elettromagneti-
smo, le interazioni non avvengono a distanza, ma tramite uno scambio di
energia-impulso (in meccanica quantistica si direbbe tramite uno scambio
di quanti) trasportato da un fotone (il quanto dell’interazione e.m.):
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P

Anche il campo e.m. pud essere individuato da un quadrivettore A* =
(®, A).

2.4 Campo di Maxwell

Vogliamo studiare il moto di una particella carica in un campo e.m. senza
considerare come essa con il suo moto lo alteri. Consideriamo a questo
scopo l'azione

Es> e
S = (—meds — — Ay dat) (2.26)
By ¢

dove abbiamo indicato con e la carica della particella, ossia la misura del-
I'intensita dell’accopiamento di questa con il campo. Esplicitando ds e il
prodotto A, dx*:

Es -
S = / (—mey/1— B2dt — S(Bedt) + SA - dr)
E1 C C
t2 o
= / (—mczx/1—52—e¢+EA-17)dt
t1 ¢

‘/t2 (LO + Lint)dt (227)

ty
da cui, come gia ricavato in precedenza:

L, OL mu e - 5
P=—=——+-A=9p A 2.2
57 Tﬂrﬁc P+ (2.28)

Ol o

oL 2 B, B,
H = 7% -L=-"20 8 g+mP/1-F+ed— A7
ov JV1-p52 ¢ c
2
= X _teo (2.29)

Ny

rispettivamente momento cinetico coniugato ed energia totale. Inoltre

dP 0L e— - . -
rrial EV(A ) — eV (2.30)
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2.5. Invarianza di gauge

Consideriamo per un attimo la componente = del vettore V(A - 7):

oo  0A, 04, 0A,
[V(A'U)L Oz Vs + Ox vy oz ©
L QA _0A 04, 0,
oy Y oy Y dz ° 0z ~©

e 04, 0A, DA,  0A,
a (V'U)A”[vy(ﬁ_ o) T T )

= (V-9)A, + [17/\ (VA /f)} (2.31)

x

da cui, risvolgendo i calcoli per ogni componente, si ottiene infine:

V(A-7)=(V-0)A+TA(VAA) (2.32)
Questo risultato algebrico ci serve per sviluppare la (2.30):
L L e s es, o e - - e |0A OAdr
y=P—-A=-V(A-7U)+ -7 —eVd — - 2.
P p CV( v)—l—cv/\(V/\ ) —eV o T ar dt( 33)

che, essendo

L 94 9Adr 0Adv; 0A - -
A= = = -0)A 2.34
o T ord Z&vzdt 5t (V) (2:34)
diventa
el oo . 194
Vogliamo porre
o Avq)ﬂ c ot (2.36)
H=VAA

rispettivamente, campo elettrico e campo magnetico. Queste posizioni ci
permettono di ottenere la forza di Lorentz:

¢:5:eﬁ+§mﬁ (2.37)

2.5 Invarianza di gauge

Letteralmente, gauge significa 'ricalibratura’: essa rappresenta una parti-
colare trasformazione.

L’invarianza di gauge & una trasformazione di gauge che lascia inalterati
in forma degli oggetti, in questo caso i campi elettrico e magnetico. Infatti,
sia data la gauge di Lorentz

of
oxrt

essendo f arbitraria. Ricordando dx® = cdt:

A=A+ (2.38)

T 19f 194 | 18 9f l 219 1008fy_ 7
E=-V(@+ 9 - 5+ iqo=E+(—5riot +idor) =F
H=VANA+S)=H+VAVf=H




2.6. Moto di particella in campo e.m.

2.6 Moto di particella in campo e.m.

Per una particella carica soggetta ad un potenziale elettromagnetico (campo
A,,) possiamo scrivere l’azione in forma covariante:

E>
08 = ¢ (—mey/dzdat — EA#da:“)
B, ¢
Ea dz e e
= / [ mc—&(d M) — —6Auda" — -A,0(dx")|  (2.39)
Eq C C
Poiche u, = d;:

u,d(6zt) = d(u,dzt) — d(u,)dx
Aud(dzt) = d(Adat) — d(Ay)dat

e gli integrali dei differenziali totali sono nulli, e inoltre

o
d(z")6A, = ddiséA#ds = u“%&c”ds = u”%éz“ds
0Ayda”  — JO0A,
9o ds B=U g oxtds (2.40)

oztd(A,) = ozt

Quanto provato finora, sostituito nell’azione:

E>
55:—/ <m%+E v 04 euaA)wdso (2.41)

B ds ¢ Ozt ¢ Oxv

da cui le equazioni del moto:

_m—E_

duy, 0A, O0A
ds

H v — E v
2o B ) u’ = CFWu (2.42)

definendo il tensore del campo e.m. (antisimmetrico) F),,, come nel prossimo
paragrafo. In particolare

<L

1 d mc? 1 -
E.

E.n)=eE -0 (2.43)

dt(
Sempre dalle equazioni del moto, e ricordando di tenere presente il
tensore definito come nel paragrafo successivo, per u = 1,2, 3, si ottiene
5 N R
Y=p=eE+-UNH (2.44)
c

ovvero ancora l’equazione di Lorentz, stavolta ottenuta dalla forma cova-
riante.
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2.7. Tl tensore del campo e.m.

2.7 1l tensore del campo e.m.

Definiamo

8]

o E E, E
| -B. 0o -H. H,
F#U N _Ey z _Hw

0
~-E. -H, H, 0

0O -E, —-E, —E.
E, 0 —H. H,
E, H. 0 —H,
E., —-H, H, 0

Fr =

<

per via delle equazioni del moto determinate in precedenza. Questo impor-
tantissimo tensore si trasforma come

Fl, = A2ATE,, (2.45)
Infatti:
v 8 0 0 0 For Fo2 Fos
AF — v v 0 0 Fro 0 Fip Fiz | _
0 0 1 0 F20 F21 0 F23
0 0 0 1 F3g F31 F3 0

v8Fw  vFo1 vFo2 +BF12  vFoz +yBF13

(2.46)

e svolgendo tutti i prodotti riga per colonna, si perviene a

o E, E E
-E, 0 -H, H,
-E, H, 0 -H.
—E! —H, H, 0

(AF)A =

avendo indicato per brevita le componenti con gli indici dei vettori campo
elettrico e campo magnetico trasformati secondo Lorentz, come ogni al-
tro vettore (il lettore puod verificare manualmente). In forma compatta le
possiamo scrivere

H AT (2.47)

ENT) (2.48)

I due campi non sono separati: dove ¢ E=0in K,in K'¢ E' #0e
allo stesso modo per H.
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2.8. Invarianti

2.8 Invarianti

Vogliamo far notare una simmetria, dovuta ad un’inversione temporale:
(2.49)

Detto questo, introduciamo il tensore di Ricci-Levi Civita V27 . Allora
si vede subito che le seguenti quantita sono invarianti:

F,F" =2(H* - E?) (2.50)
F,, Fe7chver — _S8H . E (2.51)

rispettivamente uno scalare e uno pseudoscalare.
Poiche queste sono quantita invarianti, ne discende:

|H| < (>)(=)|E| = |[H'| < (>)(=)|E| (2.52)
H-E<(>)(=)0= H-E < (>)(=)0 (2.53)

Tutto cio implica che mediante una trasformazione di Lorentz si possono
assegnare a E/ e H' valori arbitrari, purche per essi valgano H'?2 — E'? =
H?>-E?c¢H -E' =H-E.

In particolare & sempre possibile costruire un riferimento dove H'’ I E:
H-E =HE.

Infine si dimostra subito che:

2H?>—-E)=0,H-E=0=— H*>=E*> H1E (VK,K',.)) (2.54)

H-E=0,(H>-E*)<(>)0=35:E =0 (H =0) (2.55)

Per quanto riguarda I'ultima implicazione, ¢ valido anche il viceversa.

2.9 Equazioni di Maxwell

Dalle definizioni date di campo elettrico e campo magnetico, e ricordando

-,

che rot(grad(®)) = 0 e div(rot(A)) = 0, otteniamo:

rot(ﬁ) = —%a
div(H) =0

=

Q

t (2.56)

o in forma covariante:
OF,,

OF,, 0F,, B
oxe + Oxh + oxv =0 (2.57)

che rappresentano la prima coppia delle equazioni di Maxwell.

M1 tensore antisimmetrico di Ricci & un tensore molto particolare (da non confondere
con quello che si ottiene dal tensore di curvatura), infatti in uno spazio di dimensione
quattro le matrici di rango 4 completamente antisimmetriche hanno una sola componente
indipendente (costituiscono cio¢ uno spazio monodimensionale), quindi ¢ una base per
tale spazio (Simone Piccardi).
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2.9. Equazioni di Maxwell

Questa equazione ¢ identicamente nulla scelti i 3 indici tutti uguali tra
loro; quando 2 di essi sono uguali, poiche il tensore F' ¢ antisimmetrico
ed ha altre proprieta, ’equazione diventa banale; se sono tutti diversi si
ottengo allora le equazioni del sistema dato.

In generale possiamo riassumere tutto nella forma compatta

voo aFQU —
et e 0 (2.58)
con il tensore di Ricci-Levi Civita.

Finora abbiamo descritto con queste equazioni il moto di una particella
in un campo dato. Supponiamo da adesso che siamo in presenza di altre
cariche e correnti che alterano in campo.

Questo significa che va aggiunto all’azione un ulteriore termine dipen-
dente dal campo, sotto le ipotesi che:

e Valga il principio di sovrapposizione: i campi distinti di 2 cariche
separate, sommati, devono dare il campo che ci sarebbe in presenza
di entrambe;

e [l termine aggiuntivo € quadratico: non possono apparire i poten-
ziali percheé non sono definiti univocamente, dunque sara un termine
scalare.

Indichiamo il termine aggiuntivo con
S = k/FWFWd‘*Q (2.59)

essendo k = —ﬁ una costante arbitraria e d*Q = dz%dz!da?dz® un

elemento infinitesimo di volume.
Estendendo 'azione alla somma di tutte le cariche e correnti si ottiene

S =— Z/mcds - Z/ZAudff” - ﬁ Fu P d'Q (2.60)

che descrive il moto delle particelle nel campo somma di quello esterno e di
quello generato dal loro moto.

Definizione 26 Definiamo densita di carica o(7,t)dV la carica contenuta
nel volumetto dV centrato intorno al punto x,y, z all’istante t.

Si avra allora che f odV =3, = ey, ossia la carica della particella A.
Definiamo anche

0= ead®(F— i) (2.61)
A

Tornando alla carica, essa deve essere un invariante, ed essendo dVdt =
d*Q) invariante, otteniamo

dz* dz*
odVdat = ng;—TdT = ng%dt (2.62)
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2.9. Equazioni di Maxwell

da cui definiamo la tetracorrente

dxt

= 0 = (co, o) (2.63)

che una volta dato, si ottiene

—Z/ €4 dw“_——/A ng :——/ ALY (2.64)

Da questa, poiche 'azione ¢ gauge-invariante, si ottiene:

d
/j“A#d‘*Q = /jﬂA;d4Q:/ M(A, + f)
= it A, dYQ + '“—d4Q — '“ﬁd‘lQ =0
- .7 14 j 8 n .7 81““’ -

/ 4Q /faj d*0
= /fj dE#_/f—d‘l (2.65)

dove ¥ ¢ la superficie chiusa che racchiude il volume di integrazione (iper-
superficie all’infinito). Il primo degli ultimi 2 integrali ¢ il flusso di fj*
attraverso X, e dunque ¢ nullo per il teorema di Gauss; di conseguenza, per
I’arbitrarieta di f, si ottiene dal secondo integrale:
ajr 0 -
ﬁ —0— a_f +div(7) =0 (2.66)
che & I'’equazione di continuita.
Notiamo che da una considerazione di gauge-invarianza siamo giunti alla
continuita: si puo mostrare che i due concetti si implicano al viceversa.
L’equazione di continuita si poteva ottenere anche da considerazioni di
carattere fisico, riconoscendo che la variazione nel tempo della carica nel
volume dV chiuso, poteva essere dovuta soltanto a un flusso attraverso la
superficie di quest’ultimo:

d - =
pn ng——/Zj-dS:—/Zdw( )dV:>/ ——l—dw( )dV = (2.67)

che deve essere valida per ogni dV, e di conseguenza si ottiene I’argomento
uguale a zero, cioe ’equazione di continuita ancora una volta.

Tornando all’espressione dell’azione, consideriamo la traiettoria asse-
gnata e variamo il tetrapotenziale, per ottenere le equazioni del campo
e.am.:

1 1 )
5S = —/[ 0+ O (F P )] a*Q
= —1/ [—j“(SAH—i—s—F“”éFW] d*Q
&

1 A, 0A
_Z 1z v H 40 —
c/[c A, +8 F 5(&6“ &Cu)}dQ 0 (2.68)
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2.9. Equazioni di Maxwell

da cui, eseguendo la variazione:

1 1 1 0 0
_ - gk e _ 40 —
C/ L] 0A, + 87rF (8:1:“6AV 81:”6A”)] d*Q=0 (2.69)
Poiche scambiando gli indici si ha che F** agv 0A, = —F””%éAH, si ha
—3/ Lisa, - Lpm 9 54 | ara =0 (2.70)
c c] m A oxv M n '

Poiche F1v 5264, = 52 (FM5A,) — 5AM88FTMUU, si ottiene

C C

1 1 1 oFm 1 0
- iy 4 = | = (pwv 40 —
/[ L s ]Mud Q+4wc/8xu(F 0A,)d*Q

ox
1 [[1 1 oFw 1
—— [ |=r+ == A4,d'Q— — [ (FM5A,)dS, =0 (2.71
c/[c] +47T(’“)x”]5“ dme (F*04,)dS, =0 (271)

dove dS, e l’elemento di ipersuperficie che racchiude il volume di integra-
zione, ossia tutto lo spazio con i tempi da quello iniziale a quello finale.
Questo integrale dunque, nella sua parte spaziale si annulla poiche il
campo deve essere nullo all’infinito e nella sua parte temporale percheidA4,
sono nulli agli istanti estremi (per definizione dell’azione). In definitiva si
ottiene dunque che I'argomento della restante parte integrale deve essere
nullo, ossia
oFm 4 .,

oz ¢

(2.72)

che ¢ la seconda coppia delle equazioni di Maxwell, che si ottengono come
nel caso della prima coppia:

T‘Ot([i:[‘) = %3_? + 4%.; (273)
div(E) = 4mp

Vogliamo riassumere, per chiarezza, quanto trovato finora, per le equa-
zioni di Maxwell nella materia:

rot(E) = —%8—’5
div(E) =dmg (2.74)
rot(f{) =< + Tﬂ]
div(H) =0
o in forma covariante:
OF,
ghveo 20 = 0
{ SFuY gx_4_w " (2.75)
oxv T c J
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CAPITOLO 3

Seconda quantizzazione

3.1 Teoria delle particelle indistinguibili

In meccanica classica abbiamo la pretesa di conoscere I'identita di ogni par-
ticella, e cio ha senso perche nel suo ambito tratta il concetto di traiettoria
per via della conoscenza di coordinate e impulso. Tale pretesa resta anche
nel caso in cui non tratti il problema di particelle identiche ma diverse. In
meccanica quantistica le cose cambiano radicalmente per via del principio
di indeterminazione.

Consideriamo per esempio un protone ed un neutrone: possiamo distin-
guerli per via della carica per esempio. Li prepariamo in regioni diverse e
distanti, poi le facciamo collidere: in tale regione, per sapere cosa succede,
dobbiamo modificare in maniera drastica le condizioni sperimentali' con
dei rivelatori.

Se supponiamo l'urto elastico, rivedremo da qualche parte nuovamente
il protone ed il neutrone: I'individualita delle singole particelle non ¢ stata
compromessa. Il problema sorge quando le particelle in questione sono
uguali: ¢ ancora possibile etichettare le particelle in modo da riconoscerle
dopo l'interazione?

Assumendo per esempio di avere 2 particelle identiche pa, pp, prepa-
rate in regioni A e B rispettivamente, facciamole collidere elasticamente e
riveliamole con 2 rivelatori opportunamente tarati e posizionati: come fac-
ciamo a sapere se nel primo rivelatore ¢ giunta p4 o pp? E analogamente,
nel secondo?

A questa domanda non possiamo rispondere poiché dovremmo conosce-
re esattamente cosa accade nella regione di interazione, sapere elaborare
opportunamente i calcoli e fare le nostre previsioni, tutte cose che non sia-
mo in grado di fare senza sondare direttamente tramite altri rivelatori la
zona interessata: ma a quel punto stiamo svolgendo un altro esperimento,
non quello che ci eravamo prefissati.

1Qualcosa di analogo a quello che accadeva quando avevamo la pretesa di conoscere
da che fenditura passava il fotone nell’esperimento di Young.

o1



3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

Purtroppo dobbiamo rassegnarci al fatto che in meccanica quantistica
non e possibile stabilire 'individualita di particelle identiche dopo un’inte-
razione. Il complesso delle tecniche utilizzate per studiare questo problema
e definito seconda quantizzazione.

Lo spazio di Hilbert sard, essendo tutte particelle identiche, DY) =
D(1)®D(2)®...@ D(N), essendo D(i) lo spazio in cui studiamo 1’i—esima
particella. Lo stato complessivo di un sistema cosi definito sara |¢p >= |1 :
u1,2 : u2,..., N : uy >, avendo indicato con la notazione i : u; lo stato
dell’i—esima particella.

Tuttavia, seppur matematicamente valido, questo stato non e fisica-
mente accettabile: infatti abbiamo appena detto che non siamo in grado
di distinguere tra particelle identiche, e invece le stiamo etichettando con
dei stati u. Questi stati fisicamente inaccettabili li chiameremo stati alla
Boltzmann per sottolineare che sono stati pensati in maniera classica ma
non hanno validita fisica, solo matematica, e d’ora in avanti li indicheremo
anche come stat: 3, per distinguerli dagli stati quantistici effettivamente
accettabili in fisica.

3.1.1 Sistema di 2 particelle identiche

Pensiamo ad N particelle e scegliamone 2 tra esse, le indichiamo con 7, s.
Scambiando queste due particelle, lo stato del sistema non deve variare, in
accordo con quanto abbiamo premesso parlando di particelle identiche.

Di conseguenza il nuovo stato 1)’ > ottenuto dall’interscambio sara del
tipo |1’ >= e'®=|tp >, essendo | > lo stato prima dell’interscambio.

Per trattare matematicamente il problema, introduciamo un nuovo ope-
ratore, detto di interscambio, la cui azione ¢ quella di scambiare proprio le
particelle r e s, definito come |’ >= P, ¢|i) >.

Sia D? = D(r)® D(s) lo spazio di Hilbert in cui assumiamo come stati
di base quelli in cui ci sono gli autostati |1 : u;,2 : u; > di una qualche
osservabile U, che tanto hanno in comune poiche si tratta di particelle
identiche. Per definizione P|1 : u;,2 : uj >=|1:u;,2: u; >. Studiamo P.

Notiamo fin da subito che riapplicandolo, otteniamo lo stato di partenza,
per cui P2 = I, da cui se ne deduce

(P2=D[1:u;2:u; >= N =1)1:u;,2:u; >= A= +1

Inoltre P ¢ hermitiano: infatti

<1:ui,2:uj|P|1:ui/,2:uj/> = <1:ui,2:uj|1:uj/,2:ui/>
= <1:ui|1:uj/><2:uj|2:ui/>
P Y

€

<1:ui,2:uj|PT|1:ui/,2:uj/> = <1:ui/,2:u‘j/|P|1:ui,2:uj>*
= <1:ui/,2:uj/|1:uj,2:ui>
= 0irj0j

da cui se ne deduce P = PT. Inoltre, poiche ¢ anche PPt = PP = P? = [ si
ha che Pt = P!, cio¢ P & unitario. Da quanto appena mostrato possiamo
affermare allora che P & un proiettore.
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3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

Introduciamo adesso gli operatori simmetrizzatore e antisimmetrizzato-
re, definiti da

s=taip A=

: (I - P) (3.1)

N =

di modo che [¢) >= Py >= S|y > +A|p >. Notiamo che
1 1 1
PISI > = P |51+ P)| [0 5= 5(P* 4 Pl >= 31+ Plw >= 510 >

ovvero S|y > & simmetrico per interscambio. Analogamente si mostra che
invece Aly) > & antisimmetrico per interscambio. Questo & importante, poi-
che prima abbiamo affermato che ogni stato si puo scomporre nella somma
di una parte simmetrica e di una antisimmetrica, e questo come vedremo
risultera fondamentale nella teoria.

Riprendiamo per un attimo gli stati 8 e applichiamo loro S (evitiamo
d’ora in poi di riportare la notazione i : u;, riferendoci con u; nella i—esima
posizione al medesimo stato):

1
S|ui,uj >= (I—I— P)|’U,i,’u,j >= 5 [|ui,uj > +|Uj,u1' >] (32)

N =

Questa equazione solleva il problema che ci siamo posti all’inizio: come
distinguere quale particella si trovi in quale stato, se entrambe sono pesate
allo stesso modo ma su stati diversi? Non possiamo: questo significa che
questi stati sono i candidati ad essere quelli che utilizzeremo per la descri-
zione fisica della realta. Riepilogando avremo [¢) >;cq= S| >g. Tuttavia
avremo anche

s, wj > —|uy, u; >] (3.3)

N | =

1
A|ui,uj >= 5([—P)|ul,u] >=

Anche questi stati sono ottimi candidati, di conseguenza quale scegliere tra
i due? Vedremo che ci sono particelle per cui scegliere i primi (bosoni) e
particelle per cui scegliere i secondi (fermioni), e la scelta ¢ stata fatta sulla
base dei dati sperimentali, che ha portato alla classificazione delle parti-
celle in queste due classi che addirittura seguono due statistiche diverse,
rispettivamente di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac. Questa classificazione si
ripercuote anche sullo spin: i bosoni lo hanno intero, i fermioni semintero.

Anche per gli operatori S, A si pud mostrare che sono proiettori: S? = S,
St =8, A2 = A, AT = A. Gli autostati S|¢p >5 e Alt) >3 appartengono
a due sottospazi diversi e disgiunti, detti rispettivamente sottospazio sim-
metrico e sottospazio antisimmetrico: di conseguenza i loro vettori sono
tutti ortogonali e cio si traduce come S [A|y) >3] =0, A[S]yp >5] = 0, che
implica SA = AS = 0.

Introduciamo un operatore B, osservabile in un sistema in cui abbiamo
una sola particella ad azione su un solo corpo, che agisca su entrambe le
particelle, e indichiamo con B(1), B(2) la sua azione singola sulle particelle
1 e 2 rispettivamente in D(1), D(2). Osserviamo che

PB(l)PT|ui,uj >= PB(1)|’U,J‘,’U,Z' >= bjP|uj,ui >= bj|uz-,uj >= B(2)|ui,uj >
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3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

essendo b; autovalore di B(2), cioe di B applicato alla particella 2 nello stato
u;. Da questa se ne deduce subito che PB(1)P! = B(2) e analogamente
PB(2)PT = B(1): otteniamo dunque Iinterscambio degli operatori agenti.
Sia adesso O = B(1)C(2) un operatore agente in uno spazio a 2 corpi;
otteniamo

PB(1)C(2)P'" = [PB(1)PT] [PC(2)PT] = B(2)C(1) (3.4)

ovvero otteniamo lo scambio dei ruoli delle due particelle. In generale
introducendo un opportuno operatore O(1,2) su un sistema a 2 corpi, che
dipenda dalle loro coordinate, avremo PO(1,2)PT = O(2, 1), che pud anche
essere interpretato sia come un cambiamento di operatore che come uno
scambio di particelle.

Tuttavia per i sistemi che stiamo considerando, scambiando due par-
ticelle non deve cambiare lo stato del sistema, quindi possiamo accettare
solo operatori simmetrici ed osservabili simmetriche per interscambio tali
che O(1,2) = O(2,1) ottenendo

PO(1,2)Pt = 0(1,2) = PO(1,2) = O(1,2)P = [0(1,2), P] = 0 (3.5)

cioe tali operatori accettabili devono commutare con 'operatore di inter-
scambio e autovalori ed autovettori devono essere comuni ai suoi: simme-
trici o antisimmetrici.

3.1.2 Sistema di N particelle identiche

Formalmente, questo paragrafo e I’estensione matematica del precendente
per il caso a N particelle identiche al posto di 2.

Partiamo sempre da stati 8 del tipo |¢ >= |1 : u1,2 : ug, ... N : uny >,
proponendoci di utilizzare la convenzione imposta nel caso a due corpi, per
semplificare la notazione. Definiamo ora la permutazione a:

Pa :Pa(1,2,...,N)= (nl,ng,...,nN) (36)

che cambia l'ordine delle particelle: in totale vi saranno N! possibili per-
mutazioni a. Sia

P.lp >=Py|1:u1,2:us, ... Nt uy >= |ny :ug,ng : g, ...,ny : uy >= |’ >

Proiettando |¢" > sulla base delle coordinate z = (21, z2, ..., TN ):

<zl> = <1:21,2:29,....N :xN|N1 UL, MY Uy ooy NN UN >
N

= H<ni:xm|ni:ui> (3.7)
i=1

Questa produttoria si puo vedere anche come il risultato della proiezione
di |¢ > sulla permutazione « opportuna della base di coordinate x, =

(Tny s Trg s oees Ty ):

< To| =< Ny i Xy, N2 Ty ooy, N Ty | =< 121,21 29,0, N i 2y | Py

54



3.1. Teoria delle particelle indistinguibili

da cui

N
H<”i1$m nitu; > = < Zol|l:iu,2:ug, .., N:iuy >
i=1

= < Py(x1,29,...,xN)|p > (3.8)
da cui, per le (3.7), (3.8) e dalla definizione di |¢’ > deduciamo che
< z|Py|p >=< Py (2)|p >=< P,(2)| =< z|P, (3.9)

avendo utilizzato P, per sottolineare che essa & una permutazione e non
I'operatore permutatore. Ad una permutazione fisica corrisponde un ope-
ratore Up, nello spazio di Hilbert, unitario e tale che [¢' >= Up, |t >,
" >=Ukp,|p >.

L’unitarietd di Up, si mostra a partire < ¢'|¢)) >=< ¢'|I|{)' > e uti-
lizzando D'espressione integrale di I nella base delle coordinate, scrivendo
|’ > e |y > come permutazioni e notando che tutto il prodotto puo essere
scritto? come < g0|U;-,aa:Upa |t) > e che lo jacobiano di questa trasformazione
vale 1, restituendo semplicemente come risultato dell’integrale < ¢|¢ >.

Tuttavia abbiamo ancora utilizzato gli stati 3, che non sono validi fisi-
camente. Definiamo pertanto un vettore simmetrico |t)g > ed uno antisim-
metrico |th4 > tali che Up|tg >= |1hg > per ogni permutazione e per una
sola trasposizione® sia invece Urpysltha >= —|tha >.

Un numero dispari di trasposizioni rappresentano una permutazione di
parita dispari, un numero pari di trasposizioni rappresentano una permu-
tazione di parita pari, possiamo quindi definire uno stato antisimmetrico se
Upltha >=dp|tha > con

5o — 1 P di parita pari
P 1 P di parita dipari

Definiamo adesso due operatori, un simmetrizzatore S e un antisimmetriz-
zatore A definiti come segue:

1 1
S:mZUp A:mzzspUp (3.10)
P P

che si pud mostrare come siano dei proiettori. Dunque |[¢p >= S|¢ >
+A|y >. Definiamo ora

1
A= mZAPUP (3.11)
P

dove A & S 0 A a seconda che \p sia 1 o §p rispettivamente. Dimostriamo
qualche proprieta di A.
Notiamo che A & hermitiano, infatti:

PP == UpUp1=U;=1=Upr =Up' =U},

2Si noti che Up,, fa passare da (n1,nz,...,ny) a (1,2, ..., N).
3Si intende un singolo scambio di particelle e si indica con T'rs.
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3.2. Numeri di occupazione

e quindi, tenendo conto del fatto che ogni permutazione e la sua inversa
hanno la stessa parita e che sommare su tutte le P o su tutte le P~! ¢
influente, avremo

1 1 1
[ — - _ —
A= > ApUL = ¥ > ApilUp-r = N > AqUq =A
P p-1 Q
Mostriamo adesso che [A,Up| = 0. Infatti
1 1 1,
AUp = <53 AeUeUp =153 AolUor = 3770 ) AelUor
Q Q Q

1 1 1

= NP > (ApAg)Ugp = NP > AerUgp = NP > AUy
Q Q Q'

= ApA

In maniera analoga si mostra che UpA = AAp, da cui si deduce la nostra
tesi. L’operatore A & anche idempotente: A2 = A. Infatti:

1 1 1
A? AﬁZAQUQ = WZAQAUQ = MZAQAQA
e T Q " Q

1 ) 1 1
mz@:/\QA:m %:(1) A= NI =A

per cui A abbiamo mostrato che e effettivamente un proiettore, e cio giusti-
fica la nostra asserzione precedente su S e A, che non abbiamo dimostrato.
Inoltre, poiche a seconda che sia A = S o A = A, la proiezione avvie-
ne su sottospazi diversi e disgiunti, per cui si avra, come nel paragrafo
predecedente e da analoghe osservazioni, che AS = SA = 0.

Quanto detto per 'invarianza del sistema sotto interscambio di particelle
identiche, vale anche per le osservabili. Se [¢)' >= Up|y) >, I'osservabile ©
deve essere tale che < ¢/|O[y)) >=< 1|O[) > per ogni |¢) >, per cui

< p|UTOUp|p >=< 1|0 >= ... = [0,Up] =0 (3.12)

proprio come avevamo trovato nel caso a 2 particelle, 'osservabile © deve
essere simmetrica, cioe commutare con tutti gli operatori di permutazione,
ed in particolare [©, A] = 0. Cid sottolinea com gli stati 8 non siano validi
fisicamente per il nostro studio: pero partendo da essi e pesando in maniera
identica la combinazione lineare degli stati S|y >3 e Al >3, vedremo che
otterremo stati fisicamente validi.

3.2 Numeri di occupazione

Trattiamo dunque un sistema ad N particelle identiche; ci troviamo nello
spazio D{N)(1). Presa una base |\ > di D(1) di autostati di un operatore
ad un corpo (< AJN >= dyx) e costruiamo la base di DMV (1):

|G > = |\ > ®A2 > @... ® | Ay >= | A1, A2, Ay >
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3.2. Numeri di occupazione

che rappresenta ancora uno stato 3, opportunamente normalizzato come
N
< GN)GK) >=T] o,
i=1

Proiettiamo sulla base delle coordinate, posto < x|\ >= uyx(z) ed essendo
BIX >= A >:
N N
< ;C|G >\= H < $i|/\i >= HU)\Z(.’L'l)
i=1 i=1
Ordiniamo gli autovalori possibili nel modo seguente, tenendo conto che
potrebbero esserci alcuni autovalori uguali, che quindi raggruppiamo:

VID VIS VD VISNIED U RS UNIND ¢ A0

Lo stato di G puo essere specificato elencando gli autovalori che interven-
gono e quante volte in G compare ciascuno di essi: (n1, 72, ..., N, .oy Nj, ...
con i cosiddetti numeri di occupazione, che sottostanno alla condizione
>>m; = N, essendo la somma estesa ad un infinito numero di essi, che
pero evidentemente ha infiniti termini nulli come c’era anche da aspettarsi.

Questa specificazione non € perd univoca, in quanto anche ogni permu-
tazione applicata a G, quindi Up|G > per ogni P, ha gli stessi numeri di
occupazione. Tuttavia questo non risulta essere un problema, perche ri-
cordiamo che |G > & uno stato 3, dunque non fisicamente accettabile. Lo
stato che invece ci interessa fisicamente ¢ 'opportuna simmetrizzazione di
G: DA\, A2y .oy AN) >= A|G(A1, A, ..., AN) >, che invece & univocamente
determinato dai numeri di occupazione.

Posto |F(TL1, M2y eeey My ey N, ) >= |n1, N2y ey My ey Ny e >= |{n} >
avremo

<T{n'NIT{n}) >= [ dnim; (3.13)
i=1
Tuttavia I' non € ancora normalizzato, pertanto scriviamo
|{n} >= M{n}|1"({n}) >= M{n}A|G()\1, Aoy ey /\N) >

essendo My, un opportuno coefficiente di normalizzazione che adesso an-
dremo a calcolare.

<{nPl{n} >= M}, < GOAAG(N) >= M}, < G(A)% > ApUp|G(N) >
P

Osserviamo che

N N
< 2|Up|G(N) >=< Pa(2)|G(\) >=< 24|G(\) >= [] < za,lNi >= [ ui(za,)
i=1 i=1
Disponiamo questo prodotto in maniera tale che compaiano le coordinate
nell’ordine naturale x e assumiamo invece attuata una permutazione v =
a~! (Iinversa) sui A, in modo da ottenere

N N
H“%(mi) = H < xil/\%‘ >=< ‘TlG()"Y) >
=1 i=1
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3.3. Bosoni

La permutazione inversa ¢ tale che P~1(ay,a9,...,ay) = (1,2,...,N) e
come ci si aspetta Py(1,2,..,N) = (71,72,...,7n5). Ricordando che <
{n}){n} > vale 1, avremo
_ 1 _
M3 = i D Ap < GG [P > (3.14)
P

Ma Ap = Ap-1, poiche eseguire tutte le somme su tutte le permutazioni o
sulle loro inverse ¢ indifferente, per cui infine

M2 = % ZPjAP < GG [PV > (3.15)

Il calcolo di M{f} va fatto separatamente per il caso simmetrico o per
quello antisimmetrico, e cio da luogo alla distinzione in 2 classi di particelle
identiche: bosoni e fermioni.

3.3 Bosoni

Quello dei bosoni ¢ il caso simmetrico, ovvero abbiamo \p = 1e A = §
simmetrizzatore.

Nella sommatoria (3.15), se tutti gli autovalori sono diversi, 'unico ter-
mine che si salva sara quello relativo alla permutazione identica. Tralascia-
mo questo caso semplice e supponiamo invece che sia per esempio A\ = Aa:
stavolta avremo due termini diversi da zero, la permutazione identica e
quella in cui A; € scambiato con As.

Procedendo per esempio con 3 autovalori coincidenti con A\;, avremo
stavolta ben 6 termini non nulli: in generale per r autovalori coincidenti
con \; avremo r! termini di sommatoria diversi da zero.

Estendendo questo ragionamento a tutti gli autovalori che possono es-
sere uguali, ed indicando con il numero di occupazione n; il numero di
autovalori coincidenti con \;, avremo in totale [ n;! termini non nulli, da
cui

(3.16)

ottenendo cosi

< z|{n} >= My, < z|A|G(A) >=

I vettori [{n} > con la loro condizione al contorno formano una base per il
sottospazio degli stati simmetrici con N particelle e sono normalizzati come
detto in precedenza e ricavato finora. Il generico stato al tempo ¢ sara

%) >= > [{n} >< {n}|e(t) > (3.18)
{n}

dove "'ampiezza precedente si puo interpretare come quell’ampiezza che al
tempo t si trovino ny particelle nelo stato A1, ng in A9 e cosi via.
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3.3. Bosoni

Menzioniamo adesso una relazione fondamentale:
7
< LL’|{7’L} >= E A/ N < £L'1|/\l > T9,T3, ...,xN|n1,n2, ey — 1,0 >
i=1

che ci dice che la proiezione degli stati di occupazione sulla base delle coor-
dinate, si puo scrivere a meno di fattori di normalizzazione come una serie
di prodotti di un’ampiezza di stati singoli per un’ampiezza di N — 1 stati.

Poiche per ogni permutazione P possiamo scrivere P = Q1,,, essendo
@ una permutazione di (2,3, ..., N) e T}, una trasposizione 1 «— m.

Se pensiamo per esempio di costruire la matrice delle ampiezze < x;|\; >
e concepiamo lo sviluppo del determinante secondo la regola di Laplace,
otteniamo proprio la relazione fondamentale che cerchiamo, purche non te-
niamo conto della parita. Questa non & affatto una dimostrazione, ma un
metodo mnemonico per ricordare la relazione introdotta. Analogamente si
puo dimostrare che

N
1
< zl{n} >= Zl v/ N < Xp|Ni >< X1, T2, B 1y Tpg 1y ooy TN, N2y ey — 1y >
r=

3.3.1 Operatori di creazione e distruzione

Definiamo 1'operatore di distruzione a; come tale che

a;|[{n} >=y/ni{n -1} > (3.19)

La sua azione e quella di costruire uno stato con una particella in meno
nello stato \;.

Rispetto ai sistemi trattati finora, siamo di fronte a qualcosa di piu
generale, poiche adesso il numero di particelle puo variare. L’operatore di
distruzione che genera queste variazioni agisce in uno spazio che ¢ definito
dalla somma diretta D© ¢ DM ¢ ... & D@ @ ..., essendo D lo spazio
relativo ad 7 particelle: per questo ci troviamo in un sistema pitt generale.
Lo spazio cosi costruito si chiama spazio di Fok.

Possiamo anche definire un altro operatore, detto di creazione, che agisce
come

all{n} >= Vi + 1|{n+1} > (3.20)

Questo lo si puo vedere subito, coniugando la definizione di a; e moltipli-
cando per il ket [{n} > e risolvendo algebricamente. Si mostra* facilmente
I’algebra di tali operatori:

[, ] = 0 [a}, aﬂ ~0 [a aﬂ = 53 (3.21)
Definiamo un ulteriore operatore come N; = djdi che opera come
Nil{n} >= ala;|{n} >= vmaf[{n — 1} >= Vasy/nil{n} >=nil{n} >

48i procede come nelle comuni dimostrazioni fatte finora per mostrare le commuta-
zioni, si moltiplicano entrambi i membri del commutatore per lo stato in interesse e si
sottraggono i risultati.
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3.3. Bosoni

ovvero gli autovalori di IV; sono i numeri di occupazione e gli stati che sod-
disfano la sua equazione agli autovalori sono quelli in cui esso e diagonale.
Si puo mostrare che 'algebra di N; e

[Nl-, aj} =4l [N = —a (3.22)

che si dimostra a partire dalla definizione di N; e utilizzando ’algebra degli
operatori di creazione e distruzione.

Definiamo un nuovo operatore, detto operatore numero, che ci restituisca
il numero di particelle del sistema, definito come N = >N

Gli autovalori di IV; sono interi, non negativi e limitati inferiormente da
zero. Per ogni stato |¢ > si ha infatti

< ¢Nilp >=< glalaild >= [|ail > || = 0 (3.23)

Nello spazio di Fok esiste uno stato del sistema in cui applicando a |0 >
un operatore di distruzione, ritroviamo nuovamente |0 >, che viene detto
dunque stato di vuoto. Attenzione a non confondere questo stato con il
vettore nullo, poiche lo stato di vuoto ha norma 1. Tuttavia ancora non
sappiamo se questo stato & unico o meno o se esso sia lo stato fondamentale
di qualche hamiltoniano.

3.3.2 Operatori di campo

L’algebra degli operatori di campo € molto utile per i problemi che stiamo
trattando, poiche non dipende dalla base scelta e contiene in se il fatto che
le particelle siano bosoni o fermioni. Definiamoli come

V@)=Y <@n>a vi@=Y <#n > a (3.24)
=1 =1

Tali operatori costruiscono stati che sono combinazione lineare coerente di
stati in cui vi € una particella in meno o in piu in ciascun stato di particella
singola. Notiamo che

(¥ (@), ¥¥()]

Z < F|N >< N7 > {di,d”
i

S o< EN < N|F =0T -5  (3.25)

Il resto dell’algebra si puo mostrare semplicemente, ci limitiamo a riportar-
la:

[0(@),¥(@)] =0 [V(@),v'@] =0 [¥(@),¥H]=06-7) (3.26)

L’azione di ¥(&) e UT(Z) & quella di distruggere e creare rispettivamente,
una particella nella posizione .

Possiamo anche risalire all’operatore numero in termini di operatori di
campo:

N o= Yala;=>al <M >
%

]

Z/d%aj < Nz >< x|\ > a; = /d%\lﬁ(x)\lf(x) (3.27)

]
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3.4. Fermioni

A partire dalla relazione fondamentale introdotta ma non dimostrata nei
paragrafi precedenti, per < z|{n} >, si dimostra che

1
S|Z1, T,y Tn >= ﬁw(fl)w(@)...\lﬁ(m)|o > (3.28)

ovvero applicando U (z;) ripetutamente (i = N, N — 1,..., 1) otteniamo lo
stato simmetrizzato a partire dallo stato di vuoto: stiamo praticamente
aggiungendo particelle nelle posizioni (21, Za, ..., Zn).

Si noti come gia avevamo anticipato, che 'applicazione degli operatori
di campo tiene conto fin dall’inizio dell’opportuna simmetrizzazione degli
stati e della simmetria rispetto all’interscambio: il fatto stesso che parliamo
di bosoni e intrinseco nell’algebra degli operatori di campo.

3.4 Fermioni

Abbiamo trattato finora i sistemi di bosoni; adesso passiamo a sistemi di
fermioni per cui A\p = £1 e A = A.

Cominciamo con il notare una perculiarita dei fermioni. Supponiamo di
avere due particelle nello stesso stato (n; = 2) A = \. = \;. Allora avremo
che

IT(A}) >= A1, oo Arsy oo Mgy o AN = ATTS|AL, oy sy ooy Ary AN >

Gli operatori A e T'rs commutano, poiche A commuta con le trasposizioni,
e |I' > rappresenta lo stato antisimmetrizzato. Commutando avremo

TrsAlAL, ooy Asy ooy Ary Ay >=Trs|T({A}) >= —|T({A}) >

poiche la trasposizione di uno stato antisimmetrico cambia il segno allo
stato. Guardando da dove abbiamo iniziato e dove siamo giunti otteniamo
[T({A}) >= —|T'({A\}) > che & soddisfatta solo se [I'({A}) >= 0, che afferma
che non possono esserci due fermioni nello stesso stato, legge questa nota
con il nome di principio di esclusione di Pauli. Di conseguenza n; > 0 e
quindi la (3.15) diventa

_ 1
M{nz} - NI ;513 < /\17)‘2;---a/\N|/\ﬁ1a/\527"'7)‘ﬁN >

— My, = VN! (3.29)

poiche solo una tra le ampiezze in gioco della sommatoria ¢ diversa da zero:
la permutazione identica; questo per via del vincolo ulteriore n; > 0. Come
fatto per il caso simmetrico, proiettiamo sulla base delle coordinate:

N

<zl{n} >= g Z(SPP Uy, (:61)1 (3.30)

1=

che stavolta pud essere davvero visto come il determinante® della matrice
costruita dalle ampiezze < z;|A\; >, poiche si tiene conto della parita per

5Esso viene detto determinante di Slater.
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3.4. Fermioni

via di 0p. Sviluppandolo si ottiene

N
1
< z|{n} > — (=)™ < 2|\ >< 2,23, an|{n -1} >
g

1 :
— <z A > ni(=1)% < o, a3, . an|{n — 1} >
g

essendo s; = 22:1 ng il numero di stati occupati fino all’i—esimo.

3.4.1 Operatori di creazione e distruzione

Quanto detto nel caso dei bosoni, puo essere ripetuto interamente per quel-
lo dei fermioni, a patto di tener conto di alcune differenze. Per esempio
dobbiamo tenere conto del fatto che applicando 2 volte 'operatore di crea-
zione non possiamo ottenere altre particelle, quindi EL;‘ = (; analogamente
a; = 0, poiche zero e gia il limite inferiore e una doppia applicazione porta
comunque ad esso.

Definiamo 'operatore di distruzione a; nel caso antisimmetrico come
tale che

ail{n} >=(-1)%n;|{n -1} > (3.31)

La sua azione ¢ quella di costruire uno stato con una particella in meno
nello stato ;.

L’operatore di distruzione che genera le variazioni in numero agisce in
uno spazio che ¢ definito dalla somma diretta D@ @ DM ¢ ... @ DO @ ...,
essendo D) 1o spazio relativo ad i particelle: per questo ci troviamo in un
sistema piu generale. Lo spazio cosi costruito si chiama spazio di Fok anche
in questo caso.

Possiamo anche definire un altro operatore, detto di creazione, che agisce
come

all{n} >= (=% (1 —n)|{n+1} > (3.32)

Questo lo si puo vedere subito, coniugando la definizione di a; e moltipli-
cando per il ket [{n} > e risolvendo algebricamente. Da queste definizioni
si puo partire per dimostrare la nostra precedente asserzione. Si osservi che
se n; = 0 si ha @;|{n} >= 0; se n; = 1 si ha a!|{n} >= 0. L’algebra di
tali operatori e strutturalmente simile a quella degli operatori omonimi del
caso simmetrico, a patto pero di sostituire all’operazione di commutazione,
Poperazione di anticommutazione che indichiamo con {}:

{aa;} =0  {al.al =0  {aial} =0y (3.33)
Definiamo un ulteriore operatore come N; = dzdi che opera come
Nil{n} >= ala;|{n} >=ni|{n} >=n;|{n} >

ovvero gli autovalori di IV; sono ancora i numeri di occupazione e gli stati
che soddisfano la sua equazione agli autovalori sono quelli in cui esso ¢
diagonale.
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3.5. Operatori in seconda quantizzazione

3.4.2 Operatori di campo

L’algebra degli operatori di campo nel caso antisimmetrico ¢ identica for-
malmente a quella degli operatori omonimi del caso simmetrico, con qualche
piccola differenza. Definiamoli come

V@)=Y <dn>a U@ =Y <#n>"a (3.34)
=1 i=1

Tali operatori costruiscono stati che sono combinazione lineare coerente di
stati in cui vi € una particella in meno o in pil in ciascun stato di particella
singola.

L’algebra si puo mostrare semplicemente, ci limitiamo a riportarla,
tenendo conto di utilizzare anticommutatori al posto dei commutatori:

{v(@),v@} =0 (W@, v} =0 {¥@) v'(@)} =0 -7)(3.35)

L’azione di ¥(%) e WT(F) & quella di distruggere e creare rispettivamente,
una particella nella posizione Z.

Possiamo anche risalire all’operatore numero in termini di operatori di
campo:

N = Zajai = Zaj < NilAj > a
1,7

Z/d?’xdz < Ailz ><z|A; > a, = /dgzzr\IJT(:zr)\Il(:zr) (3.36)
0]

A partire dalla relazione fondamentale introdotta ma non dimostrata nei
paragrafi precedenti, per < z|{n} >, si dimostra che

1
AlFy, Ty, ., Ty >= ﬁw(@v)...w@)wflﬂo > (3.37)

ovvero applicando ¥ (x;) ripetutamente (i = 1,2,...,N) (nel caso dei bo-
soni I'applicazione avveniva nell’ordine inverso) otteniamo lo stato antisim-
metrizzato a partire dallo stato di vuoto: stiamo praticamente aggiungendo
particelle nelle posizioni (¥, Za, ..., Tn).

Si noti come gia avevamo anticipato, che 'applicazione degli operatori
di campo tiene conto fin dall’inizio dell’opportuna antisimmetrizzazione
degli stati e della antisimmetria rispetto all'interscambio: il fatto stesso
che parliamo di fermioni ¢ intrinseco nell’algebra degli operatori di campo.

3.5 Operatori in seconda quantizzazione

Sia F' un operatore che non cambia il numero di particelle N e si supponga
che sia locale, ovvero

< Z'|F|lz >= 6NN/F($)H6($; — ;) (3.38)
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3.5. Operatori in seconda quantizzazione

A questo punto possiamo rappresentarlo in termini degli stati relativi ai
numeri di occupazione:

< {n'}F|{n} >= /d:c/ <An'}2' >< 2|F|z > dz < z|{n} >=

- / dz < {0/} (on). W1 (@1)[0 > F(2) < 0] (m1)... (o) {n} >

Poiche il prodotto che compare degli operatori di campo ha elementi di
matrice non nulli solo con gli stati di vuoto, possiamo sostituire [0 >< 0] =
2y "} ><{n"}| = I e ottenre

<An'}|F|{n} >= % /da: < {TLI}|\I/T($N)\IJT(I1)|F($)|\IJ(I1)\IJ(:Z?N)H’II} >

ed avere in definitiva

F = %/d/xldLL'N\I’T(LL'N)\I/T(LL'l)F(LL'l,,Z‘N)\I/(,Tl)\lf(x]v) (339)

Supponiamo che I'operatore F sia la somma di N operatori ad un corpo:
P =3 f(e)
Allora avremo o
< (W} F|{n} >= % /d:vl...de < (Y0 (an ). O (1)
> S (@) (@) Wiy {n} >
Consideriamo il termine Z
/d:vl...de < (YU ()T (20) F () T (1) T () {0} >
/d:vg...de < (YT ()T (20) F (2 ) N0 (29) T () {2} >
/d:vg...de < (YU ()T (20) F () T () T () {0} >
= /darg...de < WU (2n). O (23) f(2n ) NoW(25).. U (2n)|[{n} >
/

drs...dry < {0} (2n).. O (23) f(2n)20 (z3)... ¥ (zN)|[{n} >

= .= /dzN(N — 1) < ('} @n) f(an)No®(zn)|[{n} >

Usando opportunamente le regole di commutazione e possibile portare ogni
termine W1(x;) a sinistra ed ogni termine W(z;) a destra, ottenendo cosi
che ogni termine della sommatoria produca lo stesso risultato precedente, in
modo da ottenere come risultato il fattore N (N — 1)! che si elide con quello
% che e moltiplicato per tutta la somma. Passando inoltre dall’equazione

con gli stati [{n} > a quella tra operatori, otteniamo infine

F:/mwmwmw@) (3.40)
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3.5. Operatori in seconda quantizzazione

3.5.1 Osservabili dinamiche

Applichiamo quanto detto ad alcune osservabili dinamiche fondamentali che

abbiamo incontrato. Sia H =Y h;(Z;), con h(Z;) = —%Vii. Otteniamo:
H = —h—2/d3x\IJT(f)V2\IJ(f)
2m
h? 4 _ikao2s aa L1
B _%Z/dgzca};e M2y et T
k'
h? 3 -t oy —i(imiyz 11
= —%Q/d xakak/( k )e —V—V
h? h%k?

e
3.41
m arak ( )

Per I'impulso totale P = ), P; con P; = %Vl- (la ¢ a denominatore e 'unita
immaginaria), si avra

P= %fb /d% [(TH(@)VE(T) — (VI (Z))0(2)] (3.42)

7

che uno sviluppo analogo precedente porta al risultato cercato

P =" hkalaz (3.43)
f

Ricordando la definizione dell’operatore numero

N =Y alag (3.44)
i

.
possiamo affermare che H e P si ricavano pesando i termini delle somme
h2k?

che definiscono tale operatore, con la loro espressione ad un corpo, .-

e
hk rispettivamente, e sommandoli tra loro.
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cApIToLo 4

Meccanica quantistica relativistica

Uno dei problemi della fisica moderna & quello di riuscire a formulare una
teoria quantistica invariante per le trasformazioni di Lorentz, che descriva
il moto di una particella soggetta ad un campo esterno.

Questo problema si traduce nella ricerca di un’impalcatura teorica che
riesca a stabilire equazioni coerenti che leghino la meccanica quantistica
alla cinematica relativistica nella sua formulazione speciale. I tentativi sono
stati diversi e i primi risultati cominciano a presentarsi grazie alla teoria di
Klein e successivamente ai contributi portati da Dirac.

4.1 Principio di indeterminazione

Una delle prime contraddizioni che nascono dal tentativo di coniugare re-
lativita ristretta e meccanica quantistica nasce dal principio di indetermi-
nazione.

Secondo la sua formulazione per 'impulso-posizione, se ne deduce che
tanto pitt diminuiamo l'intervallo di posizione, tanto pit deve aumentare
quello sull’impulso.

Volendo fare un esempio pratico, supponiamo di confinare una particel-
la in una scatola le cui pareti sono mobili e arbitrariamente stanziabili tra
loro: man mano che stringiamo tali pareti, per il principio di Heisenberg
I'impulso della particella deve aumentare in maniera inversamente propor-
zionale. Tuttavia questo aumento non ha un limite superiore ed implica
che ad un certo punto la velocita della particella puo superare quella della
luce, in netto contrasto con il primo postulato della relativita ristretta.

Per risolvere questa inconsistenza, il principio di indeterminazione subi
delle modifiche. Scendendo via via a lunghezze sempre piu piccole, 1'e-
nergia fornita alla particella costretta a muoversi su uno spazio estrema-
mente piccolo, si manifesta polarizzando il vuoto e creando delle coppie
particella-antiparticella.

Tuttavia anche questa formulazione genera dei problemi dal punto di
vista delle funzioni d’onda. Questo problema non é risolubile in una for-
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4.2. Lo schema di Heisenberg

mulazione quantistica relavistica e si € reso necessario costruire una teoria
dei campi, che permette di descrivere pili particelle contemporaneamente.

4.2 Lo schema di Heisenberg

Fondamentalmente possiamo anticipare che nella trattazione di Schréedin-
ger gli operatori restano immutati nel tempo con i rispettivi autovettori ed
autovalori, mentre a variare nel tempo sono gli stati, che si evolvono.

Nello schema di Heisenberg invece gli operatori non restano immutati nel
tempo e possono dipendere esplicitamente da esso. Piu in 1a vedremo come
legare questi due schemi in equazioni, dato che i risultati a cui giungono
sono i medesimi.

4.2.1 Evoluzione temporale

Abbiamo incontrato l'operatore di evoluzione temporale U(t), tale che se
un sistema si trova in uno stato [¢(tg) >, dopo un tempo ¢ si evolvera
deterministicamente in uno stato

[ib(t) >= Ul(to, )| (to) >

Tale operatore ricordiamo essere lineare perche deve conservare la sovrap-
posizione degli stati (le combinazioni lineari) ed & anche unitario, perche
deve mantenere inalterate le norme e di conseguenza le probabilita: dunque
Ut(t,to) = U (t,to) = Ulto, t).

Una proprieta importante che ne discende & che per ogni 7 € [t/, t"'] vale
U, t"y=U{',7)U(r,t") e infine U(t,t) = I.

L’operatore U ¢ legato al generatore delle traslazioni temporali' dalla
relazione

Ut +6t,t) =1 — %H(t)dt

essendo ¢t un intervallo di tempo infinitesimo. Da questa si ottiene subito:
[U(t+6t,t) — I|U(t, to) = —%&H(t)U(t, to)

Ut + 56, )U (1, to) — U(t to) = —~StH()U (¢, to)

h
LU+t t)U(;é f) =U%) _ penue to)

Ma quest’ultima altro non e che 'operazione di derivazione temporale nello
spazio di Hilbert, quindi giungiamo all’equazione differenziale definitiva

ih%U(t,to) = H(t)U(t, to) (4.1)
Formalmente la (4.1) & simile all’equazione di Schréedinger, ma al posto di
stati o funzioni d’onda, coinvolge 'operatore di evoluzione temporale. Essa
puo essere messa in forma integrale che molto spesso risulta molto piu utile
nelle applicazioni in quanto ha il vantaggio considerevole di contenere in se
le possibili codizioni al contorno imposte all’evoluzione del sistema.

1L hamiltoniano del sistema.
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4.2. Lo schema di Heisenberg

4.2.2 Da Schroedinger ad Heisenberg

Consideriamo una distribuzione di carica o, che si muove nel tempo con una
velocita v(t) regolata dall’esterno: la dinamica del sistema non determina
la dipendenza temporale perche siamo nelle ipotesi che siamo noi stessi a
farlo.

Gli effetti dinamici sono descritti dal moto dello stato tramite ’equa-
zione di Schréedinger. Determinare la dinamica equivale a determinare la
traiettoria del punto nello spazio di Hilbert.

Introduciamo un operatore €2 invertibile e supponiamo di applicarlo a
tutti i vettori dello spazio H, ottenendo |¢’ >= Q|¢ >. Chiamiamo |¢) > lo
stato iniziale e lo vogliamo rappresentare con |¢’ > (o [¢)’ >), e ripetiamo
quanto detto per tutti gli stati, poiche potremo sempre tornare indietro
a ¢ >, essendo Q invertibile; cosi facendo cambia anche 1'operatore A
associato ad una variabile dinamica A, divenendo A , che si interpreta cosi
come una nuova variabile dinamica.

L’operatore €2 deve preservare anche le norme, per cui deve essere uni-
tario. Scegliendo diversi ) ho diverse nuove rappresentazioni, per cui valu-
tando opportunamente quale scegliere possiamo aumentare il numero delle
semplificazioni nella trattazione.

Ci sono 2 importanti rappresentazioni: quella di Dirac e quella di Hei-
senberg, che abbiamo introdotto all’inizio di questo capitolo. Nella rappre-
sentazione di Heisenberg ’equazione che ci dara la dinamica del sistema
sara quella dell’evoluzione dei valori medi.

Per esempio, supponiamo di trovarci nello spazio di Hilbert; col passare
del tempo nello schema di Schr. il vettore si sposta nel tempo, ma la sua
norma rimane costante. Ipotizzando di applicare UT(t,to) a tutti i vettori
| > di H, otterremo |pg >= UT(t,t9)|¢ >, che & I'equivalente di una
rotazione che applichiamo a tutti i generici vettori.

Ne deduciamo allora che lo schema di Heisenberg ¢ una rotazione in-
versa dello spazio di Hilbert attorno ad un polo fisso che ¢ dato dallo stato
indipendente dal tempo, attorno a cui ruota il sistema intero: questo im-
plica che la dinamica del sistema non e piu legata allo studio degli stati
e della loro variazione nel tempo ma alla trasformazione degli operatori
A— AH(t). Resta da definire qual & il legame di tale operatore con Ag
dello schema di Schr.

Poiche i risultati a cui giungono devono essere gli stessi, consideriamo
che le ampiezze non devono variare da schema a schema, cosi come i valori
medi delle variabili dinamiche:

< A >=< st to)|As|s(t, to) >=< u(to)|Aunlu(to) >=

Ma [t >= UT(t,to)|vs(t,to) > e < Yr| =< ¥s(t, to)|U(t,tg), per cui si
giunge a

< A > =< Ps(t, to)|U(t, to) AgUT (¢, t0) [ws(t, to) >
da cui finalmente si perviene alla relazione cercata:
As = U(t, tg)AgUT(t, to) <= Ay = UT(t,t9)AsU (t, to) (4.2)

Si evince come Ay dipenda esplicitamente dal tempo.
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4.2. Lo schema di Heisenberg

Nel paragrafo precedente abbiamo trovato ’equazione che regola il moto
dell’operatore U (t, ) con la condizione iniziale che U(t,t) = I. Coniugan-
do la (4.1) otteniamo

d d
— t_ ot Bt —
inm Ut =UTH (1) = ihp.U UTH(t)

Andando a derivare la (4.2) e moltiplicando ambo i membri per if, otte-
niamo

d dut au
o @ _ au + auv
zhthH zh( o AsU +U"Ag o )

Sfruttando l'equazione (4.1) e la sua coniugata, otteniamo

d
ih=: A = ~U'H)AsU +UTAsH()U = U [As, H(t)|gU = [As, H(t)]
Altrimenti era anche possibile introdurre UUT = I nel penultimo passaggio:

~UTH () (UUNAsU + UTAs(UUTYH (t)U
= —-HuyAg+AgHpy = [AH,HH] = [As,H(t)]H

d
h— A
BT

Ma quest’ultima relazione vale per ogni coppia di operatori A, B: [Ag, By| =
[As, Bsly-

Si osservi come se H mnon dipende esplicitamente dal tempo, si ha
Hy = H, ed in questo caso U(t, o) = e~ #(t=%0) commuta con H e di con-
seguenza con Hpr; concludendo dunque Hy = UTHU = UTUH = H. Sem-
pre nell’ipotesi di indipendenza temporale di H, otteniamo che I’equazione
di evoluzione si scrivera

. d
ZhEAH(t) = [AH,H]

e la dinamica e trasferita agli operatori. In meccanica classica variano nel
tempo i tre operatori R, P, M , ovvero le 3 variabili dinamiche di posizione,
impulso, momento angolare: lo schema di Heisenberg ¢ strutturato in ma-
niera simile al caso classico, per questo risulta utile in quei casi in cui la
vicinanza tra classico e quantistico si rende particolarmente manifesta.

In tale schema il valore medio di una variabile dinamica A si ottiene
brachettando 'equazione di Heisenberg:

ih <l AR Oln >=< ul [An (), H][on >

Poiche la derivata non agisce sugli stati possiamo scrivere

h% < Pu|AuO)|on >=< vu| [Au(t), H] |pg >—>

d
ihor < A>i=<vs|U [As, H]y Ullps >

ma ricordando come sono legati i commutatori in schema H e S possiamo
scrivere < ¢g|UUT [Ag, HH{UU|1pg >=< [Ag, H] >; e quindi

d
Zﬁa <A>i=< [As,H] >t
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4.3. Equazione di Klein-Gordon

che ¢ quanto avevamo gia ottenuto in precedenza nello studio della di-
namica della variabile A quando H & indipendente dal tempo. Nel ca-

so di dipendenza temporale, si deve tener conto del termine aggiuntivo
m%AH(t) = Zﬁ(%AS(t))H, essendo

0 0 0A
atAH(t) 8tU As(t)U =U e U (4.3)

4.3 Equazione di Klein-Gordon

Il primo passo verso una formulazione quantistica relativistica, venne fat-
to generalizzando ’equazione di Schroedinger di particella libera, per una
particella relativistica.

Non relativisticamente si ha H = % e quindi

i0(x,t) = Hy(x,t) (4.4)

Vogliamo sfruttare la relazione relativistica di mass-shell in unita na-
turali (c = h = 1) E? = p? + m?. Tuttavia notiamo che dobbiamo avere
un’equazione formalmente simile alla (4.4) ma in cui compaia H? al posto di
H. Questo non costituisce un problema, in quanto basta iterare I’equazione
stessa, ottenendo

i, [i00 (@, )] = H [H(x, 1)

A questo punto in luogo di H? possiamo utilizzare la relazione di mass-
shell, sostituendo all’impulso la sua rappresentazione in meccanica quanti-
stica, e svolgere algebricamente:

—0fp(x,t) = =Vh(x,t) + m*P(z, t) = [O+m?| Pz, t) =0  (4.5)

che viene detta equazione di Klein-Gordon. La soluzione di questa
equazione ¢ simile a quella per la particella libera non relativistica:

Plak) = e ns" (4.6)
da cui si riottiene quella classica non appena passiamo al limite non

relativistico approssimando al primo ordine la relazione F' = m/1+ 2. A
questo punto possiamo riscrivere

w(x,t) _ e—ipuac“ _ e—imte—i(E—m)teiﬁ-i’ _ e_imt¢($,t) (4'7)
Il nostro obiettivo & adesso provare che I'equazione (4.5) con questa

W (x,t) ci restituisce proprio la (4.4):
02p(w,t) = —2ime "o p(x,t) + e IR P(x, 1) — mPe” ™ p(x,t) (4.8)

in cui possiamo considerare il termine in 82¢(z, t) trascurabile nel limite
(E —m)? << m? e sostituendo nell’equazione (4.5) otteniamo

m2e "Mz, t) + 2ime O p(x, ) = —e V2 P(2,t) + mPe M p(x,t)

v2
= 0 p(x,t) = —%(b(x,t)
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4.4. L’equazione di Dirac

Nell’equazione (4.5) lo spettro energetico ¢ dato dalla relazione di mass-
shell. Tuttavia osserviamo che E = ++/p? + m? sono entrambe soluzioni
accettabili; pertanto la teoria prevede una soluzione ad energia negativa.
Tale soluzione possiamo vederla in questo modo:

o~ —/PPAmD) BT _ —i(y/pPAm2)(—1) i(—F) (~7)

che formalmente ¢ identica alla soluzione in energia positiva, ma ¢
riferita ad una particella che si muove indietro sia nello spazio sia nel tempo.

Un ulteriore problema dell’equazione (4.5) ¢ che porta ad una densita
di energia negativa. In meccanica quantistica ’equazione di continuita ha
la forma covariante

OuJ" =0 (4.9)
o nella sua forma classica
do+VJ=0 (4.10)

in cui definendo ¢ = ¥*1) si ottiene, prendendo I'equazione (4.4) e mol-
tiplicandola per —i¥* e la sua c.c. moltiplicandola per —iy e sottraendo
membro a membro:

(1) (—i") = (=) (—3w) | "0 — i o =0
(100)(~i) = (=) (~35¢) —O* — i3t = 0

che porta alla (4.10) a patto di definire

- i
J=—— "V — Vi 4.11

(4" — UV (4.11)
Nel caso dell’equazione (4.5) la procedura & identica e si ottiene lo stesso
valore per J a meno del fattore 2m e una densita o pari a

0 =1("0) — pOp)") (4.12)

A questo punto ¢ non rappresenta pit una densita di probabilita ma
una di carica; le soluzioni a £ < 0 si possono vedere come soluzioni ad
E > 0 per particelle di carica opposta.

4.4 L’equazione di Dirac

Nella sua trattazione, Dirac assume valida la relativita ristretta e complica
la forma delle relazioni quantistiche per ottenere i risultati che lo portarono
a prevedere 'esistenza del positrone.

Nella teoria non relativistica una particella a spin s ¢ descritta da una
grandezza a 2s + 1 componenti, ovvero uno spinore simmetrico di rango
2s. Dal punto di vista matematico esse costituiscono una rappresentazione
irriducibile del gruppo delle rotazioni spaziali SO(3).

Nella teoria relativistica questo gruppo interviene solo come sottogrup-
po di quello pitt ampio, L(4). Sorge dunque la necessita di costruire una
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4.4. I’equazione di Dirac

teoria di spinori 4-dimensionali che realizzino rappresentazioni irriducibili
del gruppo di Lorentz.

Lo spinore £* & una grandezza a due componenti (o = 1,2). Essendo

componenti della funzione d’onda di una particella a spin %, & e €2 cor-

rispondono ad autovalori della proiezione lungo 'asse z dello spin uguali

rispettivamente a % e —%. Per qualsiasi trasformazione del gruppo pro-

prio di Lorentz (che non preveda inversione degli assi) le 2 grandezze si
trasformano come

¢l = ag! + Be2
€2 = 7€' 4 562

sotto la condizione ad— 3y = 1, come i determinanti delle trasformazioni
delle coordinate nel gruppo L(4).

Detto cio e considerando valido il principio di sovrapposizione, Dirac
scrisse

10 = —i(0;0;)y + Bma (4.13)

Dalla (4.4) del secondo ordine, si ottiene sostituendo:

7 = [—i(d;) + Bm] [—i(a;0;) + Bm] ¥
(=070} + (a0 + j0y)i0;i0; + (i 8 + Bay)idym + F7m?] ¢

Dal confronto con la (4.5) si ottengono le seguenti restrizioni sugli « e (3:
o =1 ajo +ajo; =0 (i #7) o8+ Ba; =0 g?=1
Possiamo compattare le prime 2 in un’unica scrittura, ottenendo infine
{ai, Oéj} = 25131 a3+ Ba; =0 62 =1 (414)

che ci definiscono ’algebra di queste grandezze. Notiamo inoltre che «
e B anticommutano e sono entrambe hermitiane:

{a,8} =0 a;=a p=4 (4.15)
Alla luce di quanto detto, notiamo immediatamente che
Tr(a;) = Tr(f%w) = Trp(Boy) = Tr(Baif) = —Tr(B6) = —Tr(w)

da cui Tr(a;) = 0. Inoltre poiche si puo scrivere

a? 0 0
2
0 a3 0
o =
0 O
con a; = =1, il numero di autovalori deve essere pari e cosi anche la

dimensione di «.
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4.4. L’equazione di Dirac

In 2 dimensioni non esiste un’algebra di matrici che soddisfi tali condi-
zioni. In 4 dimensioni Dirac mostro che un’algebra che si addiceva perfet-
tamente era quella delle matrici di Pauli, definendo

o 0 g; o 1212 0
(D7) a=( 2) aw

01—<(1)(1)> 02_<?_0i> 03_<(1)_01) (4.17)

la cui algebra e

con

{O'Z',O'j} = 25”1 T’I”(O’i) =0 det(ai) =—-1

Con l'equazione di Dirac si ritrova ancora una volta la soluzione con
energia negativa, ma questa volta la densita risulta positiva, poiche:

{ W oph = —ip* (a;0i)y + P Bmap
—ipd* = ip(al 9,y + P BTmy*

ricordando che = A, m & un numero e p = Yp* = *1 si ha:
00 = —i [w*aiaﬂﬂ + ¢a;raz'¢*}
ovvero ancora una volta ’equazione di continuita purche si definisca
J=vfay

Per spiegare le soluzioni ad energia negativa, Dirac introdusse il concetto
di antiparticella, sostenendo che gli stati corrispondenti a tali soluzioni siano
sempre occupati e che le particelle che li occupano non sono visibili; tali
stati costituirebbero il mare di Dirac.

Tuttavia, se viene fornita un’energia pari a 2m, una particella puo ’sal-
tare’ dalla banda del non visibile a quella del visibile, con energia positiva e
nel mare di Dirac si formera una lacuna che si muove in direzione opposta.

Questa singolare interpretazione venne confermata qualche anno dopo
dalla scoperta del positrone, 'antiparticella dell’elettrone.

Osserviamo tuttavia che tale idea e applicabile soltanto ai fermioni,

poiché un elettrone non puo decadere finche non si crea una lacuna nel
mare di Dirac.

4.4.1 Soluzioni di Dirac

Le soluzioni della (4.13) sono

1 )
P4

dove l'onda piana fa parte della soluzione, ma dobbiamo conoscere la
forma del 4-vettore, che abbiamo rappresentato come un oggetto a due com-
ponenti bispinoriali ¢, ¥, che sono a loro volta oggetti a due componenti che
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4.4. I’equazione di Dirac

caratterizzano in meccanica quantistica ed in teoria dei campi la cosiddetta
rappresentazione spinoriale, che alleggerisce la notazione.
Sempre a partire dalla (4.13) troviamo che

#(3) (e 0)r(3) e 50

che & un’equazione spinoriale che porta al sistema di equazioni

=1

) (4.18)

{Es5=5135<+m95
X = dpp — my

il cui determinante & E? — m? — p? = 0 per via della relazione di mass-
shell e poiche 02 = I. Di conseguenza abbiamo un solo grado di libert e,
scelto ¢ come parametro arbitrario otterremo

P
X = D 4.19
XTE + m? ( )
oppure, scelto Y avremo
~ ap
= 4.20
PTE-_mX ( )

che per non andare incontro a singolarita, vengono scelti rispettivamente
nel casoincui £ > 0e E < 0.

Tuttavia non va dimenticato che noi lavoriamo in uno spazio a 4 di-
mensioni e che pertanto ci servono altre due soluzioni. Pertanto prendiamo
un altro operatore, che commuti con H e P e che abbia due autovalori;
tale operatore e l'elicita 'H definita come la proiezione dello spin lungo la
direzione del moto:

H=5s" | = (

Scelto p'lungo I'asse z otteniamo

o g3 0
H= < 0 o3 >
abbiamo 'operatore che ci permettera di selezionare 4 soluzioni indi-
pendenti. Si noti che si deve avere

=(a) e=(1)

|~
o Q

(4.21)

=y

QL ©
N——
E|'@1

e quindi o3¢ = ¢ e 03¢ = —@, per cui le soluzioni a ¥ > 0 sono 2:
1 0
o—iBt ;—ipz 0 o—iBt ,—ipx 1 (4.22)
# (0 (1)
E+m 0 E-l-—m 1
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4.4. L’equazione di Dirac

Analogamente per F < 0 si ottiene

. ) E—m . . E—m
esztelpz 0 esztezpz 1 (423)
1 0
0 1

Queste soluzioni sono indipendenti e possono essere usate come base nel
nostro spazio 4-dimensionale. In particolare, nel caso di una particella a
riposo (p = 0, E = m) otteniamo le soluzioni

efimt —imt —imt —imt

(4.24)

o O O
o o= O
o= o o
= O O O

Tuttavia la risoluzione di Dirac presenta un problema fondamentale:
se davvero esistesse il suo mare, la carica dovrebbe essere tanto elevata
che ci aspetteremmo di vedere effetti di polarizzazione, che in realta non
osserviamo.

La teoria dei campi riesce a dare una soluzione unificante soltanto da
un punto di vista matematico.

Supponiamo di avere un impulso fissato p, ad esso corrisponderanno
soluzioni ad energia positiva e negativa:

ﬁ:{ |E| = vp?+m? (1
—|El = —/p* + m?

analogamente per —p:

)
(2)

ﬁ_{ |E| = vp*+m? (3)
—|E| = —\/p*+m2 (4)

Scambiando § con —p accoppiamo le soluzioni 1-4 e 2-3. Possiamo
spiegare cio pensando ad una particella che si muove da x verso y: la sua
variazione di energia sard AFE(x) = 0 — |E|. Analogamente se calcoliamo
la medesima quantita per una particella che parte da y verso x con numeri
quantici opposti: AFE(z) = —|E| — 0, che & uguale alla precedente.

Pertanto assumiamo per £ > 0 e p le soluzioni

1 0
0 1

&5 1 &5 0
El+m \ 0 El+m \ 1

di particella e per E < 0e —p
&P 1 - 0
—|E|—m 0 —|E|—m 1
1 0
0 1
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4.4. I’equazione di Dirac

le soluzioni di antiparticella di £ > 0 ma numeri quantici opposti a quelli
della particella corrispondente. Associamo dunque alle soluzioni, le seguenti
funzioni d’onda:

1 1
U(Evpu§) U(E7p7_§)

1 1
U(E7p7_§) ’U(E,p7§)

rispettivamente per le particelle e le antiparticelle. Per le prime la parte
spazio-temporale risulta essere

o~ i(Bt—7-7)
mentre per le seconde
e~ HIBlt+pF) _ =il B[(—t)—p(—T)]

secondo l'interpretazione di Feynman.

4.4.2 Matrici di Dirac

Indichiamo con v* = (7°,7) le matrici di Dirac e indichiamo con il simbolo
¢ il prodotto a,y".

Mentre 'equazione (4.5) & invariante per trasformazioni di Lorentz, non
possiamo dire lo stesso per la (4.13). Posti

V=B BE=7 (4.25)
moltiplicando la (4.13) per 3 e ricordando che 3% = 1 otteniamo
YopOis = —iYapVibs +mig
da cui
V'O — mip = 0 => (i § —m)ip = 0 (4.26)

che ¢ l'equazione di Dirac in forma covariante. In teoria dei campi ci ri-
feriremo a 1 (o a ¥ dove non specificato altrimenti) come al campo di
Dirac.

4.4.3 Algebra delle matrici +*

L’algebra delle matrici di Dirac e
v v T 7 ]
(P =20"1 A =4"" A=y (4.27)

4.4.4 Algebra della matrice ~°

1.2.3

Definita la matrice v° = i7%y'4243 si ha la seguente algebra:

T 2
(=0 =4 V=1 (4.28)
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4.5. Cambiamenti di riferimento

4.4.5 Algebra del tensore antisimmetrico di Ricci

Definito in precedenza, la sua algebra e

Tr(y°y#9"yy7) = 4ie'e” (4.29)
Euvoaet’® = -4l (4.30)
Eeoe™? = —310) (4.31)
Eweoe T = —2(5,07 — 676,) (4.32)

4.4.6 Rappresentazione di Pauli e Dirac

In tale rappresentazione, le matrici fondamentali assumono la forma

I 0 0 o 0 I
0 __ 2x2 o 5 2x2
() (5 0) (i e

Le equazioni di Dirac per u, v possono essere scritte come

(p—m)u=0 i =u'y°

(F+m)ov=0 7 = oviq°

Alla luce di quanto detto le relazioni di completezza possono essere cosi
riscritte:

u® (p)a® () = EE™
ZS: (p)u*> (p) o

> v (p)p(p) = pom

2po

S
da cui si deducono le relazioni di ortonormalita

W = 756 —

4.5 Cambiamenti di riferimento

Se operiamo una trasformazione su «, 3,7y l'algebra non cambia. Riscri-
viamo la (4.26) in un nuovo riferimento X’ in moto relativo rispetto al
precedente, tenendo conto che v* ¢ Lorentz-invariante cosi come m:

"9, () — my' (z') = 0 (4.34)
Sappiamo che 2’ = Az. Vogliamo che esista un’applicazione? S tale che
S(A)(x) = ¢’ (2)
Sostituendo questa nella (4.34) e richiedendo la consistenza con la (4.26),
non trascurando che 9, = A};J,,, si ottiene la condizione

STlytg = AlaY (4.35)

2Dalla teoria dei gruppi, sappiamo che questa richiesta & lecita e sempre esaurita.
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4.6. Rotazioni

4.6 Rotazioni

Vogliamo capire cosa accade non appena applichiamo una rotazione infini-
tesima al sistema intorno all’identita, ovvero quando

AP = 6 4 A (4.36)

Dalla definizione ne discende che Aw} = —Awj, (tensore antisimmetrico)
e che la sua diagonale principale deve essere nulla, pertanto ¢ una matrice
descritta da 6 parametri indipendenti. Poiche dalla definizione di S(A)
otteniamo

e sappiamo anche che con la trasformazione A~! passiamo dal riferimento
X’ a quello X

P(z) = S(A™)Y' (a)

otteniamo per confronto diretto la condizione S™1(A) = S(A™!). Quindi
avremo

S(6+ Awl) =1 — iAwI‘“’UW

dove 0, ¢ antisimmetrico perche contraendolo con I** e moltiplicando per
Aw deve restituire un tensore antisimmetrico (Aw#).

Inoltre dalla (4.35), sostituendo a S la sua trasformata S(6 + Awl) e a
A la rotazione infinitesima d + Aw/! e sviluppando, si ottiene un interessante
proprieta:

—2i(0578 = 64Ya) = [0ap, "]
che risulta essere soddisfatta se

)
Opy = 5 ['7#7 ’711] (4'37)

in accordo con l'algebra stabilita precedentemente.

A partire dalla forma infinitesima, si puo risalire a quella finita della
rotazione considerando i primi termini dello sviluppo in serie dell’esponen-
ziale

S = efi.A“’IWUW (4.38)

da cui se ne deduce subito che S non & unitaria. Si dimostra subito che
valgono comunque le relazioni

S = 408740 (%, 8] =0 (4.39)

e che se " & una rotazione, la corrispondente S & unitaria.
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4.7. Trasformazioni di Parita

4.7 Trasformazioni di Parita

Quella di parita ¢ una particolare trasformazione di Lorentz che ha deter-
minante pari a -1, differentemente dalle altre trasformazioni di Lorentz che
lo hanno pari a 1.

Essa si realizza materialmente invertendo il segno delle coordinate spa-
ziali e lasciando inalterata la coordinata temporale:

ot = (20, %) — 2" = (29, -2) (4.40)

per mezzo della matrice

10 0 0
0 -1 0 0
Apl = 0 0 -1 0 (4.41)
o 0 0 -1
Con questa matrice, la (4.35) diviene
Sp'y08p =4° (4.42)
SpiykSp = —A* (4.43)

per k = 1,2,3. Queste condizioni vengono soddisfatte se Sp = %',
tenendo conto di un eventuale fattore di fase. Ma poiche S% = I, al fattore
di fase viene imposta la condizione e?? = 41, +i, e posto ¥ = 1 otteniamo
in definitiva Sp = 7°, che ci suggerisce che la paritd delle particelle &
regolata da ~+°.

Di fatto, nella rappresentazione di Pauli-Dirac tale matrice assume la
forma

10 0 0
o [0 1 0 o
T= o0 -1 o0

00 0 -1

che applicata agli spinori di particella e antiparticella nel riferimento di
quiete, ossia agli spinori (4.24), restituisce

V1o =112 Yy 4= —1h34 (4.44)

da cui ne segue che la parita dello spinore per una particella € sempre
opposta a quella della sua antiparticella.

Definendo ) = 4%, il comportamento delle matrici fin qui trattate
puo dunque essere riassunto nella seguente tabella:

Comp. Inversione spaziale

Scalare 1/21/) +
Vettore YyHy Comp. Spaziali: —
Tensore Yot

Vettore assiale  1y5yH1)
Pseudoscalare %1

Comp.Spaziali: +

R 2 S
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4.8. Proiezioni chirali

per un totale di 16 matrici indipendenti, che si possono costruire tutte a
partire dalle v di Dirac.

FEsempio.

Un esempio di applicazione di quanto detto ¢ quello della corrente J(x)
che ha una parte scalare 1)1 ed una vettoriale ¢Ta1). Utilizzando le (4.39)
si ha

Jo = 4177 =y
J =1y ot = 47y

da cui J* = ¢y*1). Per verificare che questo oggetto & davvero un 4-vettore,
ci mettiamo in un nuovo riferimento e vediamo come si trasforma:

JHa') = a0y (@) = 9l (2)S :Y H5y(x)
= [T @] [T S¢(@)] = b ALv (@)
= YN v(@)Al = J"(x)A]

che & appunto la legge di trasformazione di un 4-vettore soggetto ad una
trasformazione di Lorentz.

4.8 Proiezioni chirali

Sono proiezioni che non dipendono dalla massa. Ricordando che 752 =1
definiamo i due proiettori, left e right rispettivamente, come

Py =

—
[u—
|
2
S
S~—

(4.45)

Pr==(1+7% (4.46)

N)I)—‘[\DIH

Risulta facilmente che essi sono proiettori dimostrando che verificano le
relazioni:

P} =P Pr+Pr=1 PrPr, =0
Una volta definiti ¢ 1, r = Pr g, otteniamo dalle definizioni che ¢ = ¢, +
1R, ovvero lo spinore € diviso in due spinori ortogonali tra loro.

Si dimostra che sotto le trasformazioni di Lorentz proprie, le quantita
Y1 e Yripr sono invarianti. Non lo sono altrettanto invece gli autostati
d’elicita.

Infatti 1/1 1/11 non e invariante: se la particella si muove con elicita pro-
iettata 1ungo r 1mpulso si potra sempre fare una trasformazione di Lorentz
osservando da un riferimento piu veloce della particella in modo che que-
sta si veda andare in verso opposto senza cambiare spin; di conseguenza
cambiando la sua elicita, che risulta essere una grandezza dipendente dal
sistema di riferimento.

Tuttavia, esiste un caso in cui l'elicita non dipende dal sistema di riferi-
mento scelto, ed ¢ quello in cui la particella si muove a velocita ¢, essendo
dunque una particella a massa nulla.
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4.9. Elettrodinamica di fermioni a massa nulla

A partire dalla definizione di S e tenendo presente ’algebra delle matrici
di Dirac, avremo per il trasformato dello spinore left o right:

1

1
2(1 FAO)p = 5(1 F+°)S¢y = P, pSth = P gt/

SPLrY = SYLr=9 =15
poiche S contiene un termine in o#” = [y*,~¥] e sfruttando il fatto che
{7, 4*} = 0, abbiamo mostrato che [S, P, gr] = 0.

L’elicita commuta con I’hamiltoniano mentre i proiettori chirali no a
causa del termine di massa: dunque una particella in uno stato left o
right, non lo conserva nel tempo. Se ne deduce che questi operatori hanno
proprieta complementari, mentre nel caso di m = 0 coincidono.

4.9 Elettrodinamica di fermioni a massa nulla
L’equazione (4.13) nel caso m = 0 diventa
’Lat’lﬁ = —ioa?iw

Venendo a mancare il termine in 3, le regole di commutazione di «
sono soddisfatte gia in 2 dimensioni con le matrici di Pauli e con spinori
a 2 componenti. Per uniformita di notazione continueremo a lavorare con
spinori 4-dimensionali.

Abbiamo gia parlato della rappresentazione di Pauli-Dirac. In que-
sto contesto utilizzeremo la rappresentazione relativistica dove vengono
scambiati i ruoli di 70 e ° ottenendo come risultato

. (& 0 o (0 I . [0 -G s (I 0
*~\o -& T=\r1 o0 =& o T=Vo -1

In tale rappresentazione avremo:

wa> {u&—aﬁw%zo

= — - 4.47

v (wb (0 + 7 V)ba = (4.47)

Ancora una volta I’equazione si & sdoppiata. Scrivendo per un’onda piana
wa,b - e—ipuw“,&a’b (448)

essendo 1, il termine che tiene conto dello spin, avremo:

poty = —G - iy 4.49
{m%—ﬁm% (4.49)

dette equazioni di Weyl. I proiettori saranno:

1. . 1[0 0\ [0 0
PL—§(1_7)_§(0 21)_(0 I)

e analogamente

o O
N—




4.10. Trasformazioni di gauge

per cui si ha che i proiettori selezionano v, e vy, rispettivamente le com-
ponenti down e up dello spinore:

0 g
Yr = 0 YR = 0
Uy 0

4.10 Trasformazioni di gauge

Un primo esempio di gauge e rappresentato dalle condizioni di Coulomb:
Al tale che A) =0e V- A’ =0.

Questa gauge non e scritta in forma covariante e di fatto crea problemi
non appena si passa da un riferimento ad un altro, in quanto non e piu
valida.

Per questo motivo si utilizza comunemente la gauge di Lorentz 0, A" =
0, che ¢ tale che 0,(A™" + 0" f) =0 ed & in forma covariante.

4.10.1 Dinamica di particella a massa nulla

La soluzione dell’equazione d’onda (che discende dalle equazioni di Maxwell
nel vuoto in assenza di carica) ¢ 'onda piana

A, = ae” P (4.50)

che derivata 2 volte restituisce p?A,, = 0, soddisfatta per p?> = 0. Appli-
cando la condizione di Lorentz troviamo

.
ppal'e” """ =0

Quest’ultima ci dice che, essendo p,, = (p-,0,0,p.) di tipo luce (il suo
quadrato € nullo), il 4-vettore a* & necessariamente di tipo (0, aq,as,0)
oppure ¢ proporzionale a p,,. Avremo in generale che a,, = ap,+b,, essendo
bH = (0, bl, bg, 0)

Poiche assumiamo che A’H = A, + 0,f con Of = 0, possiamo prendere
f come un’onda piana del tipo

f=ce v’
da cui
A, = A, +0u.f = e~ [ap, + by, — icp,)
che scelto ic = a porta a
A, = by

ovvero un vettore di tipo spazio ortogonale a quello di partenza. Si definisce
longitudinale il termine ap,, di a,, che non ha un significato fisico e di fatto
si puo eliminare con una trasformazione di simmetria; si definisce trasversale
il termine b,, che indica i 2 gradi di liberta indipendenti che rimangono nel
problema, corrispondenti ai 2 stati di elicita possibili per un fotone che si
propaga nel vuoto.
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4.11. Stati di polarizzazione

4.10.2 Dinamica di particella a massa non nulla

Supponiamo di trattare il caso di una particella a massa non nulla e spin 1,
come per esempio il bosone vettore dell’interazione debole Z. L’equazione
della dinamica sara

(O+m?)z,=0

Una volta definito il tensore antisimmetrico F),, = 0,2, — 0, 2., I’equazione
di Klein-Gordon diventa

o'E,, = m2z,
Inoltre
0"oMF,, = m20¥z, =0 = 9"z, =0
La soluzione dell’equazione sara del tipo
2y = sue_ip"wy

con p?> = m?. Derivando 2 volte si ottiene puzt =0 con p, = (po,0,0,0).
Perche z" sia ortogonale a p,, in questo riferimento, deve essere z,, = (0, )
di tipo spazio. Adesso z non ha 2 gradi di liberta come nel caso precedente,
ma 3.

4.11 Stati di polarizzazione

Cerchiamo una base spaziale per descrivere la polarizzazione nei 3 assi
coordinati. La pill generica e

Ep =

o O = O
o= o o
= o oo

che e corretta nel riferimento in cui la particella e in quiete. In generale pero
ci occorre fare un boost, ossia una trasformazione di Lorentz per passare
ad un riferimento in cui la particella ¢ in moto. Per esempio lungo ’asse z
avremmo p,, = (E,0,0,p,) e E? = p2 + m? e dunque

€y =

O O = O
O = OO
Jmo o3

che sono 3 stati di proiezione dello spin e otteniamo ¢,p* = 0.
Si preferisce utilizzare stati di polarizzazione circolare, ovvero con elicita
+1. Questi sono dati da una combinazione lineare di €1, €2:

1

1 1
erfl —x (M tieh) = el =g— | +i
V2 V2 0
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4.11. Stati di polarizzazione

Pertanto, potremmo usare per esempio per la particella Z la base et e, 3,

poiche per il fotone (massa nulla) occorrono solo 2 versori perpendicolari a
pu € se p, ¢ lungo 'asse z bastano €1, €.

Il generatore di rotazione & U(7if) = e~/ essendo J il momento
angolare totale. Se assumiamo che la rotazione avvenga intorno all’asse z
il generatore diviene U (#) = e~"/=%.

Applichiamo J, agli stati ¥, el ottenendo

R
w

L
m

stff = Jzaﬁ = —¢
rispettivamente autovettori di stato di elicita +1 e —1. Abbiamo identifi-
cato .J, con lelicita in quanto e la proiezione del momento angolare lungo
la direzione del moto. Inoltre otteniamo sti = 0 autovettore di stato di
elicita 0 (per una particella massiva). Per il fotone per esempio, anche se
I’elicita ha 2 stati, essa ha un comportamento temporale, in quanto la terza
componente manca poiche m = 0 e dunque si elimina una componente di
‘H dall’invarianza di gauge; tuttavia non ha lo stesso comportamento di
particelle con 2 proiezioni di spin :l:%.

Riprendendo i campi spinoriali e ricordando le soluzioni dell’equazione
di Dirac a ¥ > 0 otteniamo l'operatore di spin

1o 1/ 0 1o . 1/&p 0
=== S | =—=mH==-X-p=— N
2 2<oa) 2P 2(0 o-p>
Analogamente per le soluzioni a F < 0. L’operatore di spin per 'antipar-
ticella e —%E da cui elicita
1=

M= =35 () =

Sop
5 iz

N =

ovvero la stessa elicita delle antiparticelle a E > 0.

4.11.1 Caso di massa nulla

Riscrivendo le equazioni di Weyl (4.49) in rappresentazione di Pauli-Dirac
(semplicemente si scambiano i segni nelle due equazioni) otteniamo che
non conservano la parita e di fatto vengono utilizzate nei processi che
coinvolgono i neutrini.
Poiche le equazioni sono disaccoppiate, possiamo scegliere come base le
soluzioni a tali equazioni, componenti down e up dello spinore: ¥y, e ¥g.
A partire da

pothy = —G - Py

preso p, > 0 con la soluzione (1,0)* lelicita diviene
Pz 0
0 p-

e a (1,0)! otteniamo py = —p. < 0 soluzione di antiparticella reinter-
pretabile come v(E > 0,p, < 0);

per cui:
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4.11. Stati di polarizzazione

e a (0,1)" otteniamo py = p, > 0 soluzione di particella u(E > 0,p, >
0).

Per quanto riguarda gli stati di elicita invece si ha

p-
s 1 # 0 Y ik (10
> 2\ 0~z ) T2\
che applicato a (1,0)" restituisce +1; applicato a (0,1)" restituisce —3.
Riassumendo:

e (0,0,1)! puo dar luogo ad una particella con elicita negativa e un’an-
tiparticella con elicita positiva;

e (14,0,0)" pud dar luogo ad una particella con elicitd positiva e un’an-
tiparticella con elicita negativa.

In tale rappresentazione e in regime di m = 0 i proiettori restituiscono

Py =1y Prip =g

Nelle interazioni deboli le particelle scelgono sempre proiezioni left. Se
il neutrino avesse massa nulla, interagendo debolmente, dovrebbe essere
rivelato solo con elicita —% e I’antineutrino con elicita %

In realta la presenza della massa mixa le componenti e si puo trovare
qualche neutrino con elicita positiva e viceversa.

Per interazioni relativistiche, anche se m # 0, la particella si comporta
come se avesse massa nulla.

Ricordando che I’hamiltoniano e

H = —iaV + fm = —iyO9V 4+ ~m

Per conoscere le proiezioni left e right dobbiamo calcolare [P, H|: tuttavia il
commutatore con il secondo termine di H cambia se m # 0, pertanto ¥, r
non si conservano nel tempo (a meno che m = 0). Invece si ha [3, H] = 0,
per cui l'elicita ¢ sempre conservata.

Esempio.
Nella rappresentazione di Dirac, nel caso in cui m ~ 0 avremo
YEXp (E>0)
Ye-Sp (E<0)
Infatti, considerando che E >> m si ha E 2 |p] e (¢-p)(5-p) = p?, per cui

G-p op op
o 5~>1§“ = BrHmX | = el e alzglpx
[ET+m X X £=x ENEIX
&5
2OV )
0 [ET+m X

e analogamente per il caso a E < 0, dove ¥° si comporta in maniera opposta
all’elicita.

Il
=)
A/~
E
—I9
+ < >
3‘

=<
~—

Il

— P =T.p
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4.12. Normalizzazione

4.12 Normalizzazione

Le soluzioni che abbiamo usato finora non sono normalizzate. Il fattore di

normalizzazione e
|E|+m
N =, ——— (4.51)
' IE]
In questo modo
u=N <

1

0 = uu=94
3.5 1

|[E|+m ( )

L’elicita media si puo calcolare come
ilg
<H>=u 52 - pu

Per esempio per p in una direzione qualunque si ha

4.13 Simmetrie discrete e teorema CP7T

Introduciamo adesso in maniera formale quegli operatori responsabili di
simmetrie discrete in teoria quantistica e in teoria quantistica-relativistica.

Definizione 27 Si definisce operatore parita P, un operatore che agisce
su una funzione d’onda scalare come

Pw(tv F) = i7’¢(ta _F)

Nella teoria quantistica, tale risultato porta al concetto di parita di
stato, altrimenti detta parita orbitale e caratteristica della proprieta di
simmetria del moto della particella.

Nella teoria quantistica relativistica si tiene conto anche di un altro
aspetto (relativo all’inversione degli assi coordinati): il comportamento del-
la funzione d’onda in un punto dato, che porta al concetto di parita intrinse-
ca delle particelle. Nel nuovo formalismo essa ¢ espressa dal comportamento
dell’inversione degli operatori ¥, ammettendo come analogo quantistico non
relativistico la parita associata allo stato legato di un sistema composto,
come il nucleo atomico?.

La parita totale ¢ data dal prodotto di queste due parita. A campi
scalari corrisponde un’analoga definizione di P:

PU(L,7) = +U(t, —7)

3Del resto, si ricorda come nella teoria quantistica relativistica la differenza tra
composto ed elementare viene a mancare, quindi I’analogia & presto spiegata.
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4.13. Simmetrie discrete e teorema CP7T

che ha come significato, la trasformazione degli operatori di creazione e
annichilazione:

P:A, — £A_, P:B, — £B_,

e analogamente per i rispettivi coniugati. Applicando 'operatore P all’o-
peratore ¥ e indicando con la notazione ¥ il risultato ottenuto, possiamo
scrivere l'uguaglianza

U (t,7) = £W(t, —7)

11 significato e evidente: P scambia le particelle con quantita di moto p’con
particelle con quantita di moto —p.

Definizione 28 Si definisce operatore di coniugazione di carica C, un
operatore che agisce sugli operatori di creazione e annichilazione come

C:4, — B, C:B, — A4,
e analogamente per i rispettivi coniugati.
Nella notazione introdotta, applicando C a ¥ otteniamo
UO(t,7) = Ut (t,7)

Questa espressione permette ai concetti di particelle e antiparticelle intro-
dotti nei paragrafi precedenti, di inserirsi nella teoria. L’azione di C e quella
di scambiare una particella con la sua antiparticella.

Definizione 29 Si definisce operatore di inversione temporale 7, un ope-
ratore che agisce sugli operatori di creazione e annichilazione come

T:Ap—>:|:Aij T:Bp—>:|:pr
e analogamente per i rispettivi coniugati.
Nella notazione introdotta, applicando 7 a ¥ otteniamo
UT(t,7) = £0 (—t,7)

L’azione dell’operatore 7 & quella di scambiare il moto di impulso p’ nel
moto di impulso —p’ e allo stesso tempo inverte gli stati iniziali con quelli
finali negli elementi di matrice.

Gli operatori definiti in questo paragrafo introducono delle simmetrie,
rispettivamente di parita, carica e inversione temporale. Teoricamente si
pensava che ogni interazione rispettasse la singola simmetrie, ma evidenze
sperimentali mostrarono gia prima del 1964 che sia la P simmetria che la
C simmetria erano violate. La simmetria combinata C'P si pensava risol-
vesse teoricamente i problemi causati dalla violazione dei principi di sim-
metria, fondamentali in fisica, finche Fitch e Cronin non diedero I’evidenza
sperimentale che anch’essa era violata in natura.
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4.13. Simmetrie discrete e teorema CP7T

Teorema CPT

La ricerca della simmetria a cui dovevano essere soggetti i processi di deca-
dimento, o piu in generale le interazioni tra particelle, portarono la teoria
quantistica relativistica a formulare in maniera naturale il teorema CPT:
l’operatore VU(t, ) deve essere invariante rispetto all’azione combi-
nata degli operatori di inversione spaziale P, inversione temporale
7T e coniugazione di carica C, ossia rispetto all’operatore CP7.

Questa formulazione, appartiene a J. Schwinger (1953) e W. Pauli (1955)
e nel corso degli anni ne sono state date diverse altre formulazioni la cui
dimostrazione fa largo uso di concetti di fisica teorica pitt 0 meno complessi.
La dimostrazione e realizzata non appena si applicano le definizioni date
nel paragrafo precedente, ottenendo infine

(CPT)Vo(t,7) = Ua(—t,—7) (4.52)

Cio implica che la fisica di un sistema non varia se si invertono gli
assi spaziali del riferimento, si scambiano gli stati iniziali e finali, il tempo
viene fatto scorrere all’inverso e si scambiano le particelle con le relative
antiparticelle.
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Parte 11

Dalla teoria dei campi
classica alla teoria
quantistica dei campi
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CAPITOLO b

Campi, simmetrie e conservazioni

Non si puo descrivere una particella in un potenziale, relativisticamente
parlando, poicheé esso non ¢ relativisticamente covariante ma dipende dal
sistema di riferimento scelto: V(¥ — 7).

Il problema puo essere risolto immaginando che I'interazione avvenga in
un punto ben preciso dello spazio-tempo e non in una regione. In questo
modo il potenziale va espresso come dipendente da un solo punto V(R)d (r—
7j): questa condizione prende il nome di localitd e va unita alla condizione
di causalitad (impossibilita di propagazione a v > ¢). Si parla di descrizione
collettiva.

Tutto cio porta al concetto di campo. Partendo da campi classici e pas-
sando alla quantizzazione, si ottengono degli oggetti che descrivono il campo
quantisticamente. La relativita quantizzata dara un campo relativistico.

Non relativisticamente si parte da N particelle fissate (condizione non
necessaria nel passaggio al caso relativistico): in questo modo un sistema ¢
descritto dagli stati delle particelle nello spazio che ¢ il prodotto tensoriale
di tali stati. Questo approccio, come abbiamo gia visto in precedenza, viene
definito seconda quantizzazione.

5.1 Definizione di campo

Introduciamo l’entita campo come dipendente da un punto dello spazio-
tempo ®(x,), operatore dipendente solo da xz, e a cui vogliamo far corri-
spondere tutte le proprieta delle particelle interessate alla descrizione della
fisica di nostro interesse.

Data una base come quella degli impulsi, definiamo

(@) = Y [ap (@)l + r (2)az, (5.1)

Di
come espansione degli operatori di costruzione e distruzione. Se vogliamo
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5.2. Formalismo lagrangiano

che il campo sia hermitiano, ® = ®', dovra essere anche

B(a) =S [5; ()al, + o, (x)aﬁi} (5.2)
Pi
Passando dalla sommatoria all’integrale, otteniamo una trasformata di Fou-
rier.

Con la nozione di campo € possibile definire tutto cio che si ha in prima
quantizzazione. Per esempio lo stato < z|1 > equivale a < 0|®(z)|1 >,
essendo |0 > lo stato di vuoto perturbativo, che in genere coincide con lo
stato di minima energia, ma non sempre questo ¢ verificato (per esempio
negli stati condensati).

Supponendo di avere un generico operatore F' = . f;, lo descriveremo
come

< ning...|F|ning... >= c/da:4 < ning...|®(x) fO(z)|ning... >  (5.3)

essendo gli f operatori locali per soddisfare la condizione imposta all’inizio
e tali che

< $i|f|xj >= 5(1‘1 — :vj)f(:vz) (54)

Un campo ¢ definito da un’equazione, che prende il nome di equazione
del campo, dalla quale mediante metodi variazionali si risale alla lagrangiana
o alla hamiltoniana del campo: a questo punto, ricavaremo ’equivalente di
campo delle equazioni di Eulero-Lagrange nel caso classico, per studiarne
le simmetrie, le leggi di conservazione e per poter usufruire della potenza
del formalismo lagrangiano per descrivere 'interazione tra piu campi.

5.2 Formalismo lagrangiano

Abbiamo trattato in precedenza il formalismo lagrangiano e la meccanica
hamiltoniana, utilizzando coordinate, velocita e impulsi generalizzati.

Prima di procedere nella trattazione delle leggi di conservazione e delle
simmetrie a cui esse sono legate, dobbiamo ridefinire la meccanica lagran-
giana ed hamiltoniana in forma covariante.

5.2.1 Lagrangiana covariante

Nel formalismo lagrangiano classico abbiamo introdotto le coordinate ge-
neralizzate ¢;(t) grazie alle quali siamo stati in grado di individuare ogni
punto materiale del sistema meccanico analizzato.

Per poter arrivare ad una descrizione covariante, dobbiamo utilizzare
2#(7) in luogo delle ¢;(t) e ang(T) = z#(7) in luogo delle ¢;(t), essendo 7 un
parametro Lorentz-invariante, che possiamo assumere sia il tempo proprio.

La lagrangiana covariante assumerd dunque la forma £(7, 2#, x#),

Abbiamo gia mostrato come rendere relativisticamente invariante la

lagrangiana, essendo la variazione sull’azione e d7 invarianti, avremo

55— [ syc)dr (5.5)

t1
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5.2. Formalismo lagrangiano

Tuttavia possiamo notare che, essendo 1’elemento di ipervolume d§2 =
dxVdz'dz?dx?® invariante, avremo

to
68 = [ 6Ld0 (5.6)

ty

purche L sia la densita di lagrangiana di campo, che € invariante per tra-
sformazioni di Lorentz.

Con queste premesse e sfruttando la (1.53) possiamo ricavare le equa-
zioni (1.54) in forma covariante, esattamente come nel caso classico:

T : 0 oL oL
= 3 M) = = = =
dS 5/t1 dt[m dxLl(r, 2zt xt) =0 = 5 0 Dok 0 (5.7)

Il momento cinetico e definito come II = 88:5—4,“ da cui I'hamiltoniana

H(r, 2", 1) = Tar — L(7, 2", z1) (5.8)

5.2.2 Lagrangiana covariante di campo

In questo nuovo contesto vogliamo utilizzare un campo ¢(x*) in luogo delle
qi(t), passando da una descrizione a s gradi di liberta ad una descrizione
dove il counting dei gradi di libertd (co*) & dato da 2# e dove la relati-
va velocita sara data da 0, (z"). Inoltre restano valide le considerazioni
sull’'invarianza della densita di lagrangiana che dobbiamo utilizzare.

La lagrangiana di campo assumera dunque la forma £ [p(x"), 0,0(z")],
dove l'esplicita dipendenza dalla derivata prima & indice del fatto che la
teoria e locale.

Con queste premesse e sfruttando la (1.53) possiamo ricavare le equa-
zioni (1.54) in forma covariante, esattamente come nel caso classico:

t2 oo oL oL
S=96 dt/ Erlpa"),0,0(x")] =0 = 0y ——v — = =
" e [(,0( ) H‘p( )] Ma(aﬂw) 8<P

Nel caso in cui il campo abbia s componenti, avremo infine il sistema di s
equazioni differenziali richiesto per descrivere il moto del sistema:

oL oL
Oy = —— =0 r=1,2,....5
"0(0upr)  Opr

Il momento cinetico ¢ definito come II,. = %, essendo ¢, = aa“’; = Opor,

da cui I’hamiltoniana

H [‘Pr(xu)a 8ngr(x”),HT] = ansbr - L [cpT(x“), 8Mgpr(:c”)] (5'9)

dove per semplicita di notazione abbiamo omesso tutte le variabili di £ e
‘H e ricordiamo dunque che r = 1,2, ..., s.
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5.2. Formalismo lagrangiano

5.2.3 Campo scalare spin-0

Un campo scalare e tale da rendere la lagrangiana corrispondente dipen-
dente solo da combinazioni scalari delle sue variabili. Un campo di questo
tipo & quello classico di spin 0 definito dall’equazione di Klein-Gordon (4.5)
e d’ora in avanti lo indicheremo generalmente con ¢ o ®.

Volendo risalire alla sua lagrangiana, dobbiamo operare la variazione
del campo e poi risalire all’azione che lo definisce. Sia dp tale variazione e
sia dp(t1) = dp(ta) = 0. Essendo un campo continuo integriamo su tutti i
gradi di liberta dopo aver moltiplicato per la variazione, integrando infine
sul tempo per ottenere la sua 4S:

+oo 2

Notiamo che

dpo o, Bpd_ 9 9y 82y
5( a0 = 5% = a0 = 5 (500 T g ER (5.11)
e analogamente
Ipo _ Op o= 990 5,9 9 Pp
5(333) 9% = ar oz 9z g0 t gz (512)

Sostituendo nell’integrale, i termini pari a derivate totali rispetto al tempo o
alla posizione, si annullano per via delle condizioni al contorno (stiamo sup-
ponendo che il campo sia nullo all’infinito), pertanto otteniamo (ricordando
che §p? = 2¢5¢p)

2 oo 1 8<p 1,0¢ 1
3 L0Pv2 Lo af _
08 = /t1 dt/ d’z [2 (‘%) 2((996) 5§ 0 (5.13)

avendo dunque

f16@2 1 2
L= 2(5) - 51Vl

1
5 — —m?p? (5.14)

2

Volendo usare un formalismo 4-vettoriale e considerando il caso generico in
cui ¢ e scalare ma complesso, avremo

1., 1, .,
L(p, 0up) = 50,970 — 5m¢" (5.15)

Infatti a partire da
(0,0" +m*)p =0
moltiplichiamo a sinistra per ¢* e osserviamo che
0" 0,0" 0 = 0,(p"0"p) — Oup™ O

Come vederemo nei prossimi paragrafi di questo capitolo, in questo for-
malismo, esattamente come nel caso classico I’azione non varia se veniva
aggiunta alla lagrangiana una grandezza pari ad una derivata totale rispet-
to al tempo, 'azione qui non cambia se viene sommata alla lagrangiana
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5.2. Formalismo lagrangiano

una grandezza pari ad una derivata totale (4-divergenza), per cui possiamo
evitare di considerare il primo termine a secondo membro, e sostituire nel-
I’equazione di Klein-Gordon quanto trovato, moltiplicare per la variazione
0p; (considerando ¢, p* come due variabili separate) e integrare come in
precedenza, ottenendo in definitiva che la quantita (5.15) ¢ la lagrangiana
cercata, purche si normalizzi a %

Il campo scalare ¢ e indicato per studiare le particelle a spin-0, poiche
queste non risentono degli effetti di spin ed essa non li tiene in considera-
zione.

Dal procedimento inverso, cioe a partire dalla lagrangiana, ricavando
I’azione e infine imponendo che % = 0 per le equazioni di Hamilton-Jacobi,
riotteniamo nuovamente la (4.5).

L’hamiltoniana per questo campo si ottiene dalla (5.9)

oL
H=——0p—L 5.16
o) ¥ (5.16)

Il momento coniugato ¢ IT = dyy, da cui ne segue
1 -
H= 3 [H2 + (V)2 + m?p? (5.17)

che ¢ simile a quello di un oscillatore armonico, con I'aggiunta di un termine
legato al momento. Il lettore puo ricavare facilmente I’hamiltoniana per il
campo scalare complesso, trattando ¢ e ¢* come variabili separate, a partire
dalla definizione (5.9):

1 - -
H= 5 [H@*Hg, + Vo' - Ve + m%ﬁ*gp} (5.18)
essendo II, = dop™ e Il - = O, tutte grandezze che si riducono a quanto
trovato in precedenza se ¢ = ¢* € reale.

5.2.4 Campo di Dirac spin—%

Quanto abbiamo fatto nel paragrafo precedente, deve essere ripetuto esatta-
mente per il campo di Dirac ¢ o ¥. In questo caso partiamo dall’equazione
di Dirac (4.26) e moltiplichiamo a sinistra per ¢ = ¥T+? ottenendo infine

L= p—m)y (5.19)
L’hamiltoniana, dalla (5.9) ¢
H = i)y 0ptp — L (5.20)

Il momento coniugato a 1 vale Il = iyt; il momento coniugato a 1) vale
II; = 0, per cui avremo (ricordando che §0% = 1)

T 0ot — (i P — m)y
= iy — iy 07000y — T - Vi + Pmy
e in definitiva, per le (4.25)
H=p(—i7-V +m)p =T (=id@- V + Bm)y (5.21)

Il campo di Dirac tiene conto dello spin e dei suoi effetti e pertanto e
quello che viene utilizzato per descrivere i campi fermionici.

H
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5.2. Formalismo lagrangiano

5.2.5 Campo di Proca spin-1

Per capire le interazioni deboli, che studieremo successivamente, abbiamo
bisogno di descrivere anche campi di bosoni vettori a spin-1, che possono
essere elettricamente neutri o di carica +1. Da notare, che il campo e.m.
(campo di Maxwell) ¢ descritto da un potenziale vettore non massivo e il
suo bosone ¢ vettore ma privo di massa e carica. L’equazione che descrive
il comportamento di questi bosoni ¢ detta equazione di Proca.

Introdotto un potenziale vettore massivo V* (), detto campo di Proca,
possiamo scrivere la densita lagrangiana del campo neutro come

1 1
L=—qFuF" + EMQV#V“ (5.22)

essendo
Fu () = 0,V, (z) — 0, V, (x) (5.23)

Da notare che se avessimo trattato il campo elettromagnetico, quindi quello
relativo al fotone, dovevamo semplicemente porre M = 0e V¥ (z) = A* (z),
ottenendo una densita lagrangiana di un solo termine di propagazione
libera, quella relativa allo scalare —%F Y i

Per un campo massivo carico invece avremo una densita lagrangiana
strutturalmente identica, come nel caso del campo scalare reale o complesso
di spin-0:

1
L= —5FL, P+ M2V V! (5.24)

In entrambi casi possiamo dedurre dall’equazione del campo di Proca per
V# pervenendo alle equazioni del moto in assenza di interazioni:

OuF"™ + M?*V" =0 (5.25)
Da questa si perviene all’equazione di Proca
(OVF + M?VH) — 9" (0,V") =0 (5.26)
in assenza di interazioni, che differisce dalla (4.5) per un termine. Infatti:
PP = 0.V, — &,V:) (OHVY =¥V H)
= L= —% (0, V;OrVY — 0, Vo VH — AV, 0MVY + &,VJ(?VV“)
+MPVVY (5.27)

dove abbiamo scritto V V¥ al posto di V/V# perche essendo un semplice
v p
prodotto scalare tra 2 vettori, non dipende dall’indice scelto. Poiche:

oL 1
- __ LYV _ AV R — — RV
56,75 SRV ="V = —F
oL
_ M2v1/
V>
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5.3. Teorema di Noether

dalle equazioni di Eulero-Lagrange per il campo di Proca avremo
O™ + MPVY =0 = (9,0" + M*) V" — 9" (9,V*) =0

Analogamente si procede per 'equazione per il campo V7. 1l lettore pud
notare che se M =0 e V* = A* si ottiene 9,F"*” = 0, ovvero ’equazione
che definisce il moto di un fotone (campo di Maxwell, bosone vettore spin-1
non massivo e non carico) in assenza di correnti esterne: la stessa equazione
si ottiene eseguendo la procedura utilizzata adesso per il campo di Proca
sulla densita lagrangiana del campo di Maxwell. Da notare che, come nel
caso del campo e.m., si ha

VO (2) = _%aﬂpﬂo - % V.V (2) + V2V (a) (5.28)
ovvero la componente temporale del campo non contiene derivate temporali
di VY e quindi non & un’equazione dinamica ma lega semplicemente questa
alle componenti spaziali. Nel limite M — 0 otteniamo ovviamente la legge
di Coulomb, come ci aspettavamo.

Dalla definizione otteniamo che il momento cinetico coniugato nel caso
complesso, piu generale, ¢ I, = —F, . mentre la componente temporale
non ha momento coniugato, come per il campo e.m.; detto cid avremo
I’hamiltoniana

H=—F5,8V"—L (5.29)

o piu esplicitamente

* * 1 * v *
H = =0V "V + 0, V5OV + S F ! — MPVIVE (5.30)

5.3 Teorema di Noether

Il teorema di Noether, una dei pionieri dell’algebra astratta, asserisce fon-
damentalmente che ad ogni simmetria al quale ¢ soggetto un sistema,
corrisponde una legge di conservazione.

La quantita che si conserva in genere viene chiamata carica di Noether
e assume grandezze fisiche diverse a seconda della simmetria imposta.

Quando abbiamo introdotto il formalismo lagrangiano tra i fondamenti
matematici, abbiamo gia osservato alcune applicazioni pratiche di tale teo-
rema, verificando che I'omogeneita dello spazio e del tempo implicano la
conservazione dell’energia e dell’impulso.

Teorema 7 (Teorema di Noether) Sia S invariante rispetto ad un set
di trasformazioni continue delle variabili dinamiche, dette trasformazioni
di simmetria, che formano un gruppo di simmetria.

Per tale set di trasformazioni esiste una quantita, detta carica di Noe-
ther che st conserva durante [’evoluzione del sistema.

Le simmetrie a cui si riferisce il teorema possono essere di diversi tipi:

e Globali: quando il set di parametri infinitesimi che determinano la
trasformazione non dipendono dalla posizione;
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5.3. Teorema di Noether

e Locali: quando il set di parametri infinitesimi che determinano la
trasformazione dipendono dalla posizione;

e Interne: quando il set di parametri infinitesimi che determinano
la trasformazione non sono traslazioni o rotazioni, e la simmetria ¢
relativa alla struttura stessa di S.

Per trasformazioni di simmetria infinitesime, che fanno passare dalle
variabili ¢ alle variabili ¢, la variazione d,q = ¢’ — ¢ & detta variazione di
simmetria ed € in generale funzione delle stesse variabili della £ e possiamo
identificarla con la notazione d5q = eA(T, q, §).

La variazione di simmetria differisce da quella utilizzata finora per ri-
cavare le equazioni di Eulero-Lagrange, poiche essa non si annulla agli
estremi.

5.3.1 Applicazione relativistica

In questo paragrafo mostriamo ’applicazione relativistica del teorema di
Noether.

Traslazioni

Per traslazioni avremo z'* (1) = a#(7) + (1) e dunque 05zt (1) = € (7).
Poiche §,£ = 0, utilizzando la solita chain rule avremo:

oL . .
— H
SL = OuLiat + ok

_ guriar+ L <3_55qu) _ 4oL

dr \ Ox+ dr dzr °
d oL d (0L
- _ L= T hdady gp ]
{(Q)HC dr 8xﬁ] 052" + dr (8@“ 02 )
Per le equazioni di Eulero-Lagrange il primo addendo e nullo, dunque
d (0L d (0L
LN Ehdadi R 7 A i
0sL 7 <6$.#> =€ /deT ((’“)x'#> 0 (5.31)
da cui si ricava la conservazione della carica di Noether definita come
oL
P=am (5.32)

che nel caso di lagrangiana di un punto materiale libero (come abbiamo
gia trattato nel capitolo di elettrodinamica relativistica) coincide con il
4-vettore energia-impulso della particella.

Rotazioni

Abbiamo gia visto che per piccole trasformazioni di Lorentz intorno all’iden-
tita possiamo scrivere A% = §% + w! essendo w¥ un tensore antisimmetrico
infinitesimo arbitrario. Pertanto dsz#(7) = /¥ (1) — 2#(17) = whaY (7).
Otteniamo

0L = <8#£x” + 8—£x”) wh =0

Ozt
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Questa variazione deve essere confrontata con quella che si ricava utilizzan-
do la chain rule e le equazioni di Eulero-Lagrange:

5sﬁ_i[8£ 'V}wl‘j_lw i<x“8£ —x”a—ﬁ)
dr 2

Ok . K dr ox, o0z,

dal confronto ricaviamo la carica di Noether

oL + Il’a_ﬁ
0z, 0x,,

) ——— (5.33)

Nel caso in cui la lagrangiana sia quella di particella massiva libera,
avremo LMY = xHp” — x¥p*, ovvero la grandezza che si conserva e il 4-
momento angolare. Il momento angolare classico sara

L% = 2%" — 2'p° = M; (5.34)
che fornisce la generalizzazione al caso 4-dimensionale del teorema del
centro di massa M; =cost.

Generatori delle simmetrie

Il legame tra simmetrie e leggi di conservazione ha un ulteriore interpre-
tazione, se introduciamo il concetto di generatore di trasformazione di
stmmetria.

Dopo aver quantizzato le grandezze in gioco, la carica di Noether puo
essere utilizzata per generare la relativa trasformazione di simmetria nello
spazio di Hilbert:

bd(t) = —ie [Q,q(t)] (5.35)

L’hamiltoniana classica ¢ un esempio di tale carica, che genera gli spo-
stamenti temporali tramite I’equazione del moto di Heisenberg

Q) = —i [H,a(t)] (5.36)
Relativisticamente, il generatore delle traslazioni ¢ p, tramite
dsat = et = —ie” [Py, M (7)] (5.37)

in accordo con le regole di commutazione relativistiche. Il generatore delle
rotazione e invece il 4-momento angolare, secondo cui

L, ) = —igr (5.38)

che segue dalla regola di commutazione precedente, utilizzando la definizio-
ne di L*¥, in accordo con le regole di commutazione relativistiche.

5.3.2 Teorema di Noether in QFT

In maniera analoga al caso relativistico possiamo ricavare simmetrie e leggi
di conservazione, facendo uso stavolta del formalismo covariante di campo.
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Corrente di carica generica

Supponiamo che £ = L(z*, p(x#), D p(zt)). Se
s L(at, p(2"), Dup(ah)) = eA(a”, p(2"), Dup(x")) (5.39)

varia la densita di lagrangiana per un termine di superficie, o equivalente-
mente per una derivata totale, allora

8L = €D, F (5.40)

viene definita trasformazione di simmetria. Si verifica facilmente che in
queste ipotesi la quantita

oL
8(5)”(,0)

si conserva, ossia 0,,j"(x) = 0. Questa prende il nome di legge di conserva-
zione locale. Ne segue che 'integrale della 4-divergenza di j* sul volume 2
si annulla e pertanto per il teorema di Gauss il flusso di questa 4-corrente
generalizzata e nullo attraverso l'ipersuperficie che racchiude il volume ).

Se per x — oo i campi si annullano, allora questa diviene una leg-
ge di conservazione globale per la carica () associata a questo tensore
1—controvariante definita come

= A—F (5.41)

Q) = / Bt 7) (5.42)
Infatti avremo
%Q(f) = /d%@ojo(t,:ﬁ’) = /d% [00°(t, &) + 0;5° (t,7)] =0
d
— EQ(t) =0 (5.43)

dove abbiamo aggiunto il termine [ d320;5° che imponiamo sia nullo. Ve-
rifichiamo che 9,,j*(z) = 0:

oL oc oL
5L = (0,—2= =) 5.0+0 <75)
<”5(3u<p) &p) 7T 90,0) 7
oL 8£) < oL >
— o, —ZE)\a+a, (A 5.44
<“5(3us0) Dy "\ 9(0up) (5:44)

Per le equazioni di Eulero-Lagrange il primo addendo a secondo membro si
annulla, ed eguagliando quello che resta a 6,£ = €0, F si ottiene il risultato
richiesto.

Traslazioni

Consideriamo £ = L(p,d,p), cioe una lagrangiana non dipendente dalle
coordinate spazio-temporali.

Attuiamo adesso una traslazione lungo una direzione arbitraria dello
spazio-tempo: 2/t = at — e/ e pertanto p(zt) — ¢’ (). I campo si
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trasformera come ¢’ (") = @(z): questa scrittura ci dice che il campo
¢ lo stesso in due punti diversi dello spazio-tempo, poiche ricordiamo che
in generale il valore del campo nel punto trasformato non coincide con il
trasformato del campo nel punto:

p(a™) = o [S(A)aM] # S(A)p(a”)

mentre sappiamo dalla teoria dei gruppi che esiste sicuramente una trasfor-
mazione tale che

S(A)¢'(z) = p(at)

Se operiamo una traslazione infinitesima delle coordinate avremo dun-
que
oL oL
0L =L(¢,0,0) — L(p,0,p) = =050 + =————0,05¢
( H ) ( H ) 8(/7 8(8#()0) H
essendo d5p = ¢’ (x#) — (z*). Poiche ¢ (2'*) = ¢(z*) avremo’
dsp = @' (" + ) — o' (™) = "0, (5.45)

Per il teorema di Leibniz sulla derivazione di funzioni composte avremo

p L 0up) 0L, 0p  OL ,00up
oz¥ O Oxv  ddup Oz

oL oL y
= 8_@5S¢ + maﬂ (6 8,,(/7)

Inoltre

8“ (eyal,tp) - 8# (65(;0) — Os (8#<P)
che porta a

oo O oc
€ 8y£ = a—sp(ssﬁp —+ mas (8#(/7)
= L(@‘FKSS(P,&#(P‘FKSS (‘%‘P)) —E(tp,aﬂtp)

5L (5.46)

da cui 0;L = €”0,L che rappresenta una variazione pari ad una derivata
totale. Come abbiamo visto nel paragrafo precedente, questa ¢ la condizione
richiesta, insieme a F = L, perche si conservi una 4-corrente j# per ogni
€”. Di fatto per la chain rule e sfruttando le equazioni di Eulero-Lagrange
come nei paragrafi precedenti, e considerando quanto vale la variazione
simmetrica per le traslazioni, otteniamo

oL oc
(SSE = 8# [m(&(ﬂ] = 8;1. {mﬁ 8V(p:|

1Basta notare che sviluppando in serie al primo ordine si ha

A

S e = of (o) + 221

e’ = (') + oy

per le ipotesi date.
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5.3. Teorema di Noether

da cui, eguagliando i risultati ottenuti avremo

oL
Y19, ——0,0 ) —0,L| =0
‘ { " (aaw “’) ]
Poiche 0, = 640, e l'equazione deve valere per tutti gli €/, avremo una
4-divergenza che si annulla e infine la carica di Noether

O =—0,0—0LL=0,0L(x")=0 5.47

v a(au%?) v P v M u( ) ( )

detto tensore energia-impulso del sistema e come abbiamo gia visto, si
conservera nel tempo la quantita

Pt = /dng“O(x) (5.48)

definito 4-momento del campo. La quantita

0] = %f@aw Sy (5.49)
altro non e che l'energia del sistema. Notando che finora L ¢ stata trattata
come la densita di lagrangiana, questa grandezza e dunque la densita di
hamiltoniana del sistema.

Spesso viene riportata la conservazione del tensore T} poiche ©F puo
non essere simmetrico, ma puod essere simmetrizzato? sommando un’op-
portuna 4-divergenza. Per questo motivo definiamo 77 il tensore dop-
pio simmetrico energia-impulso che viene fuori se operiamo questo tipo di
trasformazione.

Ricordando che 6" = gy, g™ e supponendo che il campo abbia s compo-
nenti, dopo un po di algebra otteniamo il tensore energia-impulso in forma
covariante

S

oL
@#y = ; m&,g@ — g#yﬁ (551)

Rotazioni

Supponiamo di applicare una rotazione infinitesima (* al campo, attuando
la trasformazione

ot = AV =gt + 5 + o ('t (5.52)

che possiamo riscrivere come da* = wha” essendo w;j = 0 e wo; = —wio =
¢". Con l'utilizzo del tensore w! le trasformazioni di Lorentz e le rotazioni
infinitesime possono essere trattate alla stessa maniera.

2Come vedremo nei prossimi paragrafi, Pasimmetria di ©% ¢ attribuibile alla presenza
dello spin. Per costruire il tensore simmetrico possiamo usare la correzione di Belinfante:
THY = MY + ABYH, dove

1
AOVH = _5(’5(2““ — XV AR (5.50)

rende manifestamente simmetrico TH". I termini in ¥ verranno studiati nei prossimi
paragrafi.
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5.3. Teorema di Noether

Se scegliamo w;; = ¢;; = eijkgpk e wy; = —wjo = 0 otteniamo la nostra
rotazione. La variazione di simmetria del campo sara dunque

dsp(ah) = /(& — ba') — p(a') = —Oup(a™)a”w] (5.53)

ed otteniamo la corrente di Noether

oL
M —
(3(3»/7)

Sfruttando la (5.47) questa restituisce

P pa? — Ww) - (a oL

Wakwx“ — 5Uk£$u)554)
AP

M = gh@YA — pv@rA (5.55)

tale che O\ M***» = 0. Le cariche di Noether che si conservano nel tempo
saranno

M = / d3x M0 (5.56)

5.3.3 Applicazione quantistica

Sappiamo che una variabile dinamica si conserva quando i suoi valori medi
non cambiano nel tempo e la distribuzione statistica e indipendente da esso,
quindi quando ihg Ap(t) = 0 e [Ay, H] = [Ag, H];; = 0. Ma [Ag, H],; =
Ut [As, HJU = 0 e di conseguenza anche [Ag, H] = 0: arriviamo dunque
a dire che per mantenersi costante l’osservabile, il suo operatore immagine
nello spazio di Hilbert deve commutare con [’hamiltoniano in qualunque
sistema utilizziamo per la sua descrizione.

Questo ¢ il punto di partenza che sfruttiamo per legare le simmetrie
dell’hamiltoniano, e quindi del sistema, e le leggi di conservazione.

Abbiamo gia osservato che l'invarianza per traslazioni spaziali infinite-
sime portava alla conservazione dell’'impulso, mentre quella per traslazioni
infinitesime temporali portava alla conservazione dell’energia.

Torniamo all’equazione di Heisenberg, e supponiamo di considerarla nel
caso in cui '’hamiltoniano sia invariante per traslazioni lungo una direzione
n. L’impulso lungo quella direzione sara P, = P. 1, e avremo [H, P,] = 0.
L’equazione di Heisenberg sara

S P(t) = [Palt), H] g = 0

Da notare che esplicitando la dipendenza dal tempo di P,, abbiamo chiara-
mente espresso di essere nella rappresentazione di Heisenberg.

Poiche abbiamo mostrato che I'invarianza di una osservabile implica che
il suo operatore associato commuta con I’hamiltoniano in ogni schema e
viceversa, possiamo dire che P, (t) = cost nelle ipotesi in cui ci siamo posti,
pervenendo cosi all’importante conclusione secondo cui se [’hamiltoniano si
conserva in una traslazione lungo una direzione n, allora il generatore delle
traslazioni lungo quella direzione ¢ una costante del moto; se é invariante
lungo tutte le direzioni a conservarsi € l'impulso totale.

Il momento angolare orbitale coincide con il generatore delle rotazioni,
e per esso vale lo stesso teorema dimostrato per quello delle traslazioni: se
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5.3. Teorema di Noether

H ¢ invariante per rotazioni attorno all’asse n, il generatore delle rotazioni
€ una costante del moto ed esso ¢ la proiezione su quell’asse del momento
angolare.

Queste trasformazioni formano un gruppo, cioe sono chiuse rispetto al
prodotto; inoltre il gruppo in questione ¢ anche continuo, in modo da con-
sentire trasformazioni infinitesime, che vengono utilizzate per descrivere
tutte quelle finite.

In generale, se H & invariante per trasformazioni di questo tipo, si avra
che il generatore di queste si conservera nel tempo.

Equazioni canoniche

Sfruttando la conveniente formula

n—1
[A",B] =) A*[A,B] A"

s=0
Nel caso in cui A = X e B = P, avremo
n—1 n—1

0
n s n—1l—s n—1 . n—1 n
[xm, SE . X°[X,P]|X =ih SE . X =ihnX = zh—a X

Analogamente si trova che

0

Immaginiamo di avere una variabile dinamica A(X, P,) e di svilupparla in

serie:
Zan X" = Zb

Supponiamo di voler calcolare [A, P,], ricordando che [a,,(P,), P;] = 0:

AP = Y [an(P)X" P =Y an(Pe) (X", P =Y an(P m_xn

0
= FL— n(Pe) X" = ih=—=A(X, P,
i Za i 5% ( )

In maniera analoga si trova che

;)
[A,X] = —iho o A(X, Py)

xr
Vogliamo ora descrivere il moto di sistemi con analogo classico, in modo da
non dover tenere conto per adesso di effetti quantistici nuovi; quindi siamo
nelle ipotesi che R, P formano un sistema completo di osservabili.
Ipotizziamo un cambiamento di variabili: assumiamo come nuove quelle
lagrangiane generalizzate ¢; (i = 1,2,...,n), che saranno gli autovalori di
opportuni operatori @);, e definiamo anche gli impulsi p; autovalori degli
operatori P;. In tal modo avremo in accordo con quanto trovato finora:
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5.4. Applicazioni

[Q;, Pj] = iho;;. Passando alle equazioni del moto per questo set di variabili
si trova:

nd dQ; OH
O _ gy, m) = in 28— 120 2H
AP\t ) . ~ OH _dp()  OH

Formalmente, quelle appena trovate corrispondo alle equazioni canoniche
della meccanica hamiltoniana, ma non possono essere considerate tali poi-
che ci troviamo in uno spazio di Hilbert. Tuttavia questa analogia ci porta
a conclusioni piu dirette. Affinche I'analogia fosse piu calzante, avremmo

voluto trovare qualcosa della forma g<<Q >>“ per esemplo per le coordinate

generalizzate, ma invece a meno di segni abbiamo < 8Q >4, € queste due
quantita che sono nettamente diverse, sono confrontabili solo nel caso quasi
classico, cioe quando la funzione d’onda é stretta ma non troppo, altrimen-
ti quella per I'impulso e troppo larga e viceversa, dunque quando le due
funzioni d’onda per coordinate e impulsi sono ragionevolmente piccate.

5.4 Applicazioni

5.4.1 ©! del campo e.m.

Consideriamo il campo e.m. libero di lagrangiana
1
L=——F\F" 5.57
4c ( )

con I\, = O\A, — OrAy. Per una traslazione spazio-temporale da z* a
a# — edt il potenziale vettore € tale che A (a') = A*(xH).

Procedendo come abbiamo gia fatto quando abbiamo ricavato la varia-
zione di simmetria del campo, otteniamo §, A*(x#) = €0, A*(z*) sotto cui
il tensore del campo si trasforma come 0, F** = €0, F**. In questo modo

1
8L = —E%FM&,FM =€d, L (5.58)

che € una derivata totale e pertanto ci porta a concludere che la corrente

oL

Ol = ——-0,A* — JiL
Y 0(0,4%) v
ha 4-divergenza nulla. Poiche % = —F{" avremo infine
1 1
or = _E(F;aVAA — Z5;}1~sz~aﬁ) (5.59)

5.4.2 Correnti di spin per il campo e.m.

Sia A* il campo in esame. Quando operiamo la trasformazione di coordi-
nate o'# = Atz¥ avremo A" (z'") = AEAY(z¥) che per la trasformazione
infinitesima dz#* = w#a” implica la variazione di simmetria

S AF (x?) = AP (M) — AF(2M) = AH (2" — oat) — A (at)
WhAY — what Oy AP (5.60)

107



5.4. Applicazioni

dove il primo termine prende il nome di trasformazione di spin e il secondo
di trasformazione orbitale. In termini di generatori del gruppo di Lorentz
possiamo riscrivere

S AM = —iwh” ], A (5.61)

dove j;w = fﬁw + L, (stiamo utilizzando L in luogo di M). Se la densita
di lagrangiana dipende solo da combinazioni scalari del vettore A* e se non
ha una esplicita dipendenza dalle coordinate, si trasforma come un campo
scalare sotto trasformazioni di Lorentz, per cui L' (2'*) = L(z"). Questo
porta alla variazione

0L = —(0,La")wh (5.62)
Seguendo la stessa procedura che ci ha portato a ricavare il tensore M#***,
possiamo giungere alla 4-corrente che si conserva:

0L ,,_( oL

M A"z — (Ww) +

0(0xA,) O(0)A")
oL oL
- no_ VAR b SV o
DA <8(8,\ N)a Arat — 8" L ) (5.63)

essendo questa la corrente di 4-momento angolare totale, composta dal 4-
momento angolare orbitale

oL oL
LMA = — [ =M A"gY — M La¥ ) — [ ==—=—0V A"zt — 5" Lot (5.64
(s s o) = (g 4e" =6t oo
che in funzione del tensore canonico di energia-impulso restituisce proprio
la (5.55) e dal 4-momento angolare di spin (o corrente di spin)
oL oL

HUA v o
Y 8((’“)>\AH)A (’“)((%\A,,)A (5.65)

Individualmente i due termini non si conservano, la loro somma invece e
tale da annullare la 4-divergenza. La corrispondente carica di Noether e il
momento angolare totale

JH = / d3a gm0 (5.66)

che ¢ una costante del moto. Dalla legge di conservazione del tensore
energia-impulso si ricava facilmente che

LM = —[OM — @M (5.67)
HhEHA = [OM — "] (5.68)

da cui
LM (t) = / dBxL? B (t) = / d3xyr0 (5.69)

che implicano le dipendenze temporali

LM (t) = — / B[O — O] LH(t) = / B[O — e (5.70)
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5.4.3 ©Y del campo di Dirac

Per il campo di Dirac avremo

L= p(at)(in" —m)p(z") (5.71)
Per traslazioni spaziali ' = z# — e/ avremo ¢’ (") = (2*) e pertanto
0s¢ = €0, ed analogamente per la densita di lagrangiana, da cui si
ottiene la corrente di Noether
oL
Of = —— 9,9+ cc— ML
O(0uy)

ha 4-divergenza nulla. Poiche % = %1&7*‘ avremo infine
1_
oF = §m#a,,w +cc— ML (5.72)

5.4.4 Correnti di spin per il campo di Dirac
In questo caso il campo si trasforma come
P(at) — Py (at) = S(A)p(A™ ah) (5.73)

Per trasformazioni di Lorentz infinitesime si ha A}, = 0;/ +w) e ;2 = wha"”
e la variazione di simmetria

0s(a) = ¥'(a") — (@) = S(0) + W) (a — oat)

—i%wWS‘“’z/J(x“) — Wiz’ Onip ()

— —i%ww [SW + ﬁﬂ”} Y(ah) = —i%w,wj“"z/}(x“) (5.74)

dove ancora una volta e evidente lo splitting del momento angolare totale
in momento di spin e orbitale. Detto cio ci ritroviamo nelle condizioni in
cui L'(z'") = L(aM) e

0L = —(0u L )wh (5.75)

ottenendo la 4-corrente del momento angolare totale

oL oL .
oA [ s [N LM
! < 0o) ¢ ooy T > *

(M La¥ — 6 Lat) (5.76)

in cui otteniamo la parte orbitale pari alla (5.55) e la corrente di spin

vA _1 s oL v
T = 5 ( 278(8“#)0“ z/J—i—cc) (5.77)

che puo essere riespressa come

1. 1 .
S = —isyy ot = Sl Pyt y (5.78)
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5.5. Simmetrizzazione di O

utilizzando le definizioni di 0#” e la relativa algebra delle matrici di Dirac
che abbiamo trattato nei capitoli precedenti.

Individualmente i termini di spin e orbitale non si conservano, la loro
somma invece e tale da annullare la 4-divergenza della corrente totale. La
corrispondente carica di Noether e il momento angolare totale

JH = / d3a gm0 (5.79)

che ¢ una costante del moto. Dalla legge di conservazione del tensore
energia-impulso si ricava facilmente che

LM = —[OM — @M (5.80)
D =[O — O] (5.81)

da cui
LM (t) = / PPzl YR (t) = / AR Ve (5.82)

che implicano le dipendenze temporali

F () = — / P — o] Se(r) / Fr[om — o] (5.83)

5.4.5 ©! del campo di Proca

11 tensore energia-impulso del campo di Proca & della stessa forma di quello
del campo di Maxwell, con la sola differenza dell’aggiunta di un termine di
massa:

1 1 1
Ol = ——(F{0,V* = J0LFNFy) — ZMPOLVAV? (5.84)
C

5.5 Simmetrizzazione di O*

Abbiamo gia accennato con la (5.50) come simmetrizzare il tensore canonico
OF. Notiamo che poiche la correzione equivale ad una derivata totale, la
definizione del momento P* non cambia passando a TH".

Per quanto riguarda il 4-momento angolare (5.55), basta sostituire a
OF la sua espressione in funzione di T"” e della correzione di Belinfan-
te, che restituisce lo stesso momento angolare totale (5.66) a partire dalla
definizione generale JH* = SHvA 4 LA,

Volendo esprimere il tensore energia-impulso simmetrico per i campi
che abbiamo analizzato, dobbiamo calcolare la correzione di Belinfante per
entrambi.

Per esempio, nel caso del campo e.m. abbiamo

AOH = %aA (F**AM) (5.85)
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ricavando

1
c

1 1
T = (F)’\’F“’\ — ZgWFMFM) + —0i (F”’\) AF (5.86)
¢
in cui 'ultimo termine si annulla per via delle equazioni di campo di
Maxwell libere 0\ F* = 0.
Interessante ¢ il caso in cui e presente una corrente esterna e la lagran-
giana assume la forma

1 P
L= B = 5" A, (5.87)
che porta al tensore simmetrico

1 1 1 1
T — _ 2 (F{F“ - ZQWFMF“) + C—Qg“”j’\A,\ + =0 (F*) A*(5.88)

C

usando le equazioni di Maxwell nella materia: 0y F*» = —j*, I'ultimo ter-
mine equivale a —% jVA¥ . che impedisce la simmetria di T"”, a meno che
la corrente non svanisca.

5.6 Simmetrie interne

Le simmetrie interne di £ sono quelle che dipendono dalla sua stessa struttu-
ra, non coinvolgendo nessun cambiamento delle coordinate spazio-temporali.
Tali simmetrie hanno forma

¢ (a) = e~ 90 (") (5.89)

dove G sono i generatori di un gruppo di Lie e « ¢ il parametro di trasfor-
mazione associato. La variazione di simmetria associata e

85 (zt) = —iaGe (") (5.90)

Uno degli esempi piu importanti di queste simmetrie si ha per G = 1
(simmetria® U (1)) nel caso di un campo complesso ¢, dove la trasforma-
zione diviene semplicemente il prodotto per un fattore di fase costante.

Altri esempi importanti sono quelli del tripletto o dell’ottetto di campi
@;, dove si assumono G i generatori di una rappresentazione di SU(2) o
SU (3) rispettivamente?.

5.6.1 Simmetria U(1)

Data la lagrangiana di campo L (z*, ¢ (2*),9,¢ (2*)) che dipende solo da
combinazioni scalari dei suoi argomenti, avremo che essa risulta invariante

3A cui ¢ associata la legge di conservazione della carica nelle interazioni
elettromagnetiche.

4Vi sono associate rispettivamente le leggi di conservazione dell’isospin e
dell’invarianza nelle interazioni forti.
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per trasformazioni di U(1) del tipo ¢’ = —i¢. Se L ¢ la densita di lagran-
giana allora 6, = 0 e utilizzando prima la chain rule e poi le equazioni di
Eulero-Lagrange per il campo relativistico avremo

oL d oL oL
o= (5 - iine) v (amare) =0 O
da cul otteniamo la corrente
. oL

Per un campo relativistico scalare complesso, avremo
L= 0,0 0"p —m?p*p (5.93)

Tenendo conto di parte reale e immaginaria nella corrente che abbiamo
ricavato, otteniamo infine

Ju = =1 (¢ 0up = (0u¥™) ¥) (5.94)
Per un campo di Dirac libero avremo invece
Ju =YY" (5.95)

5.6.2 Simmetrie SU(N)

Per simmetrie pitt generiche® ci limitiamo a dire che le relative variazioni
simmetriche sono

dsp = —ia; G (5.96)

da cui la corrente conservata

oL
G
0 (f%ﬂ) v

Ji (5.97)

=i

5.7 Regole di commutazione

5.7.1 Meccanica quantistica
Relazione di indeterminazione di Heisenberg

Supponiamo di avere due operatori, A, T hermitiani che non commutano;
il loro commutatore dunque e diverso da zero e si puo considerare come un
terzo operatore © = [A, Y]. Ma abbiamo un piccolo problema: © # O =
—0.

Per risolvere I'inconveniente di dover lavorare con un antihermitiano, de-
finiamo nuovamente ¢© = [A, T], che come il lettore potra adesso verificare,
€ hermitiano.

In uno stato |¢ >, il valor medio di i© sara

<[AY] >p=10y =1 < YO >

5In realta si dimostra che SU(2) e SU(3) non sono simmetrie esatte come U(1).
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5.7. Regole di commutazione

da cui sviluppando si ottiene
<YIAT[Y > — < P|TA[Y >= 1Oy

Ma abbiamo operatori hermitiani, per cui BA = BTA! = (AB)f, che
andando a sostituire porta a

<YATp > — < P|(AT) |y >=i0,,
Ma dalla definizione di operatore hermitiano avremo
< YIAT|Y > — < YP|AT[Y >"=iO,

che ¢ la differenza di due numeri complessi coniugati del tipo (z + iy) —
(x — iy) = 2iy, per cui si avra

1
23{< VAT >} = Oy = [S{<YIAT|Y >} = 5[Oy]
Vogliamo vedere il primo termine come il prodotto scalare dei termini <

YA =< Pa| e [1hy >= Y| >, e poiche < Y|A = ATjp >= Alp >= |y >,
abbiamo

1
| < Ualpy > | = §|9w|

ma per la disuguaglianza di Schwarz:

V< hala >< Pyl > > %|@w| =

— V<IRIG S< TG > > 110y

poiche < Pplpa >=< |AA|p >=< ¥|A%|p > e analogamente per Paltra
norma.

Introduciamo adesso due nuovi operatori (indicando A =< ¥|Al¢p > e
analogamente per T):

AN=A—-A
AT ="T-70
Come & facile mostrare, [AA, AY] = i©, per cui visto che usare questi o gli

operatori precedenti non cambia nulla nella relazione di Schwarz, possiamo
scrivere

1
V<UI(AA)2[Y >< PAT)Y > > S0y
Poiche < 9[(AA)?[1) >=< P|(A — A2 | >= . =< A2 >, — < A >2,

e analogamente per Y, ci accorgiamo che abbiamo il valore dei rispettivi
s.qm. (0A e §7) al quadrato, per cui, sostituendo inoltre O, arriviamo a

SAGT > 2| < 9l [AT][ >y | (5.98)

che rappresenta la relazione di indeterminazione di Heinseberg per una
coppia di variabili incompatibili o osservabili che non commutano.
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Applicando alla posizione e all’impulso, secondo la notazione introdotta
in precedenza, otteniamo

1
5R15PJ > §h61] < 1/)|1/) >
Nel caso in cui abbiamo normalizzato correttamente a 1, invece si ha

SROP; > Shoy (5.99)

Impulso-Posizione

Possiamo ammettere 1’esistenza di operatori invarianti per traslazioni nello
spazio di Hilbert e potremmo azzardare che come nella meccanica hamilto-
niana, essi siano correlati all’impulso.

Il fatto che un operatore sia invariante significa che il traslato e il
non traslato hanno lo spettro degli autovalori identico e il loro insieme
di autovettori coincide. Dal punto di vista fisico cosa accade?

Poiche il valor medio prima e dopo la traslazione non muta, e A = A/,
avremo < ¢'|Aly)’ >=< 9|A|p >. Dalla definizione di A’, si ha

A= UdAU_d — AUd = UdA

cioe A commuta con Uy e questa rappresenta sia una condizione necessaria,
sia sufficiente. Se si compiono piu traslazioni, con tutti gli operatori che le
definiscono deve accadere questa stessa cosa.

Se d = dn, abbiamo la trasformazione infinitesima Uy = I — %dPn,

essendo P, = n - P, per cui sostituendo nella relazione di commutazione:

AMI = 7dPy) = (I = dP)A = P,A = AP,

ossia ancora una volta una commutazione. Questa e la condizione che ci
interessa per l'invarianza del generico operatore A lungo la direzione 7.
Inoltre questa condizione indica che i 2 operatori hanno autovalori comuni
€ possono essere misurate contemporaneamente.

Supponiamo che A sia invariante rispetto a tutte le direzioni dello spazio:

[A, ﬁ] =0. Se A= 16, questo vale sicuramente, cioe I'impulso & invariante
per traslazioni. Al contrario questo non vale per l'operatore posizione ﬁ,
ovVVvero {ﬁ, 16] # 0.
Per loperatore posizione lungo l'asse z (X |7 >= x| >):
X' = UpXU} = X'|F >= Uy XUJ|7 >
Ma Uy|7 >= |7+ d > & I'autostato traslato, percid
UiX|x —dy,y—dy,z—d, > = (v —dg)UsX|x—dy,y—dy,z—d, >
= (z—dy)|F>
= X'|F>=(z—d,)|F >

cioe loperatore traslato ha per autovalore  — d,, e non x +d,. Ma X|r¥ >=
x| >, pertanto X'|F >= (X — d,)|7 >, valido per ogni 7, quindi passando
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alla notazione operatoriale, R =R-dl , che ¢ valida anche per traslazioni
infinitesime.

Il nostro prossimo obiettivo e quello di vedere di quanto non commutano
ReP.

Sia d = di infinitesimo, per cui
X' = UXUL = (I - %dpn)X(I + %dPn) - X+ %d(XPn — P, X) + o(d?)
Ma anche nel caso infinitesimo ¢ X’ = X — d,I, e poiche d, = dn, si ha

X —dn,I =X+ %d(XPn - P,X)= XP,— P, X =ihn,I
Adesso supponiamo che la direzione n sia quella dell’asse z; allora n, = 1
e XP, — P,X = [X, P;] = ih, quindi sono osservabili incompatibili.

Al contrario, sia lungo la direzione y che z, il coseno direttore & nullo,
poiche ci troviamo in una terna ortogonale, per cui [X, P,] = 0, [X, P,] = 0.

Se indichiamo con R; la componente i—esima del vettore R (ovvero
i = 1 indica z, e via di seguito), e analogamente con P; la componente

.
j—esima del vettore P, possiamo riassumere le relazioni come

[R;, P;] = ihdy; (5.100)

Componenti del momento angolare

Una rotazione infinitesima fa cambiare di poco il vettore ruotato, e come
per le traslazioni possiamo scrivere

Ra(6p) = I — %&pJn (5.101)

essendo J, il generatore delle rotazioni infinitesime attorno all’asse n. E’
facile mostrare che J,, = JT. A meno di infinitesimi di ordine superiore

Jp = Jung + Jyny + Jon. (= J-0) (5.102)

che ci dice che i 3 operatori generatori delle rotazioni infinitesime attorno
agli assi coordinati, combinati insieme possono produrre un qualsiasi ge-
neratore attorno a qualsiasi asse. Data la struttura di prodotto scalare,
immaginiamo di poter parlare di un vettore J detto momento angolare, che
nel limite classico deve avere le stesse proprieta del momento angolare che
gia conosciamo. Possiamo riscrivere la generica rotazione infinitesima come

Ra(6¢) =1 — %5<pj~ i (5.103)

Supponiamo di fare una rotazione finita di ¢ attorno ad n: dividiamo in

N parti uguali §p = %. La rotazione totale sara il prodotto di N rotazioni

uguali di angolo d¢:

N N . N
Rat) = [T () = [Ra(2)]” = [1- £%2.]

=N Ra(p)=e 7% (5.104)
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5.7. Regole di commutazione

Infine [Jy, Jo] = ihJs e cosi via le altre relazioni. Poiche il gruppo non &
commutativo, le componenti di J non commutano tra loro. Volendo scrivere
in forma compatta quanto detto, abbiamo

Possiamo anche definire 'operatore J? = J? + J3 + JZ e si pud facil-
mente mostrare che vale la commutazione [J 2, Ji} = 0. Ne deduciamo che,
per esempio, {J2,J.} forma un sistema di osservabili compatibili, quindi,
essendo hermitiani, tali operatori avranno un sistema di autovettori in co-
mune |j,m >. Non & detto che esso sia il massimo insieme di osservabili
compatibili: indicando con 7 l'indice relativo ad altri operatori che godo-
no di questa proprieta e che supponiamo servano per completare I'insieme,
avremo gli autovettori |7, j, m >. Tale indice ci rende conto solo della de-
generazione, dunque al momento non lo riportiamo nei nostri calcoli per
snellire la trattazione. Valgono le relazioni

{ J2j,m >=h%j(j + 1)|5,m >

J2|j,m >= hml|j,m > (5.106)

Introduciamo anche due operatori, definiti come

Jr =J1 £y

per cui [Ji = JH L’algebra che ne viene fuori puo essere riassunta nelle

relazioni seguenti:

[J., 4] = hJy [J.,J_]=—hJ_ [(Jy,J_]=2hJ,  (5.107)
J Jy=J*—J.(J.+h)  JJ =J*—J.(J.—h)  (5.108)
[y, J?] = (5.109)
da cui
1
J? = §(J+J, +J_Jy) + J? (5.110)

il che implica che i suoi autovalori sono positivi. Infatti:

1
<P >= S [< O T > + <yl Tyl >]+ < g2 >

5.7.2 Regole canoniche

Le regole di commutazione quantistiche si possono ottenere in modo assai
pil elegante a partire dal formalismo lagrangiano. Se ¢;(t) sono le coor-
dinate generalizzate e p;(t) i relativi momenti coniugati, nello schema di
Heisenberg imponiamo che queste grandezze diventino gli operatori ¢; ; ()
e p; i (t) che soddisfano le regole di commutazione canoniche

[Birr (1), Gy (8)] = —ihH6,; (5.111)

[Bi ()55 (D] =[G (1), 4 ()] =0 (5.112)
e postuliamo ’equazione del moto di Heisenberg
d . i A oA 9 -

791 =7 {HHaOH} +50n (5.113)

per ogni osservabile Og (t) = O(t, pr (), Gu (t)).

116



CAPITOLO 6

Teoria di campo gravitazionale

Work in progress...
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CAPITOLO [

QFT

7.1 Regole di commutazione

Per giungere a delle regole di commutazione in teoria dei campi, vogliamo
procedere come nel caso quantistico, promuovendo ad operatori le osserva-
bili fisiche implicate nella trattazione e utilizzando un formalismo covariante
basato sui momenti.

Sostituendo alle somme gli integrali e alle § di Kronecker quelle di Dirac,
passiamo da una trattazione discreta a quella continua, che ci interessa:

[H(f, t), (@ t)] = —is%(@ — o) (7.1)

avendo trattato ¢ come g e I come p del caso canonico quantistico.

Consideriamo una trasformazione di traslazione che fa passare da un
set di stati ad un altro, ma che vogliamo lasci inalterate le ampiezze di
probabilita: < |p >=< ¢’|¢" >.

In questo contesto le componenti ¢,.(x) sono operatori, ma il fatto che
le quantita trattate siano scalari non garantisce I'invarianza relativistica,
dobbiamo infatti considerare condizioni sugli operatori.

Classicamente . (') = S,sps(z), passando alla QFT avremo

< Galor(@')|d >= Srs < dales(2)lds > (7.2)

Come abbiamo visto nei paragrafi precedenti, l'invarianza per traslazioni
implica l'esistenza di un operatore unitario che genera la traslazione: noi
richiediamo che accada ancora la stessa cosa e che esista U tale che <
¢l| =< ¢a|U(a,b) e pertanto

< G |U(a,b)p, (2 YU a,b)|ps >= Srs < daler(®)|ds >=
U(a, b)(pr(:zr/)Ufl(a, b) = Srs0s (17) = <p5(zc + b) (7-3)

L’operatore in questione avra la forma
Ule) = e"rP" =14 e, P" (7.4)
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

con P, hermitiano, I'impulso del campo. Sostituendo nella (7.3) avremo
infine

i[P", por(x)] = 0" (2) (7.5)

A primo membro abbiamo P* che a sua volta dipende dal campo tramite
II. A questo punto ci chiediamo se la (7.1) ¢ compatibile con la relazione
precedente: di fatto questo si verifica sostituendo a P* la sua definzione
(5.48). L’operatore che genera la trasformazione infinitesima diventa quindi

1

Ulep) = 1+ 5 6u M™ (7.6)
dove M*" ¢ hermitiano e deve valere la relazione
i [Mﬂya SO’I‘(‘T)] =2"0,0r — xl/au‘:or (7'7)

della quale va verificata la consistenza con la regola di commutazione della
procedura di quantizzazione a partire dalla definizione (5.56).

7.2 Procedura di quantizzazione del campo

Adesso abbiamo gli strumenti necessari per procedere alla quantizzazione
del campo. Cio che dobbiamo fare e:

o Definire I’equazione del campo’;
e Ricavare la lagrangiana del campo;

e (Calcolare i momenti cinetici coniugati delle componenti del campo e
poi definire le regole di commutazione quantizzate;

e Ricavare I’hamiltoniana del campo e determinare le correnti e le cari-
che di Noether in forma covariante e secondo il formalismo di seconda
quantizzazione.

7.2.1 Campo scalare reale spin-0

Abbiamo gia visto che 'equazione del campo ¢ la (4.5) e che la sua lagran-
giana & (5.15), per @ reale, con IT = ¢.
Le regole di commutazione (allo stesso istante ¢) sono

[ﬂamﬂﬂﬁqumzo (7.8)

[mam¢@¢ﬂ=4ﬁ@—ﬂ) (7.9)

essendo dunque I'hamiltoniana H la (5.17) con carica di Noether il 4-
impulso del campo P* = (P°, P) dato da

PO = /d%H P = —/d%nw (7.10)

1Come abbiamo gia fatto per i campi (4.5) e (4.26).
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Decomponiamo il campo in modi di Fourier (nellipotesi che il volume
spaziale sia infinito) secondo la

{ake_“” + aLe“” (7.11)

( )/ﬂ
= v/ (27)3 2wy

con wy = VkZ +m?2 e avendo denotato con kx il termine px essendo i =1
e indicando con questa notazione la differenza wt — k - & per semplicita.
Siano

- 1 ik - 1 "
Zt) = ——e""" e (1) = ———¢e""" 7.12
FulE 1) = ™ fi(E1) = e (7.12)

Possiamo definire il prodotto scalare

U@hﬁ:/fﬂm@ﬁ%h@w—h@ﬁ%ﬁ@ﬁ] (7.13)

come lelemento di matrice della carica elettrica Q(t) che si conserva nel
tempo e normalizzare le funzioni d’onda secondo le relazioni di ortogonalita

(s fr)e = (K =K (fia f[i)e = =0k —F)  (fir, fi)e =0 (7.14)

Il ruolo delle ampiezze ay e a;fc e quello di indicare il peso di un modo en-
trante o uscente nella decomposizione data: questi termini sono i candidati
a divenire gli operatori di creazione e annichilazione.

Con 'espansione in modi di Fourier e le relazioni di ortogonalita perve-
niamo a

al = (or(@, 1), (1) ar = —(P}(E, 1), or(t)) (7.15)

che possiamo riscrivere

R S S 2eF T [4iTl(z T
{az}‘e“ m/d?’ P [ll(@) + ()] (7.16)

essendo k%zy = wyt. Per le regole di commutazione del campo si ottiene
dunque

—

[a(E),a(;«)} - [a*(é),aT(H)} =0 [a(E),aT(E/)} =Bk —K) (1.17)

In questo contesto viene creato uno stato di particella singola di mo-
mento fissato p = k secondo la

Ik >=all0 > (7.18)

a partire dallo stato di vuoto (non dallo stato vuoto) |0 > o distrutto
secondo la

aplk >=10 > (7.19)

che riporta allo stato di vuoto. Abbiamo dunque trovato il legame tra
campo e particella che ci interessava per ricondurre la teoria alla paratica.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Nel caso generale di creazione (e analogamente per il caso di annichila-
zione) di ng, particelle in stati |k; > avremo

ey ey, >= N (@, )™ ()™ (@], )™

0> (7.20)

La funzione d’onda della particella creata e da data dagli elementi di
matrice
1

. . . 1 }
< 0lp(z) |k >= ————e"" < klp(z)|0 >= ——"7(7.21
le(2)] oo le(2)] 2 2m (7.21)

Inserendo l'espansione in modi di Fourier nell’espressione dell’hamilto-
niana, dopo un po di algebra si ricava 'operatore di Hamilton in funzione
degli operatori di creazione e annichilazione:

o1
= / Pl [ + x| (7.22)
e I'impulso
5_ 1 =P S PPN |
P=z | &k |afax + aal (7.23)

Quanto trovato mette in evidenza che le grandezze fisicamente impor-
tanti per il campo scalare reale a spin-0 si esprimono come somma di un nu-
mero infinito e continuo di termini di tipo oscillatore armonico. L’autostato
o1 deve soddisfare ’equazione

" R 1
Hygr(ni) = wi(fe + §)¢k(nk) (7.24)
essendo dde = ny 'operatore numero i cui autostati hanno per autovalori i
numeri di occupazione ny, degli stati corrispondenti. Analogamente avremo

Bon(m) = Flin + 3)6x(m) (7.25)

Di fatto se il ground state si trova ad un’energia E, applicando una volta
ELL otteniamo una particella ad un livello energetico pari a E + wy, che per
le posizioni fatte in precedenza porta alla conclusione che AE = k2 + m?2,
in perfetto accordo con le leggi della relativita.

Energia di punto zero e prodotto normale

Da quanto abbiamo potuto vedere, il campo ¢ dunque un’infinita collezione
continua di operatori di creazione e annichilazione e non ha un numero
definito di particelle.

La grandezza ¢ non e lo stato del campo ma ’autostato di Hy, singolo
modo di oscillazione, indipendente da tutti gli altri (le funzioni d’onda
relative ai diversi stati sono tra loro ortogonali). L’autostato del campo
sara dato da

@(nklnkz...nki) = H¢k(nk) (7.26)
k
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

e noti i numeri di occupazione ny, dei modi, il campo ¢ totalmente definito.
Se non vi ¢ alcun stato eccitato avremo ®o = [[, ¢x(0) (n = 0 per ogni
k), cioe ogni oscillatore & al ground state, non ci sono particelle.

Notiamo che al ground state I’energia di ogni singolo oscillatore non e
nulla, ma vale %w, per cui lenergia di ®( ¢ pari ad una somma di infiniti
termini positivi e pertanto diverge: allo stato fondamentale I’energia del
campo ¢ infinita?.

Tuttavia a noi non importa il valore del campo ma le differenze che
sorgono quando si creano o annichilano particelle. Se a questo valore di-
vergente sottraiamo il valore di aspettazione del vuoto (I’energia di punto
zero) ecco che annulliamo la divergenza. Indicando con

. 1
Ey =< 0|H|0 >= 5 Zk:wk (7.27)

tale valore, possiamo rimpiazzare H con
H:= H— < 0|H|0 > (7.28)

essendo : H : il prodotto normale di H ; d’ora in avanti, dove questo non
provochi confusione, ometteremo il simbolo " di operatore. Il prodotto nor-
male ¢ cosi definito: in un prodotto arbitrario di operatori di creazione
e annichilazione i :: lo riordinano in maniera tale che tutti gli operatori
di creazione si trovino alla sinistra degli operatori di annichilazione. Per
esempio

salax + aral = 2alax

In questo modo, se definiamo ¢ = () 4+ (=) e

o) = / Crage ™ o) = / d*kaf et (7.29)
avremo
00 = o) ) 4 o)) 4 o)) 4 5 ()

Per spostare a sinistra gli operatori di creazione dobbiamo sfruttare le
relazioni date dai commutatori ottenendo infine

o = (7)) 4 20 p(H) 4 L) (F) (7.30)
dove stavolta < 0] : pg : |0 >= 0. Analogamente si verifica che

CH =) wgalan (7.31)
k

Le interazioni gravitazionali per esempio sono fortemente sensibili alle
oscillazioni del vuoto e la quantizzazione della teoria gravitazionale por-
ta sempre a trovare un valore infinito per la costante gravitazionale che
sperimentalmente sembra assumere valore nullo.

211 lettore non deve confondere questa divergenza con quella dovuta allo sviluppo in
serie perturbativa.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Quando quantizzeremo il campo di Dirac vedremo che I'energia del vuo-
to assume la stessa forma di quella del campo scalare, ma di segno opposto?,
di modo che I'energia totale del vuoto, tenendo conto di bosoni e fermioni,

N

(§]

Eﬁg@:% > wk—% > wk (7.32)

k,bosoni k,fermioni

Dallo sviluppo in serie di wy = v/k2 + m? si nota che I’energia del vuoto
puo essere finita se 'universo contiene tanti campi di Bose quanti campi
di Fermi e se le somme delle potenze pari delle masse di fermioni e bosoni
coincidono.

7.2.2 Campo scalare complesso spin-0

La lagrangiana che usiamo in questo caso & la (5.15) per ¢ complessa,
che fisicamente si traduce nel trattare campi di particelle cariche a spin
0 (che possono essere trattate altrimenti con 2 campi scalari). Questi 2
campi, ¢1(x) e p2(x), devono soddisfare 'equazione (4.5) e la lagrangiana
corrispondente ¢ data dalla somma delle 2 lagrangiane corrispondenti. 1
momenti coniugati sono II, = ¢* e II,« = ¢ con hamiltoniana (5.18).

Le regole di commutazione vanno scritte per entrambi i campi e sono

[o(x),0(2')] = [¢"(x), 0" ()] = 0 [p(x),¢"(2')] = —id (T — a7) (7.33)

[y (2), p(a')] = My (), ¢* (2)] = —i8%(& — /) (7.34)

tutti gli altri commutatori si annullano. Analogamente a prima espandiamo
in modi di Fourier

|:a;k+€7ikm + az_eikm} (7.35)

>k
ele) = / N

e sotto considerazioni simili otteniamo

a iz 1 o .
{ dit }—ei k W/dB;pe?k [:I:ZHT(x)—l-pOga(xﬂ (7.36)

e gli operatori hermitiani aggiunti corrispondenti. Questi 4 operatori com-
mutano tra loro eccetto

—

{a,H, aL,J — (k- ) [dk_,az_} = (k- ) (7.37)

Se ELL+ crea una particella di energia vk? + m? e carica +1 e ar+ la

annichila e dL_ crea una particella di medesima energia ma carica opposta

e ap_ la annichila, avremo

E>=al, 10>  |[k>=a} 0> (7.38)

ik >=10>  ap_lk>=0> (7.39)

311 cambiamento di segno si verifica per tutti i campi a spin semintero.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

e anche
W= al ane ny = al_an- (7.40)

Nel caso generale di creazione (e analogamente per il caso di annichilazione)
di ng, particelle di carica positiva in stati |k; > e fig, particelle di carica

negativa in stati |k; > avremo

[Pky Moy oo Ty 5 Ty Mg o Mg, >= N(d;l+)n’“1 (d22+)nk2 ,,.(ELL#)MI’ .

(@), )™ (af, )™=...(af )"0 > (7.41)

2

L’hamiltoniano sara
H= /d3kwk {deH +al ap +1 (7.42)
mentre 'impulso, in funzione degli operatori numero sara

Py = ku(if +ny) (7.43)
k

Per I'annullarsi della 4-divergenza della corrente di Noether j#, abbiamo
visto che si conserva la carica di Noether (5.42) che prende il nome di carica
elettrica che qui riscriviamo come

Q = i/dgx(sﬁ*sb—w*) = /d?’k(dham —af_ay-)

/ dk(Af —ny) (7.44)

il cui significato & quello di contare i numeri di occupazione dei quanti di
carica positiva e negativa e poi sommare su tutti i possibili modi su k.
Ancora una volta il ground state assume un valore infinito, quello di
carica, che pero e eliminabile con una procedura analoga a quella trattata
nel paragrafo precedente.
Il valore di energia di aspettazione del vuoto e stavolta

By =< 0[H|0 >= " wy, (7.45)
k

che differisce da quello del campo scalare reale spin-0 per un fattore 2, come
del resto c’era da aspettarsi avendo il campo complesso scalare 2 gradi di
liberta anziche 1. Anche in questo caso valgono le considerazioni fatte nel
paragrafo precedente.

7.2.3 Campo di Dirac spin—%

L’equazione del campo & la (4.26) con lagrangiana (5.19) e hamiltoniana
(5.21). T momenti coniugati sono II,, = i)' e II; =0.

Se ¥ ¢ un campo di Bose allora le regole di commutazione del campo
sono date da

[wa(f, £), 0l )] = 8@ — &) (7.46)
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Se al contrario esso rappresenta un campo di Fermi (come nel caso del
campo di Dirac spin—%), per via delle considerazioni fatte nel capitolo sulla
seconda quantizzazione riguardo il principio di Pauli e il determinante di
Slater, avremo

{wa(fv t)vwgi(‘r_;v t)} = 63(5 - *%_'7)5&5 (7'47)

ovvero una relazione di anticommutazione*. Decomponiamo in modi di

Fourier il campo:

. Pp [m i :
) = — = |bysu(p, P dl w(p,s)e” 7.48
6@ =3 [ s[5 oo e+ dhatp ] a9

essendo gli operatori di creazione e annichilazione tali che

2t - 3t _ 5
b, |0 >=[p,s > dy, 5|0 >=|p,s > (7.49)
bp.s|Dy s >=10 > dps|pys >=10 > (7.50)

Procedendo come nei casi gia trattati perveniamo alle forme scalari

bps = (fpuso ) db = (.00 (7.51)

che esplicitamente divengono

. _ 1 .

bp,s = ezPOIOW‘ /EﬂuT(p, s)/dga:eﬂp'zd)(x) (7.52)
P

I e—ipoﬂﬂo

p,s — \/ﬁ Eﬁva(p, s)/d%eiﬁ'iw(x) (7.53)
(7.54)

dalle quali ricaviamo gli anticommutatori non nulli

s m [m I -
{bp.ss bl o} = VENE ul(p, s)u(p', ') (5 — p') = 6°(F — p/)35,9/(7.55)
P P’
5 s m[m I -
{dpsdly o} = VENE vl (p, s)o(p',s")6° (5 — p) = 6°(5' — p')85,5/(7.56)
P P’

da cui gli operatori numero

Wt =0 by, 0T =dl dy (7.57)

Partendo dall’hamiltoniana del campo, inserendovi ’espansione di Fou-
rier e sfruttando le leggi di ortogonalita trovate, giungiamo a

H= Z/d‘?pEp(i)L’si)p,S — dp,sdf ) (7.58)

4In breve ricordiamo che l’applicare due volte l’operatore di creazione al ground
state deve restituire un risultato nullo, poiche per il principio di esclusione di Pauli non
possono trovarsi due fermioni nello stesso stato quantico. Analogamente applicando due
volte allo stesso stato I'operatore di annichilazione dobbiamo ritrovare lo stato di vuoto.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

Notiamo che I’hamiltoniano non ¢ limitato inferiormente; di fatto d crea
uno stato a energia negativa (—E,, —p). L’insieme di tali stati di vuoto ad
energia negativa viene definito mare di Dirac.

Infine, la carica elettrica che si conserva nel tempo, come abbiamo
trattato in precedenza, possiamo scriverla come

Q= /d% ULV (7.59)

L’ipotesi supersimmetrica

Se supponiamo che per ogni particella fermionica esista un partner super-
simmetrico di spin intero (per I’e™ e il quark top ¢ a spin % si avrebbero
il selettrone se™ e il superquark stop st a spin 0), otteniamo una costante
cosmologica A = 0.

Le masse delle particelle supersimmetriche dovrebbero essere uguali a
quelle delle loro partner perche tutto funzioni; tuttavia tutto lascia pensare
che nel caso in cui esistano, le loro masse siano di gran lunga differenti dal
valore atteso e tale asimmetria andrebbe spiegata dalla teoria ad una scala
energetica oggi non raggiunta.

7.2.4 Campo di Maxwell

I gradi di liberta del campo elettromagnetico sono 2, corrispondenti alle
2 polarizzazioni del fotone, che ne ¢ il quanto fondamentale. Tuttavia il
campo A, ha 4 componenti.

Quantizzare la teoria da una procedura che restituisca il giusto numero
di gradi di liberta complica non poco il problema. Esiste una procedura
alternativa che rende manifesta la Lorentz-covarianza, a costo di introdurre
stati a norma negativa detti ghost, che danno contributi agli elementi di
matrice tali da rendere tutto consistente. La densita di lagrangiana classica
per il campo e

1 1
Lem(z) = 5 [E* — B?] = —ZFWF‘“’ (7.60)

essendo F e B i campi elettrico e magnetico rispettivamente, invarianti co-
me sappiamo per trasformazioni di gauge®. Le equazioni di Eulero-Lagrange
portano a

OF,, =0<«<= F,, =0,A, —0,A, (7.61)

La componente temporale del campo ha momento® II° = 0, pertanto non
puo divenire un operatore, mentre le componenti spaziali hanno momenti
0L

M= =" — A, — 9;Ag = E° 7.62
oA 0 (7.62)

5Abbiamo gia visto che la trasformazione A,, — A, + 9,,f non cambia le equazioni
del moto.

6Questo annullarsi del momento porta all’equazione . v E(f, t) = 0, che ¢ la legge
di Coulomb per campi liberi, conosciuta anche come legge di Gauss.
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con densita hamiltoniana
H = % [E*+ B* +E-VA° (7.63)
da cui 'operatore di Hamilton”
H= /dS:cH = %/d% [E* + B?] (7.64)

Dobbiamo ora trasformare questi campi in operatori e costruire le regole di
commutazione per quantizzare la teoria:

[A“(f } [nz 7,1), nﬂ‘(g?,t)} —0 [Hi(f, t),AO(a?/,t)} )

—

[Hz(f 1), A (), )] [EZ( 0, Aj(ff,t)} = _i0,;3(F— ) (7.65)

Calcoliamo la divergenza (che agisce solo sui termini in Z) dell’ultima
equazione:

[—ﬁ B, A (e, t)} (= 0) = —i0; V83 (& — 2') = —iV,;83(F — 2) # (7.66)

poiche

. Brk Bk
N7 . S3 (7 ) — s 2N ik(F-at) | N k(2 ’)
iV;0° (% —a') =V; [z/ (27T)3€ } z/ (27T)3€ k; #0

che ¢ in disaccordo con la legge di Gauss, per cui la teoria costruita e incon-
sistente e dobbiamo ricostruire le regole di commutazione. Per realizzare
cio sostituiamo al commutatore che non va, la regola di commutazione

[Hi(f, t),Aj(:;’,t)} - [Ei(f, 1), A )| = —idd (@ —a')  (7.67)

essendo 07 la funzione & trasversa definita come

g . 3. .
5 (& — a7 = / (;lw'; iF(3-47) (51 _ kklj) (7.68)

la cui divergenza stavolta si annulla, rendendo consistente la teoria. Da
questo si verifica facilmente che

[Hi,%-ﬂ - [Hi,ﬁ~ -E} - (7.69)

da cui se ne deduce che divA & un c—number come A° e non entra nella
quantizzazione: di fatto k- A = 0 (dunque k || A) per cui la componente del
campo nella direzione del moto e A° non sono gradi di liberta, ottenendo
infine quanto volevamo. Possiamo rendere evidenti i 2 soli gradi di liberta
scegliendo un’opportuna gauge, detta radiation gauge o gauge di Coulomb:

"L’integrazione per parti del termine E - VA si riconduce al calcolo di un integrale
che si annulla per il teorema di Gauss e di un altro che si annulla in virtu della legge di
Gauss —V - E(Z,t) = 0.
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

AY =0,V - A =0 (che tuttavia non & messa in forma covariante). In tale
gauge 1" = —A;(Z,1).

Adesso che le regole di commutazione sono ben definite possiamo espan-
dere in onde piane il campo A*:

“R ek (B, Nag,y + e*met (B, Naf, | (7.70)

/\/WZ[

essendo e“(k, \) = (0,&(k,\)) i 4-vettori di polarizzazione. Se indichiamo
con A = £1 i 2 stati, possiamo scrivere

cos B cos ¢ Fisin ¢

&k, £1) = F— | cosfcos¢+ising (7.71)
V2 —sinf

tali che
ek N) k=0 &k, N\ ek, N) = = ek, Neu(k, N) = gan (7.72)

Detto cio avremo

{ ke (B N — e (B, N)al ﬂ?.??,)

Seguendo la solita procedura, ricaviamo infine

Ak | tik®z 1 6“*(1 A)
{ il 5 }‘e m{ e (K, \) }
/ Pae™ R [LiA(F, 1) + KA, 1) (7.74)
da cui le leggi di commutazione
ks dwo] = [alnadn] =0 [aeasal ] = oweE=#) (7.75)
L’hamiltoniano assume dunque forma
H= /d3 /\21 Wi, (ak Ak T ;) (7.76)

con valore di aspettazione del vuoto

Ey =< O0[H|0 >=" "y, (7.77)
k

7.2.5 Campo di Proca spin-1

I momenti canonici del campo sono II, = —F7,, dove nel caso del cam-
po di Proca reale, dunque non carico, possiamo tralasciare il simbolo di
coniugazione complessa.

Come per il campo di Maxwell la componente temporale V (z) del
campo di Proca non ha momento canonico, per cui abbiamo che Il = 0.
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Per le componenti spaziali, le regole ci commutazione canoniche equal-time
Sono

[IL (t,2), V7 (t,7)] = —idls® (@ -7)
[nj (t,@), Vi (t,f)} = —idle (-7 (7.78)
I commutatori che includono VY possono essere calcolati a partire dalla
relazione V0 = — 5130, F*°, ricavando
[VOT (t,8), V' (t,:ﬁ”)} - #aﬂs{ﬁ (@ — 7
VO(t,z), v (@) = 0 (7.79)

In termini di seconda quantizzazione avremo

i &Pk .
re /\/(27T)32wk sszzo,:il

S (A (7.80)

,zkze,u (k}, 53) dk,S3

Per le particelle massive possiamo scegliere di indicare gli stati di polariz-
zazione con le orientazioni cariche di spin ss, ovvero la terza componente
del momento angolare nel riferimento di quiete della particella.

Con la condizione 9, V* (z) = 0 il vettore di polarizzazione soddisfa la

relazione ke (k:, 53) =0, da cui i 3 vettori di polarizzazione

0 0
1 1 0
iz - T Iz —
(0, £1) 5| ¢*(0,0) 0 (7.81)
0 1

che sono ovviamente autostati della matrice 4x4 del momento angolare L
e di L2. 1 vettori di polarizzazione per il generico momento k si ottengono
applicando le matrici di boost By, (k):

e (1;’ 53) = By (k) e (0, s3) (7.82)

Da notare che il vettore € (E, O), permesso per particelle massive vettori,

e detto anche vettore di polarizzazione longitudinale. Detto cio notiamo che
e verificata la condizione di ortogonalita

€ (/2, 33)* et (/2, sg) = 0,5, (7.83)

da cui, eseguendo il boost del vettore di polarizzazione in quiete a un
momento kH = (wk, 0,0, k3) nella direzione dell’asse z, otteniamo

0 k3

R 1 N 1 0
(K2, £1) = F b e (k°2,0) = i 0 (7.84)

0 W
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7.2. Procedura di quantizzazione del campo

da cui la matrice della relazione di completezza
R v N * 1 . 2
Z e (k3z, 83) € (k3z, 53) = Wdlag (k3 1,1, w,%) (7.85)

53

Riscrivendo
1. 2 » .
Wdlag (k3 1, 1,wi) =—g"+ Wdlag (koko, 1,1, k3k3) (7.86)

avremo infine
. o * kPEY
Ze“ (k,83) €” (k, 33) =P =— (g“” - W) (7.87)
Ss3

che ¢ la relazione di completezza cercata che puo essere riscritta nella base
dell’elicita a patto di eseguire il primo boost nella direzione dell’asse z e poi
ruotando intorno al momento k = (sin € cos ¢, sin O sin ¢, cos #). In questa
base la quantizzazione assume la forma

pw) = [ TR )
e /\/(Qﬁ)32wk )\_();tl[

eteet” (FA) o] (7.88)

—ik e ~
¢ 16% (k},)\) A N\

Introdotto il campo trasverso

1 v
VI(z)=V,+ Wa#a,,v () (7.89)

dove B”VE = 0, il campo di Proca puo essere espresso in termini di un
campo trasverso e del gradiente di un campo scalare 9, V" (z):

V,(2) = VI (z) - ﬁauayvu (z) (7.90)

che puo essere espanso in termini di 3 operatori di creazione e annichilazione
dL)/\, ak,» per i 3 stati di polarizzazione di elicita A = 0, £1 e di una coppia
di operatori d;s,dk,s per il grado di liberta scalare. Avremo dunque le
relazioni

[dk,v,dk/7y/] = |:d1];;)1/7d/1.c/71/:| =0 |:dka’/7d]1.q/)y/:| = _6kk/gl/l// (791)

dove v = 0,%£1,s e la metrica diagonale ¢,,» ha segnatura negativa per
A =0, %1 e positiva per v = s. Queste relazioni sono formalmente identiche
a quelle del campo di Maxwell ma con significato differente per v. Il campo
di Proca risulta in definitiva quantizzato cosi:

Bk . . . .
VH(z) = /7 3 [e*me# (k)\) g + €O (k)\) i \
\/ (27)? 2wy 3Z0,+1
o 1

+W73 [e_“”e“ (E, s) an s + T (/2, S) d21517.92)
(27‘1’) ka
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L’hamiltoniano assumera forma

. 1
H = /d3k Z W (d;)kflkﬁ)\ + 5) (7.93)

A=0,%1

con valore di aspettazione del vuoto

. 1 3
Ey =< 0|H|0 >= 5 > wp = 5k (7.94)
A=0,+1

dove il fattore 3 tiene conto degli stati di polarizzazione differenti.

7.3 1l propagatore

Misurabilita e causalita

Il concetto di misurabilita in meccanica quantistica e legato ai commutatori.
Il campo e misurabile in due punti x e y allo stesso istante ¢ solo se e nullo,
altrimenti

(@ o = [ s

_ T (emk(ey) _ ik —y))y — A —
Gy © ¢He) = Az — y)

poiche dipende solo dalla differenza = — y per via dell’invarianza per trasla-
zione. Sviluppando i prodotti dei 4-vettori in esponente possiamo riscrivere
la precedente relazione come

. 3. L
[Pl )] = ~gmgr [ e sinwn (a0 — ) = Ale =) (7.9
essendo Az —y) = A(Z — ¢,20 — yo) la funzione di commutatore. Se
xo = yo allora A(Z — 7,0) = 0 e quindi per ogni intervallo space-like® il
commutatore & nullo.

Uno dei primi problemi che ci poniamo € come porre in relazione due
campi in due punti diversi dello spazio-tempo. Si parla di propagatore: esso
stima la probabilita che ha una particella in un punto dello spazio-tempo
di essere rivelata in un altro punto.

Questa quantita ¢ fondamentale per trattare il problema con energie
negative: non cambia il propagatore ma il modo in cui si trattano le sue
condizioni al contorno. Feynman ha stabilito un criterio per trattare i
termini di energia positiva in tempi negativi e viceversa.

Nel caso di particelle libere esso € il valore di aspettazione del vuoto
prodotto time-ordered di due operatori di campo.

1l prodotto time-ordered tra 2 operatori A(t1), B(ts) viene indicato con

T |:A(t1)B(tg):| ; si esegue ordinando il prodotto dei campi rispetto al tempo,
ovvero se t; > ty allora si ha A(t1)B(t2), in caso contrario, B(t2)A(t1). In
breve, il campo piut piccolo sta a destra.

Nel caso si abbia a che fare con quantita fermioniche, & necessario porre
davanti ai termini della contrazione, il giusto fattore di permutazione A\p =

—

8Un intervallo si dice space-like quando Az? = (x¢ —1vy0)? — (£ —)? < 0; se maggiore
di zero si dice time-like, se nullo si dice di tipo luce.
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+1; per ogni permutazione dispari di posizione da quella originale il fattore
€ negativo, se la permutazione ¢ pari € positivo. Per i bosoni invece tale
fattore e sempre +1.

Possiamo definire simbolicamente meglio tale prodotto come segue:

Definizione 30 (Prodotto time-ordered) Dati gli operatori A(t1), B(t2)
st definisce il loro prodotto time-ordered, a partire dalla funzione O(t) di
Heaviside, come

T [A(tl)B(tg)} — O(t; — t2)A(t)B(ts) £ Ot — t1)B(t2)A(t1)  (7.96)

scegliendo l'operazione di somma per bosoni e di differenza per fermioni.

Detto cio possiamo costruire il propagatore per particella libera non re-
lativistica come valore di aspettazione del vuoto del prodotto time-ordered
degli operatori del campo:

G(Z, t; ! t') =< 0T [W(Z, t)¥t (2, ¢)] |0 > (7.97)

Sfruttando ’equazione di Schr. indipendente dal tempo per particella
libera non relativistica e la sua complessa coniugata vediamo che, trattando
il propagatore come una funzione d’onda e ricordando che

Ot —t)=06(t—1t") (7.98)

e le leggi di commutazione per campi fermionici e bosonici, si giunge a

(00 + 2292 G (7, t:00,t') = ihs (t — ) 6° (7 — )
G (f,t;;’,t’) (—mat, + %Vz) RS )5 (33_ 5/) (7.99)

che & la definizione di funzione di Green® per 'operatore differenziale di
Schr.

In QFT la medesima funzione di Green ¢ il propagatore implicato nella
risoluzione di equazioni differenziali non omogenee che trattano operatori
di campo.

Possiamo calcolare il propagatore in 2 modi. Nel primo partiamo dalle
definizioni, vi inseriamo l’espansione di Fourier degli operatori e operiamo
un po di algebra fino ad ottenere che

G@E tat) = O —1t) <0l¥@)e #EF(27)0 >
= O@t—t) < Utz >= G(Z — 2/;t — t'§7.100)

dove si nota chiaramente che il propagatore descrive 'ampiezza di proba-
bilita che una particella libera si propaghi nel senso ¥ — z' nel tempo
t—1t' > 0; per t —t' <0 G si annulla. Notiamo inoltre che G dipende solo
dalle differenze spaziali e temporali.

9La funzione di Green di un’equazione differenziale omogenea ¢ definita a partire
dalla soluzione di un’equazione non omogenea, con una funzione di Dirac per termine di
disomogeneita.
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Tuttavia nel secondo modo, possiamo avere una rappresentazione ope-
rativa del propagatore, in pieno accordo con le equazioni che lo definiscono
e con quanto detto in precedenza, tenendo conto che in analisi

ih
g —+E(t—t")
Ot —t') /_Oo dEe i (7.101)

come si puo facilmente verificare con il teorema dei residui per il polo E =
—in per t —t' > 0 e nel caso t —t < 0 dove non ci sono poli. Questa
relazione puo essere generalizzata a

ih

—_— 7.102
E—E0+i77 ( )

Ot — t')e 7 Folt=t) /OO dBe # =)
Sostituendo in questa Ey = % e per la (7.100) otteniamo infine
i[= (=7 ’ h,
Gz — 2t —1) /d3 / dEek [P @E—a)—B(—t >1272(7.103)
E— 2 +in

Da notare che il propagatore che otteniamo dalla trasformata di Fourier di
questo e

/d3/ dte” *PE-EOG(i 1) = m (7.104)

—Hn

la cui notevole proprieta e quella di essere singolare quando la variabile F
¢ pari all’energia £/ = 2— di una particella fisica, condizione questa, spesso
chiamata di energy-shell'®.

7.3.1 Campo scalare reale spin-0

Il propagatore per il campo di bosone neutro a spin nullo ¢ dato da
G(z,2") =< 0|T [p(z)p(z")] |0 > (7.105)
Abbiamo che
T [p(x)p(z")] = Oxo — zp)p(z)p(a’) + O(25 — o)p(2')p(x) (7.106)

da cuil

O°T [p(x)p(2")] = T [0%p(x)p(a")] + 26(w0 — 25) [op(@), ()] +
&' (w0 — xp) [p(), ()]

Dalla teoria delle distribuzioni possiamo dimostrare che
&' (w0 — x0) [p(@), p(2")] = —=0(w0 — ) [Dosp(), ()]

per cui

(0% —m*)G(z, ') = i6(wg — 263 (T — o) = i6*(x — ') (7.107)

10Questa ¢ una proprieta generale: le singolarita della funzione di Green nelle variabili
d’energia e momento restituiscono lo spettro energetico delle particelle del sistema.
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Per calcolare G(x, ') esplicitamente, inseriamo 1’espansione in modi di Fou-
rier del campo e il valore di T [p(z)p(2’)] nella sua definizione, trovando
dopo un po di algebra

A / 1 dSk —ik(z—z")
G(x,x)—@(xo—xo)w me ( T
1 Bk ,
Oz, — | ——etkle—a) 7.108
(IO IO) (27T)3 / 2wke ( )
Introduciamo le funzioni
G*(x,2) = /ﬂenk@_m/) =Gz —12') (7.109)
’ (27)3 2wy, '

che corrispondono ai commutatori al generico istante ¢ delle parti a fre-
quenza positiva e negativa rispettivamente del campo ¢, che annichilano e
creano stati di una particella libera definiti da

d3k

7= | e

€T A

ik kz gl (7.110)

@)= / M(zf)lzzwkeik
da cui
GF(z,2") = [pF(2), ¢~ (&")] G (x,2)) = = [¢p~ (2),¢"(2")] = G~ (2',2)
Di conseguenza avremo
[p(z), ()] = GT(z —2") =G (z —2') = Az — 2) (7.111)

ovvero la funzione di correlazione che avevamo introdotto all’inizio del para-
grafo precedente, per cui questa rappresentazione € conveniente per quan-
to gia detto su di essa. Detto cido notiamo che G' e GF sono invarian-
ti per traslazioni, dipendendo solo dalla differenza x — 2’; ricordando la
rappresentazione integrale della funzione di Heaviside avremo infine

G(:c—x')—/@ @k 1 i
) 2 2n)3 2w \E —wi +in  E+wy —in

efiE(xofxg)JriE-(ffﬁ)

che conduce a

4 .
Gz —2') = 'k ! e~ tk(z=a") (7.112)
(2m)* k2 — m?2 +in '

manifestamente Lorentz-invariante e funzione di Green dell’equazione (4.5)
come e facile verificare:

(—82 — m2)G(x — x’) = / ﬂ(;ﬁ _ m2);64k(mﬂ') _
(2m)* k2 —m?2 +in

i6t(x — 2)
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7.3.2 Campo scalare complesso spin-0

Esattamente seguendo la stessa procedura del caso precedente, a partire
dalla definizione

G(z,2") =< 0|T [p(2)e! (/)] [0 > (7.113)
si giunge a
dk i : /
N=Gx—1') = —ik(@—z") 114
G(z,2") =Gz —2) /(27T)4 k2—m2+i77€ (7.114)

7.3.3 Campo di Dirac spin-1
Per definizione avremo
S(z,a") =< 0T [¢(x)¥(2)] [0 > (7.115)
Poiche
T [d(2)d(2")] = O(zo — 2)¥(2)d(2') + O(xh — z0)(2')ib(x) (7.116)

applicando ad esso l'operatore di Dirac (la sua equazione) notiamo che
ancora una volta il propagatore coincide con la funzione di Green per tale
operatore. Inserendo I’espansione in modi di Fourier per il campo di Dirac
nel propagatore, dopo un po di algebra otteniamo

Sap(z,2') = Sap(z —2') =

1 m _ip(w—a' 5
G(IO_Ié)W/dgpiZ E_pe p( )izua(pas)uﬁ(pvs)_

1 m ’
O(zy — xo —/d3p — @) N (p, 8)s(p, s
( 0 )(27'()3 ; Ep ; ( ) ﬁ( )

da cuil
d3p ; ’
Saplx —2') = O(xg — x')/ieﬂp(w—m N(P+m) +
o7 ) (27r)32E,
d3p

che dopo un po di algebra porta a

Saplx —2') = (i P4+ m)G(z — ') (7.118)
ovVvero
d*p  i(P+m)
) = ip(z—a’)
Saplx — ") /(27T)4p2—m2+i776 (7.119)
dove, per completezza riportiamo anche
[0(2),6()] = Aapla =) = (i P+m)Aw—a/)  (7.120)

136



7.3. 1l propagatore

7.3.4 Campo di Maxwell

Il propagatore per il campo e.m. ¢ dato da
GM (z,2") =< 0|T [A*(x) A¥ (2")] |0 > (7.121)

Procedendo come in precedenza troviamo

v d3k —ik(x—a’ 7 vk
G"(z,2') = O(zo— xé)/ (271')3210;@6 ( );e“(k, e’  (k,\)
+0(al, — o) / R ke 5 (7 n)e (R )
0 (27)3 2wy, S ’ ’
Soffermiamoci un attimo sul vettore di polarizzazione'!. Definita
Pl = ek, Ne (k, \) (7.122)
A

la matrice 4x4 di proiezione su un sottospazio trasverso a k spaziale bidi-
mensionale, ci accorgiamo come essa non sia covariante. Infatti siano dati
i 2 4-vettori ortogonali n* = (1,0,0,0)! e k* = (0, k)!, avremo

2 Kkt — (k"m)n*

"= : (7.123)
(K710)2 — Ky kot

dove la componente temporale di k* viene eliminata e non assume piu alcun
ruolo (cid mostra la non covarianza), pertanto possiamo riscrivere

PR = =gy — B
kHE" ktn” + K ntn”
B —— L _
N ey R T ey R (TR 2
(7.124)

. Hn? . . .. . . .
Il termine Mﬁ, se inserito nella definizione di propagatore, restituisce
un termine che viene generalmente detto propagatore di Coulomb e nel
nostro caso vale proprio

(7.125)

che e la nota trasformata di Fourier del potenziale di Coulomb. In coordi-
nate spaziali esso vale

!
G" (x—a') = 5#05”% (7.126)

e descrive un’interazione coulombiana statica istantanea. Esso e legato
solo alla componente temporale della corrente e.m., cioe solo alla densita
di carica; per questo motivo questa interazione viene fuori soltanto dallo

1171 vettore di polarizzazione ha la proprieta fisica 5“(—]5, A) = e“(E, —) ed ¢ tale che
en (B, \et (B, N) = =85 nr.
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scambio combinato di fotoni scalari e longitudinali. Ma evitando di utiliz-
zare questi come gradi di liberta nella polarizzazione, annulliamo ['effetto
dell’interazione.

Il termine aggiuntivo diverso da quello di Coulomb e da —g"* & propor-
zionale a k* o a k. Il campo e.m. e legato alla corrente che si conserva,
tale che 07, (z) = 0 o k*j,(k) = 0. Il prodotto di tale termine di propa-
gatore, dunque, per la corrente di Noether si risolve in un termine che si
annulla e poiche si puo costruire un tale prodotto possiamo dedurre infine
che Pl (k) = —g"”.

Detto cio, inserendo ’espansione in modi di Fourier e procedendo come
in precedenza, si giunge a

Ik oty Ponys(F)
G (g — ') = —ik(x—a") _~ phys 7127
(z =) /(27r)4e k2 +in (7.127)
da cui in definitiva
d*k , ni(—gh)
G (z —2') = —ik(e—a) X T 7.128
@) = [ e — (7.128)

7.3.5 Campo di Proca spin-1

A partire dalla definizione, analoga a quella per il campo di Maxwell,
troviamo

G" (z,2') = ©(z0— ) / (ﬂe—ik(m—m/) ZEH (];'7 )\) o (/2, /\)
A

2m)? 2wy,
A3k - / - -
+0 (z( — z0) / felk(xfx ) Z €’ (k, /\) et (k, )\)
(27)7 2wy, B
da cui, inserendo le relazioni di completezza per il campo di Proca avremo

3 ) , W1V
GHv (I,I/) _ @(1170 _I/O)/ ( d°k efzk(zfz) <_g#u + kP k >

27)? 2wy M?
ot [t ()
ottenendo
6 @) = (== G0 ) Bl - )" (@ =)
+0 (2 — 20) G~ (z — a')] + % { [auau, ) (xo - xO)}

Gt (x—2")+ [6“8”, S} (ZCO/ — :CO)} G (x— x’)} (7.129)

La parentesi nella prima espressione e uguale al propagatore del campo
scalare; il secondo termine contribuisce per u,v = 0,0, per p = i,v = j
svanisce. Per 4 = 0,v = ¢ avremo

1

e [3%5 (170 - xol) Gt (zx—2")0% (a:ol - xo) G (x— x/)} (7.130)
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7.3. 1l propagatore

Poiche
) (:CO — ZCO/) Gt (z—2)=6 (ZCO/ — :CO) G (x—2)

questo scompare. Per y = v = 0 avremo

[aoao, 0 (xo _ xo’)} — 9y (:CO - :co’) 426 (:CO _ xo’) B
[8030, © (:COI - IO):| = —0po (:CO/ — :co) — 26 (IO - xO/) 0o
e
QG (T 1) = %53 (T —2) (7.131)

per ottenere —2id* (x — 2’) dagli ultimi termini. Svolgendo un po di calcoli,
come gia fatto in precedenza, si trova che il primo termine rimuove da questo
il fattore 2, per cui troviamo infine il propagatore

v d4k —ik(z—z' { v k#ky
GH (I — x/) = —/ (27T)4e ( )7k2 Y - “7 <_g# + Ve >
)
M2 8,u00,00" (x — 2') (7.132)

dove il primo termine e un tensore di Lorentz e il secondo distrugge la
covarianza e viene detto termine di Schwinger.

7.3.6 Propagatori di Feynman

Riepiloghiamo quanto trovato finora al fine di avere uno schema visivo
generale piu diretto:

e Propagatore bosonico neutro spin-0:

d4k { —ik(x—z'
Gaz—1)= / O o (7.133)

Propagatore bosonico carico spin-0:

d4k { —ik(x—z'
G($_$/):/(2w)4 R o (7.134)

1.
3t

Propagatore fermionico spin-

'k ; o
Sap (@ =) = / (2m)4 k2 — 7722 + z‘neﬂk(ziz ) (K m), 5 (7.135)

Propagatore bosonico spin-1 non carico e non massivo:

4 i ) ,
G" (z—1') = /%meﬂk(zﬂ” ) (—g"") (7.136)

Propagatore bosonico spin-1 carico-non carico e massivo:

d*k 1 ; / k*EY
GHv R _ _ —zk(m—w ) 7
(‘T €z ) / (27T)4 k2 — M2 + 'L'I]e 9 + M?2

—#5#05,,054 (x — ) (7.137)
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7.4. Contrazioni di campi e teorema di Wick

7.4 Contrazioni di campi e teorema di Wick

Abbiamo parlato di prodotto normale, normal ordering e time ordering.
Sulla base di quanto gia detto in precedenza vediamo di definire il concetto
di contrazione.

Dato un set di n operatori di campo liberi {¢,, ()}, in cui ogni termi-
ne consiste di una parte di creazione e di una di annichilazione ¢;(x;) =
¢S (z;) + ¢ () e dove alcuni di questi operatori commutano come campi di
Bose, altri anticommutano come campi di Fermi, indicheremo come prodotto
normale di essi la quantitd N [[] ¢i(z;)] che ha le seguenti proprieta:

e Linearita:
N [(0@1 (21) + B¢} (x1)) H¢z‘ (Iz‘)] =

aN l¢1 (1) [] ¢ () | + BN

=2

¢ (1) [T & (fvi)]

=2

Sostituendo I'espansione in termini di creazione e annichilazione, pos-
siamo pensare al prodotto normale come alla somma di due prodotti
normali di creazione e annichilazione;

e Normal reordering: esso riordina tutti i prodotti in maniera tale che
che tutti i termini di annichilazione stiano a destra di quelli di crea-
zione. Se gli operatori descrivono fermioni va cambiato il segno per
ogni permutazione dispari.

Per esempio dati 3 operatori scalari, si ha

N(919505) = ¢1d505 = 956195
N(919503) = ¢1d505 = 956195
N(d19505) = ¢50507 = d5¢501

e se sono fermionici

N(d195¢5) = ¢1d505 = —950105

N(d19505) = —919505 = ¢50103

N(919505) = d305¢1 = —d50501
A titolo di esempio ¢ facile verificare che

T [p(x1)d(x2)] = N [¢(x1)p(w2)] + < O|T [p(a1)d(22)] [0 > (7.138)

considerando separatamente i termini di creazione e annichilazione e poi
seguendo le definizioni. Abbiamo in precedenza usato la notazione :: per
indicare il normal ordering e abbiamo discusso delle proprieta particolari
legate ad esso. Ricordando la definizione di propagatore, e indicandolo
genericamente con Dp(r1 — x3) (ricordiamo che x; sono tutti 4-vettori)
avremo

Dp (21 — 22) = ¢(x1)p(x2) =T [¢(21)d(w2)] — : d(w1)P(x2) :  (7.139)
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7.4. Contrazioni di campi e teorema di Wick

che spesso viene anche indicato con la notazione
P(z1)p(x2) =T [p(21)P(w2)] — : d(w1)d(w2) : (7.140)
—_———

per indicarne la contrazione. Generalizziamo adesso questo risultato e
definiamo

N(P1ee i1 Giig1 P10 D1 b)) =
NG N (D1 i1 Pi1.-Pj—1Bjs1-Fn) (7.141)

essendo 77 = 1 per bosoni e 7 = (—1)7~~! per fermioni. Detto cio & banale
mostrare per esempio che N(¢) = ¢ e N(1) = 1.

Teorema di Wick

Il teorema di Wick afferma essenzialmente che un prodotto time ordered
arbitrario di campi liberi puo essere espanso in una somma di prodotti
normali, uno per ogni differente contrazione tra una coppia di operatori.

Detto cio diventa molto piu semplice calcolare il propagatore per n cam-
pi; ricordando che il valore di aspettazione del vuoto del normal reordering
e nullo, eccezione fatta per i prodotti completamente contratti, possiamo
scrivere per un numero pari di campi reali:

11 ¢(:vi)] 0 >= > [ ¢t (7.142)

i=1 fully contr. pairs =1

G (zy...xn) =< 0|T

la cui somma contiene
n!
n

(3)!

termini. Nel caso di campi complessi avremo che G pud essere non nul-
lo solo per n = m, per un totale di n! diverse contrazioni. La dimostrazione
di quanto detto non verra riportata. Esempi sono

T [pr1d2p3] =: p1p2b3 : + D102 = P31 T 103 = P2+ + Doz = 1 -
—— — -~

28 =1-3-5-...-(n—1)=(n—-1" (7.143)

T [p1920304] =: P1P2¢304 = +
G102 1 G304 £ O103 1 G201 1+ P104 : G203 +
—~— ——

Ny
G203 1 104 1 £ Pops t G103 1 + D3P 1 P12 1 +
=~ =~ <~

D102 P304 = G103 204 + D104 P23
M M
~—~—— ——

Esiste un lemma molto utile al teorema di Wick. Abbiamo visto come un
prodotto ordinario puo essere espanso in una somma di prodotti normali
su tutte le possibili coppie di contrazione, eccezione fatta per i commu-
tatori della parti di creazione e di annichilazione dei campi che sono dei
c—numbers:

d(z1)¢p(w2) = [ (w1), ¢°(21)] (7.144)

—_——
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7.5. Simmetrie discrete

Per il calcolo delle ampiezze di scattering, questo corollario risulta fonda-
mentale.

7.5 Simmetrie discrete

7.5.1 Campo scalare spin-0

Il campo di Klein & generalmente pitt semplice da trattare quando si parla
delle simmetrie discrete che andremo ad analizzare, al contrario del campo
di Dirac, che richiede un leggero sforzo in pitu.

Parita P
L’inversione spaziale ¢ realizzata da
x— T =(t,—2) (7.145)
e induce la trasformazione di parita per il campo scalare reale o complesso
¢ (x) — @p (x) =105 (2) (7.146)

essendo 7, un fattore di fase. Poiche se applichiamo 2 volte di seguito una
trasformazione di parita, che inverte i momenti delle particelle, dobbiamo
ritrovare il sistema di partenza, avremo |n,|* = 1.

Quello che si serve e sapere come si trasformano gli operatori di creazio-
ne e annichilazione, ma questo ¢ abbastanza semplice nel caso del campo
complesso di Klein, dove usiamo a,, b, al posto di a4, ax—:

Pa,P~t =n.a_, PapTP_l = n(’;aip
’Ppr_l = 1ab—p PprP_l = nabip

essendo P unitario nello spazio di Hilbert, da cui, inserendo nell’espansione
del campo:

3
7390 (CL‘) P—l :/$ {naa_pe—ilm +77a
\/(27)? 2wy,

dove potevamo anche assumere che il fattore di fase di b, fosse 1, e poi
imporre semplicemente che 7, = 7;. Cambiamo variabile introducendo

k= (ko, —E), in modo che kx = k - (t, —Z), ottenendo

bl etk (7.147)

B3k - . - .
Po(z)P ! = / " {aﬁe_lk(t’_w) + b;;em(t’_w) (7.148)
\/ (27‘1’) 211}}7C

che ha la forma dell’espansione di ¢ (¢, —&), avremo pertanto

Po(t, D) P~ = nup(t,—1) (7.149)

,P(P* (tu f) ,Pil = 77290* (tu _‘/Z:) (7150)

Notiamo che uno stato legato costituito da 2 bosoni scalari identici ha parita
che va come (—1)l, essendo [ il numero quantico orbitale, come ¢ facile

mostrare. Per particelle diverse ovviamente la parita totale ¢ il prodotto
delle 2 parita.
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7.5. Simmetrie discrete

Time reversal 7

L’operazione di inversione temporale non & cosi intuitiva come quella spa-
ziale.

Infatti vengono invertiti i momenti e anche gli spin delle particelle e gli
stati iniziali e finali. Riconsideriamo la generica trasformazione

¢’ (2') = Ay (x)
e una funzione d’onda di Klein-Gordon di energia E,,:
on (t, &) = e Erty, (z)

La sua inversa temporale puo essere ottenuta o per definizione da

¢ (—t, &) = Ae "ty (2)
o facendo propagare 'onda nella direzione —t «— 0 al posto di 0 — ¢:

¢ (—t, @) = et Eut A, ()
da cui

AeiBnt = o tiBut g (7.151)

Se A = c—number allora E/ = —FE,. In alternativa possiamo scegliere
A = mp K, essendo K l'operatore di coniugazione complessa definito da
KzK~! = z* essendo z un numero complesso. In questo modo avremo

o (—t, %) =mKe (t,T) = ne* (t, %)

dove ancora una volta |n,|? = 1 per ragioni fisiche. In termini di elementi di
matrice richiediamo al campo che, definiti |0/ >=T|a > e | >=T|8 >,
si abbia

<alp(=t, @) |8 >=mn < Ble” (t,7) a > (7.152)

ovvero 7 deve essere antiunitario'?. Detto cio, seguendo la strada delineata
nel paragrafo precedente possiamo definire

Ta, T ' =ma_, Ta, T 1= n;aT,p
T, T ' =niby, T0,/ T =mbl,
che inserite nell’espansione di campo e svolgendo i calcoli conducono a

T(p (taf) Til =y (_taf) (7153)

128 definisce tale un operatore V tale che VVt = VIV = 1. Si pud mostrare che
V = UK, essendo U un operatore unitario.
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7.5. Simmetrie discrete

Coniugazione di carica C

Questa trasformazione scambia particelle con le relative antiparticelle. In
termini di operatori di creazione e annichilazione questo significa

CapC™' =neb, Cay'C™' =nib]
Ch,C~" =nia, Cb'CT! =n.af

da cui, inserendo nell’espansione di campo e risolvendo otteniamo sempli-
cemente

Co () C = nep* () (7.155)
Co(x) Ct =mnip(x) (7.156)

~

CPT

Possiamo notare che sotto ’azione combinata dei 3 operatori, la densita
lagrangiana del campo scalare ¢ invariante. Infatti abbiamo

Pit(t,Z) P~ = jr(t,—7)
Tju(tv'f)T_l - j“(—t,f)
Cj'(x)C™t = —j(x)

(7.157)

da cui, ricordando espressione di j* (z) per il campo scalare complesso,
avremo

CPTj" (x) (CPT) " = j* () (7.158)

7.5.2 Campo di Dirac spin-%

Se analizziamo il comportamento della teoria di Dirac sottoposta a tra-
sformazioni continue di Lorentz nello spazio di Hilbert, troviamo che per
ogni trasformazione A esiste un operatore unitario U (A) che conduce alla
corretta trasformazione dei campi:

UMy (x)U T (A) = A;lw (Ax) (7.159)

Analogamente possiamo studiare gli operatori che comportano trasforma-
zioni discrete del campo.

Queste operatori, che possono comportare delle simmetrie nelle densita
lagrangiane dei campi che studiamo, 1li abbiamo gia incontrati in teoria
quanto-relativistica, dove perdo non avevamo ancora il concetto di campo.
Le loro operazioni restano identiche al caso studiato, con alcune differenze
per le teorie di campo.

Queste trasformazioni discrete non possono essere ottenute in alcun mo-
do a partire dall’identita e passando per trasformazioni di Lorentz, entram-
be tuttavia mantengono inalterato I'intervallo di Minkowski s? = 2 — |#|%.
Generalmente ci riferiamo alle trasformazioni del gruppo di Lorentz Ll pro-
prio e ortocrono; sotto 'azione degli operatori discreti di parita e inversione
temporale avremo
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7.5. Simmetrie discrete

P
Ll ~— LI =PL]  “orthochronous”

7] [T
Li_ =TLL 7 Lt = PTL_T,_ “nonorthochronous”
“proper” “improper”
Ogni teoria di campo relativistica deve essere invariante per trasformazio-
ni di LL, ma non necessariamente per C,P,7. Per esempio l'interazione
debole viola C e P separatamente e in alcuni processi anche la simmetria
combinata CP e 7.

Tutte le osservazioni invece non hanno finora mostrato la violazione
della simmetria CP7T.

Parita P

L’operatore di parita inverte il momento di una particella lasciando inalte-
rata la sua polarizzazione

mirror

—5— (] -6

«— P —>

Matematicamente questo significa che lo possiamo rappresentare con un
operatore unitario P che esegue le trasformazioni
PayP~ ! =n.a®, PHP' =mb°, (7.160)

sugli operatori di creazione e annichilazione, essendo 7, due costanti di
fase. Poiche vogliamo che applicando 2 volte di seguito P riportiamo il
sistema allo stato di partenza, avremo 1'ulteriore restrizione che n? = n? =
+1.

Per analogia con il caso continuo di Lorentz, ci aspettiamo che P sia
una matrice 4x4 costante che dobbiamo determinare:

— dSp 1 s s —ipx *78 s ipT
Py (x) P 1:/(%)3\/@2(%@]011 (p) e + npb* T (p)ep)
P s

Cambiamo variabile in p = (p°, —p), notando che pr = p - (t,—7) e che
p-o=p-dgep-d=p-ac, che ci permette di scrivere

(VB2 ) =
(2 )=

< <
SHEC)
Il I
T~
|
=
h? ' Q|
Qi e
S ~_
~_
Il




7.5. Simmetrie discrete

e quindi

Py ()Pt = /

5.0, ~) —ip(t,— )

d3
25 (e

—nzbzw v’ () ") (7.161)
che ha la forma dell’espansione di ¢ (¢, —&) moltiplicata per una qualche
matrice costante. Perche tutto funzioni dobbiamo assumere 1} = —1n,, da

cui

NaTly = _771177; =-1

da cui possiamo scrivere infine
P (t, T) Pl= 7711'70"/1 (t, =) (7.162)

Al fine di poter lavorare piu velocemente con le densita lagrangiane, cal-
coliamo gli effetti delle trasformazioni di parita per le forme bilineari della
teoria di Dirac. Dapprima calcoliamo

P (4, F) P =Pyl (t,2) Py° = (P (1, 8) P~) 70 = mib (t, ) 2°

da cui possiamo facilmente calcolare le forme bilineari. Lo scalare bilineare
si trasformera come

PYYP = 0ol (t, —2)1°7 %Y (t, —F) = +¢u (t,—%)  (7.163)

mentre il vettore bilineare come

Py Pt = 9709900 (t, - ) = { f%ii Ei :g b Z —1,2,57164)

In maniera analoga lo pseudo-scalare sara
Pipy* Y P~ = iy °y°y % (t, —F) = —ipy ¢ (t, —F) (7.165)

mentre lo pseudo-vettore sara

YT _
TomtnBo D=1 A0 5.0 oy ) Yy per p=0
Py P = "y o (¢, =) { s per p— 1,2, 57166)
esattamente come accade per inversione di parita nel caso quantistico-
relativistico. PTrima di concludere consideriamo un sistema fermione-antifermione
in stato a;beI |0 >. Applicando P troviamo

P (a3t 10 >) = = (0,18, 10> (7.167)

ovvero una coppia cosi formata prende un —1 in piu sotto P. Questa in-
formazione risulta utile nello studio degli stati legati di particelle identiche
(come il positronio), in cui i momenti di entrambe le particelle sono integra-
ti con la funzione d’onda di Schr. per produrre un sistema localizzato nello
spazio, giungendo alla conclusione che se una funzione d’onda e simmetrica
per ¥ — —& allora ha parita dispari, se & antisimmetrica per questa tra-
sformazione, avra parita pari, cosa questa che fissa delle regole di selezione
per i decadimenti.

La parita di un sistema di questo tipo ¢ (—1)l+1; per particelle diverse
ovviamente la parita totale e il prodotto delle 2 parita.
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Time reversal 7

Quello che vogliamo ¢ ottenere qualcosa di simile al caso precedente, dove
stavolta al posto di ¥ — —& vogliamo che sia t — —t. Per imporre che
questa sia una simmetria della teoria di Dirac, dovremo avere [7, H| = 0,
da cui

¥ (t,3) =My (@) e ™ = Ty, D)T ' =" [Ty @) T ']
= Tyt T '0>="" [Ty (@) T '|0>

assumendo H|0 >= 0. A secondo membro abbiamo una somma di termini
a frequenza negativa: se il tempo viene invertito per via di 7 a primo
membro avremo

U (=t,2) |0 >= e~ ()0 >

che ¢ una somma di termini a frequenza positiva. In questo modo ¢ provato
che 7 non puo essere un operatore unitario come P.

Abbiamo visto che Tet*t = ¢~ poiche tutte le evoluzioni tempo-
rali in meccanica quantistica sono costruite con esponenziali di questo tipo,
avremo in effetti un cambiamento di segno in ¢, secondo la forma

T (c-number) = (c-number)” T

La coniugazione complessa & nonlineare e di fatto 7 sembra essere proprio
antilineare, o analogamente antiunitario. Questo operatore non solo inverte
i momenti delle particelle, ma ne inverte anche lo spin (spin-flip):

_—— - 4——9—
T
che tradotto in numeri implica che dobbiamo ricercare un’operazione ma-
tematica che inverte lo spinore £. Se indichiamo con s la componente fisica
di spin del fermione lungo un asse specifico di coordinate polari 6, ¢, allora

avremo che le componenti spinoriali spin-up e spin-down possono essere
scritte come

e(n) = ( cos 5 ) e(l) = ( e 0sin g ) (7.168)

i gip ¢ (4
e'?sin 5 COS 3

pertanto sia £° = (£(1),£(])) per s = 1,2 e definiamo
£ = —io? (&) (7.169)

che & lo spinore invertito, denotato anche con £ = (£(]),—£(1)).
La relazione di spin reversal segue dall’identitd Go? = o2 (—o*), che
implica che se & ¢ tale che 77 - ¢ = +& per un qualche asse 7, allora

(i1 - &) (—io?¢*) = —io” (—7i - &) & =io” (&) = — (—io?¢")

Da notare che con questa convenzione, due spin-flip consecutivi riportano
allo stato originale per un fattore —1. Dobbiamo adesso associare agli stati
di spin fermionici questi spinori.
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L’operatore di annichilazione aj, elettronico, distrugge un e™ il cui spi-

nore u® (p) contiene £*. L’operatore di annichilazione positronico by, invece
distrugge un e* il cui spinore v* (p) contiene £~*:

s _ p- 05_5 )
v = TR
per cui definiamo

a;’ = (ag, —allj) b = (bf), —bzl,) (7.170)

p

Come per la parita, definiamo p = (p°, —p), che soddisfa I'identita \/p - 002 =
o?y/p-o*. Indichiamo con u~* (p) lo spinore con momento e spin invertiti
e avremo

) = (VT ) = (Tl
= =0 b )W =P @
e analogamente per v* (p):

v (P) = =" v ()] (7.172)

S S

dove v~ contiene ¢ (7% = —£%. Detto cid possiamo definire I'azione del
time reversal sugli operatori di seconda quantizzazione:

s —1 —s s —1 —s
TasT'=aZy THT' =03 (7.173)

p

dove abbiamo volutamente omesso il fattore di fase, che non ha alcun pe-
so. A questo punto siamo in grado di calcolare I'azione di 7 sul campo
fermionico :

d3p 1
(277)3 2E,
dgp 1 - * g —st S
_ S ,,8 ipT s s —ipx
= [ 2 (S o e g o )
By 1 I

_ _ A3 a=u"°% (% ezp(t.,fz)

vy /(%)3 TEI;XS:( 5u"* (B)

+b;ST’U_S (]5) e—iﬁ(t,—f))
= Yy (-t,3) (7.174)

Ty (t,T) 7 — / ZT (a;us (») e~ T | bZT’US (») eipm) 71

dove abbiamo usato la relazione p - (t, —Z) = —p - (—t,Z). Anche in questo
caso ¢’é un segno meno in pitt, implicito nello spinore v=* due volte invertito.
Nuovamente possiamo calcolare 1'azione di 7 sulle forme bilineari. Poiche

THT = (TYT 1) (1°) = 91 (—,8) [-+'4°]"1° = & (—1,8) [y'+"]
(7.175)
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avremo

T (6,3 T =9 (v'9°) (') ¢ (—t, &) =+ (—t, &) (7.176)
Tigy* YTt = —ith (v'9%) 7° (—7'9°) ¥ = =iy (—1,)  (7.177)

romvT s oy (o= { TSNS Tt

e analogamente per la trasformazione dello pseudo-vettore.

Coniugazione di carica C

La coniugazione di carica scambia le particelle con le rispettive antiparticel-
le, mantenendo inalterato lo spin, e di fatto non ci sono particolari problemi
nell’implementarla come un operatore unitario. Una buona definizione &

CasC™'=1by Chic™' =

soChe = al (7.178)

Ricordando le osservazioni del paragrafo precedente sugli spinori, calcolia-
mo

ol = (25 ) - (GEErE)

= (07 ) (58 ) (7.179)

per cui

w (p) = =iy’ [0 (p)]" v (p) = —in* [u’® (p)]” (7.180)

che sostituite nell’espansione del campo fermionico portano a
Cw T C_l — / i 2bs s *e—ip;n
(@) 2m) \/ﬁ Z 7 )

—in2ay [u* ()] )

—in27 () = —iy? (v1) T = =i (57°92)7 (7.181)

Poiche
T e e (7.182)
avremo le forme bilineari:
— _ . T .- T —
CoyC™t = (=ir%) (—iv"?) = = bear3eVla
= +PaVdeVea Yo Vo = =YYy
= 4 (7.183)

CityP e = i (—in"v*) T 4 (=) = iy (7.184)
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Ricordand che 7,72 sono simmetriche e 4!, ¥3 antisimmetriche, avremo
infine

CYy'pCt = — iyt (7.185)
CYOY " yYC™t =+t (7.186)

Nonostante C scambi v e ¢, non cambia 'ordine degli operatori di creazione
e annichilazione.

CPT

Riportiamo adesso 'andamento delle forme bilineari sotto ’azione degli
operatori di simmetria discreti, con la convenzione che (—1)" =0 se =0
e(—1)'=1sep=1,23:

bty Py e e O,
P+l 1 (- (D (FDR(-LF (-1
S ) I G IS Ve e
c. +1 +1 -1 +1 -1 +1
CPT +1 +1 -1 -1 +1 -1

La densita lagrangiana libera di Dirac & invariante sotto C, P, 7 & possibile
creare sistemi che le violino semplicemente aggiungendo delle piccole pertur-
bazioni §£, che devono essere uno scalare di Lorentz. L’ultima riga della
tabella mostra che tutte le combinazioni scalari bilineari sono invarianti
sotto la simmetria CP7 .

7.5.3 Campo di Maxwell

Il comportamento del potenziale vettore ha semplicemente I’andamento

PAFP~L = Ar(3) (7.187)
TAPTH = A (27) (7.188)
CArC™! = —AF(x) (7.189)

che in termini di seconda quantizzazione si traducono nelle trasformazioni

Pal P = al, (7.190)
Tal ,T7' = af,, (7.191)
Caf \C' = —a], (7.192)

e nei rispettivi hermitiani coniugati per quanto riguarda gli operatori di
annichilazione.
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7.5.4 Campo di Proca spin-1

Sotto le 3 trasformazioni discrete trattate, il campo di bosone vettore massi-
vo ha lo stesso andamento del potenziale vettore, ossia del campo di bosone
vettore non massivo e non carico (campo di Maxwell), a meno dei fattori
di fase, che si traduce nelle relazioni

Paf \ Pt = meal, (7.193)
TCLITC,)\Til = nbaT_k)\ (7194)
CCLL)\Cil = —ncaL)/\ (7.195)

con 1, = 1. = =1 e n, arbitrario.
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CAPITOLO 8

QED e teoria elettrodebole

8.1 Teoria perturbativa

Abbiamo definito il propagatore di Feynman, dobbiamo ora tenere conto
delle interazioni tra i campi: pertanto inseriamo termini che legano un
potenziale all’altro.

Possiamo usare la rappresentazione mista di Schroedinger-Heisenberg
in cui si separa Hy da V' e gli operatori si evolvono con Hy, gli stati con V.
L’evoluzione temporale secondo Schr. e legata a quella di Heisenberg dalla
relazione

s >=U(t,0)|¢nu >

Se H e indipendente dal tempo, definiamo come stato in rappresentazione
di prima interazione il ket

[hr >= e ypg >

in cui abbiamo materialmente tolto dal |¢s > il termine di evoluzione
temporale rispetto a Hy. Derivando rispetto al tempo otteniamo una sorta
di equazione di Schr. in cui ’evoluzione temporale dipende da H;,; se
H = Hy + Hipy:

i0¢|Yr >= Hinglthr > (8.1)
Per quanto riguarda gli operatori, poiche Og = UTO;U, si ricava
iO1 = [Hy, Oj] (8.2)

dunque gli operatori si evolvono come nel caso libero. Definendo U(t,0)
tale che

lbr >=U(,0)|vom >
e sostituendo nell’equazione precedente, abbiamo

z’@tQ(t, O)|¢H >= Hth(t, 0)|’L/JH > (83)

153



8.1. Teoria perturbativa

che deve valere per ogni autostato di H, di fatto
— i, U'U=0=U'U =cost (8.4)

Poiche U(0,0) = I, si ha immediatamente QTQ|,5:0 = I. Definiamo

S = lim U(t,—t) (8.5)
t——00

che non & detto a priori che esista perche U dipende da H;,; e puo o meno
soddisfare le condizioni di esistenza.

Un tipico problema fisico ¢ quello dello scattering: prendiamo uno stato
|A,t = —o0 > e lo lasciamo evolvere mediante l'interazione, confrontandolo
infine con uno stato |B,t = oo >. Se partiamo da uno stato |g, N > libero
ci aspettiamo di rivelare il medesimo stato e stimiamo la probabilita che il
processo avvenga.

Applicando S allo stato di partenza si ottiene lo stato evoluto e possiamo
calcolare la probabilita sullo stato finale da rivelare mediante I’ampiezza
< B,t = 0|S|A,t = —oc0 >.

Per trovare S si procede perturbativamente. Cio e possibile se H;,; €

}gz‘ << %’;f o se la costante che troviamo interna a H;,; e
molto minore di 1, come nel caso e.m. dove ¢ infatti ae,, = %

Da notare che la serie che si ottiene con lo sviluppo perturbativo e
asintotica, ovvero i primi termini vanno diminuendo fino ad un certo ordine,
oltre il quale si ottiene una divergenza.

Il modo pit semplice di ottenere uno sviluppo perturbativo ¢ scrivere

v=Swu,
n=0

imponendo A << 1. Poiche i9,Uy = 0 e inoltre U = I per A = 0, segue
Uy =1, da cui Hyy = 0 e dunque lo stato e libero: non evolve. Passando
all’equazione per la dinamica, otteniamo:

molto piccolo,

10 (I + AUy + N2Uz + ...) = Hine (I + NUy + N2Us + ...)

per il principio di identita dei polinomi (in \) otteniamo un sistema di
equazioni della forma

10Uy = Hint Uy

Per i = 1 si ha la soluzione

ta
Ul(tg,tl) = —1 Hlntdt
ty

Per ¢ = 2 (iterando 'equazione degli stati, in maniera analoga all’approccio
perturbativo quantistico classico) si ha Hjp(tq ) Hint () come integrando:

sttatr) = S5 [t [T 0B 1)
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dove l'ordine ¢ dato dal time ordering. Generalizzando:

Un(ta, t1) * Hipg(ta)-.. Hine ()] dts (8.6)

Passando al limite per t;,ts — 00, otteniamo
S=T+AS1+ NS +..=1+T

essendo T la matrice di scattering. Si sceglie ’ordine dello sviluppo pertur-
bativo e si sostituisce questa espressione nell’ampiezza di probabilita che
coinvolge gli stati iniziali, finali e la matrice S.

8.2 Teorie ¢3 e d*

Consideriamo ’hamiltoniano scalare
1 -
Hy = /d3F [5 (12 + V@2 + m?®?) (8.7)

Esso non tiene conto di possibili interazioni, della quale invece va presa
considerazione se si vuole costruire una teoria dei campi interagenti pit
realistica. Pertanto aggiungiamo a questo hamiltoniano, un termine di
interazione pari a

Hipy = /d3 AT SR (8.8)
3! 4!
Generalmente A ¢ adimensionato e si assume A << 1, mentre g ha le dimen-
sioni di una massa e se g = ¢’m, allora ¢’ << 1. Questo modo di procedere
prende il nome di ®3—theory se aggiungiamo solo il termine cubico, di
®*—theory se aggiungiamo solo il termine quartico.

Nel vuoto < 0] : H : |0 > ¢ finito, mentre se H non & normal ordered si
avrebbe co. Dunque invece di scrivere il normal ordering si puo semplice-
mente sottrarre < 0|H|0 > in modo che questa quantitd non entri mai nei
calcoli: i due procedimenti sono equivalenti.

Consideriamo 2 particelle di impulso p; e p2. La probabilita di trovarle
nello stato finale con impulso ps e ps € < pspa|S|p1p2 >.

A meno che p1 = p3 e po = py 0 p1 = ps € po = p3, NON possiamo
limitarci a scrivere S al primo termine. In generale non ci troviamo in una
di queste due situazioni, pertanto dobbiamo considerare almeno il secondo
ordine, cioe

< p3palSlpipe > = < 0|ap3ap45%1a;2|0 >

A
< 0|ap3ap4/d4a: (3'<1>3+ I <I>4> al al 10>

< Olapsap, lz ap—l—a +Za +a

p

110>

Pl ;Dz
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Nel termine cubico non potremo mai incontrare la quaterna' Ap, Gp, aLS ajo "
dunque da un contributo nullo. Al contrario, il termine quartico permette
di avere prodotti di 4 operatori in modo da incontrare questa quaterna;
tutti le altre combinazioni danno contributo nullo ancora una volta.

Questo equivale al diagramma di Feynman: si indicano con 2 punti a
sinistra gli stati iniziali, con 2 punti a destra gli stati finali e poi si collegano
secondo delle regole precise. Il termine cubico si disegna come un vertice a
3 diramazioni, il termine quartico ¢ a 4 diramazioni. Poiche il vertice a 3
non ha sufficienti diramazioni per saturare i 4 punti del nostro processo, si
annulla e di fatto rimane quello quartico.

Questa integrazione sullo spazio-tempo 4-dimensionale fa si che alla fi-
ne vi sia una conservazione dell'impulso; a partire dall’espansione di ¢ in
termini di operatori di costruzione e distruzione, nello sviluppo quartico,
selezionando il termine della quaterna che ci interessa, troveremo

eiP1/2T— W1/t o —1P3/4THiW3 /41

e poiche non c’¢ altro che dipenda da x e da ¢ e 'integrale puo essere svolto
immediatamente:

/d4x67i[(P1+P2)*(P3+P4)]Mzu — 654 [(pl _|_p2) — (p3 +p4)]

Ogni vertice del diagramma contiene termini in [ d*z [ d*2’, implicando la
conservazione di energia e impulso.

Al secondo ordine di S si ha un vertice a 3 (Y) e uno a 4 (X), con
HintHint, dunque (Y+X)(Y+X), dove questi sono da identificare come
simboli e non come incognite o grandezze fisiche.

Sviluppando il prodotto e unendo un Y con un X rimangono 5 dirama-
zioni oppure 3, dunque non saturiamo i 4 punti. Invece usando Y con Y o
X con X otteniamo 4 diramazioni come richiesto. Nel caso YY abbiamo 3
configurazioni topologicamente differenti:

invece nel caso XX:

!Intuitivamente possiamo immaginare di volere che contemporaneamente scompaia-
no gli stati iniziali (applicando gli operatori di distruzione ap, ap,) € compaiano quelli

finali (applicando gli operatori di costruzione a;r,S a;r,4).
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8.2. Teorie ®3 ¢ d*

Non esistono altri modi per connettere due vertici. La congiunzione fra
essi ¢ data da un propagatore di Feynman. Un vertice esterno chiuso su
se stesso da contributo nullo. Calcoliamo I’elemento del secondo ordine,
usando la scrittura normal ordering : £®° : + : &% : e consideriamo il
prodotto ®3(z1)®3(xo):

(—i)? g2 3 3 3 3
o ﬁ < O|a3a4 dt1 dto d’z d’zoT [2 (0] (SCl) 2 d (IQ) 2] aia;m >
Usando il teorema di Wick possiamo svolgere i prodotti n.o. In realta in
questo caso specifico non & necessario considerare tutte le possibili contra-
zioni, poicheé dobbiamo lasciare 4 campi per compensare a,, ap, al al . In

p3 "pa’
tutto ci sono 9 possibili coppie di contrazione di questo genere, consideriamo

s D(21)P(x1)P(21) 2 P(w2)D(22)P(x2) :

e possiamo contrarre il primo ® con il quarto, il quinto, il sesto, etc. etc.
Con questo procedimento possiamo ottenere i diagrammi

etc. etc. Non va dimenticato che esiste un certo fattore combinatorio, per
cui per esempio la contrazione in esame tra le varie combinazioni e quella
che associa il secondo ®(x1) al primo ®(x9), il diagramma ottenuto sara lo
stesso del primo in figura.

Per esempio osserviamo la possibile contrazione : ®(z1)®(z1) : che &

pari, per definizione a : ®(z1)®(z1) : — : ®(x1)P(z1) := 0, che dal punto
di vista dei diagrammi si esprime con un cerchio che parte da un vertice
esterno e si richiude su quello stesso. L’assenza di cambiamenti ¢ dettata
dal fatto che i campi sono calcolati nel medesimo punto spazio-temporale.
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8.3. Diagrammi di Feynman

Al contrario, per i termini non nulli, sviluppando i calcoli, si ottiene il

propagatore di Feynman
e—ta(z1—x2)
dlg———— 8.9
/ qq2 —m?+ie (8.9)
e dall’espansione dei campi, risolvendo, si ottengono i termini

T o ipaTy T p—ip3T1 +ip1x2 +ipaw2
aj,e aj.e ap, € ap, e (8.10)

Restano da calcolare gli integrali in dt;, dts, d>x1, d>x2, che possiamo con-
siderare in d*z1, d*x2, ottenendo

/d4xlefiq(aczfz1)efip4z1e*ipsxl = [q _ (p3 + p4)] (811)
/d4x267z’q(m2fxl)eiplz2eip2x2 = [q 4 (p1 + p2)] (812)

In definitiva, considerando che gli integrali su p scompaiono poiche selezio-
niamo un p quando estraiamo, otteniamo

HipiHiny = /d4q54 [q— (ps + pa)] 6* [(q + (p1 + p2)] = 6* [(p1 + p2) — (p3 + pa)]

ovvero la conservazione del quadrimpulso associata al primo vertice. In un
sistema multivertice dunque si ha conservazione di quadrimpulso per ogni
vertice, secondo una struttura analoga a quella di una rete elettrica.

8.3 Diagrammi di Feynman

Consideriamo il primo diagramma Y'Y e quello in cui i suoi 2 vertici interni
sono scambiati (rispettivamente i vertici z1 — 2 e 9 — x1). Integrando
su x1 e w9 come nel paragrafo precedente, otteniamo lo stesso risultato per
entrambi. Dunque non abbiamo piu informazioni sull’identita del vertice,
cioe sulle coordinate, ma otteniamo la conservazione degli impulsi p; +p2 =
P3 + pa.

Esistono situazioni piti complesse in cui rimangono integrazioni sull’im-
pulso, come per esempio nel caso del primo diagramma XX.

Integrando su x avremo ancora 2 delta, ma restano le integrazioni in ¢

/d4(Q1 + )0 [(p1+p2) + (@1 + @2)] 6" [(ps + pa) + (01 + @2)] =

= /d4(J154 [(p1 + p2) — (p3 + pa)] = 6* [(p1 + p2) — (p3 + pa)] /d4d(}1

che dal punto di vista dei diagrammi significa che gli integrali di impulso
sopravvivono quando vi sono dei loop. Al primo ordine perturbativo non
si possono avere loop: per incontrarli bisogna passare ad una struttura
quadratica in H;,:, ed anche in questo caso non ¢ detto che si presentino.
Sempre per il loop del primo diagramma XX avremo nel braccio superiore
un impulso p; 4 p2 + ¢ in senso orario e in quello inferiore un ¢ nel sen-
so medesimo, di modo che dentro il loop circoli una corrente che deriva
dall’integrale precedente.
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8.3. Diagrammi di Feynman

Distingueremo i diagrammi che non contengono loop da quelli che li
contengono, chiamando i primi diagrammsi tree, e quelli che contengono
1,2,...,n loop li chiameremo diagrammi 1,2,....n loop, dove il numero dei
loop corrisponde matematicamente alle integrazioni che rimangono, mentre
al numero dei vertici corrisponde 'ordine dello sviluppo perturbativo.

Feynman stabili delle semplici regole per costruire i diagrammi senza
svolgere ogni volta tutti questi calcoli.

Dato un processo < 3,4|S|1,2 >, si sceglie prima di tutto l'ordine

i, che ha una struttura 3%@3 o )‘74@4 e
guardiamo questi termini come vertici.

che corrisponde ad una certa H!

Poi fissiamo le diramazioni esterne

k-
.

e scegliamo 'ordine n — esimo di H;,:, per esempio 2 e dobbiamo fare
tutte le possibili combinazioni di vertici, prendendo quelli che saturano le
diramazioni esterne e quelle dei vertici e le loro varianti topologiche, come
abbiamo gia visto in precedenza, e scartando gli altri. Diamo un nome piu
tecnico ai diagrammi descritti: rispettivamente, per i diagrammi YY e XX
li definiamo in ordine canali s,t,u tree e 1-loop.

Dunque per esempio il 2 diagramma XX € un canale ¢ 1-loop, il 3 YY
sara un canale u tree.

A questo punto si scrive I'espressione analitica per ogni diagramma che
supera i criteri menzionati e che ci da 'ampiezza parziale per ogni canale;
infine si sommano tutte le ampiezze parziali per ottenere quella totale. Le
regole sono:

e Linea esterna: si associa un fattore di normalizzazione
wy = Vk2 + m?2, ciot I'energia della k—esima particella;

e Linea interna: si associa un propagatore di Feynman nello spazio
degli impulsi

1 1
— dtq—————— 8.13
(2m)4 / qqz —m? +ie (8.13)

e Vertice: si associa la costante di accoppiamento che compare in
Hpny preceduta dal fattore —i, per esempio —i%(2m)*6* (3, pi) per
interazione Y.

Volendo applicare per esercizio queste regole ai canali s,t,u tree avremo le
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ampiezze, rispettivamente:

1

< 3,4|8chan|1,2 >= [(
V2Q

wpl wp2 Wp3 Wp,

)4
'[_(2;)4/614 o1 + p2)? —m2+z£

T
|
st fe)

1
< 3, 4|tehan|1,2 >= [(

V2Q

i o]
' {_ (2;)4 /d4q(p1 p3)? —m? + za]
[rogrre ()« )

L 1 }
Vv 2Q vV wpl wpz wps wp4

' [‘ <2fr>4 / d4q<p1 - p4>21— m? + } '

[orgrore{zn)e ()

Queste relazioni sono state scritte in questa forma per mettere in risalto i
termini di linea esterna, interna e vertice rispettivamente per ogni ampiezza.
Queste espressioni vanno semplificate e va tenuto conto del prodotto di § di
Dirac che vanno a finire dentro I'integrale, restituendo come risultato una

0 di Dirac sulla somma totale degli impulsi per il fattore a denominatore,

LS -
come per esempio —[((511:;22))2 fﬁfﬂ”{‘g]

Non dobbiamo dimenticare di calcolare il fattore combinatorio. Per
farlo fissiamo un vertice e vediamo quante possibili diramazioni possiamo
attaccargli. Nel canale s tree, che ¢ un Y, fissato il vertice 1 per esempio,
abbiamo 6 possibili diramazioni: il primo numero del fattore combinatorio
e 6. Il vertice 2 ovviamente non potra essere collegato che alle sole due di-
ramazioni esistenti della Y attaccata al vertice 1, per cui il secondo numero
del fattore sara 2.

Procedendo e fissando via via un vertice in piu, il numero di diramazioni
disponibili diminuisce, fino a quando non saturiamo tutti i vertici. Il fattore
che viene da questo procedimento, nel caso in esempio, sara 6 -2 -3 - 2.

Esiste nel caso YY una sola connessione interna, quindi il fattore interno
el,dacui (6-2-3-2)-(1).

Dobbiamo ancora moltiplicare per il denominatore della costante di ac-
coppiamento, che sia quello di g o di A dipende dai casi; per quello in analisi,
abbiamo 2 vertici interni, quindi avremo un fattore = % a moltiplicare. In-

31
fine dividiamo tutto per 2!, ovvero il numero di modi possibili di disporre

)4

wPl wpz pr wp4

< 3, 4uchan|1,2 >= [(

nel caso del canale s tree.
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il canale s per inversione di vertici interni, ottenendo infine il fattore

1 11
C:—(gg

o )-(6-2-3-2)-(1)
Sempre a titolo di esempio, nel caso di canale s 1-loop avremo

1 11
CZQ(EE)'(8'3'4'3)'(2)

8.4 QED

Utilizziamo il formalismo lagrangiano dell’elettrodinamica
1 _
Lyed = _ZF‘“’FW + UG P —m)U 4+ Lt (8.14)

essendo il primo termine a secondo membro quello di propagazione libera
del fotone (propagatore fotonico), il secondo di propagazione libera dell’e-
lettrone (termine fermionico) e L,y = —e\iw“AM\IJ il termine di interazione
in QED che classicamente ¢ J,A* da cui si ottengono le equazioni di Lo-
rentz?. L, contiene un campo fotonico (4,) e due fermionici (¥, ¥), da
cui ci aspettiamo un diagramma con un vertice e 3 diramazioni.
Definiamo I’operatore derivata covariante D,, come la somma del tradi-

zionale 0,, e di un termine fotonico ieA,:
D, =0, +ieA, (8.15)

Il termine di interazione ha come costante di accoppiamento g il valore

82

1
9= Qem = 0 = 137 < (8.16)
e riassumiamo quanto detto in figura, indicando con le freccie il flusso del

numero fermionico 7 :

Per le linee esterne fotoniche avremo un fattore ﬁ@\w con A=1,2
stato di polarizzazione.

Per le linee esterne fermioniche dobbiamo tenere conto che si tratti
di particelle o antiparticelle. Se lo stato iniziale & di particella dobbia-
mo considerare a;e|0 >, altrimenti consideriamo b;é|0 > e selezioniamo
rispettivamente ¥ o W.

2Basta osservare che poiche ¥ e A,, commutano, si ha J, A* = ¥y, VA* = Ty, AFT.
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Per le linee interne fotoniche® avremo il propagatore fotonico

{ ' Iuv
_ droIn 8.17
(2m)* / T2 +ie (8.17)

Un esempio dal punto di vista diagrammatico:

e N N N e
s 4 i
= Lz Z i -
e ) < Y e
dove ng =1, ny = —1 e ny,, =0. Puo anche presentarsi il caso

e N N N e
s ; 4 : ry
dove il loop non da contributo nullo. O ancora
e
e
Per le linee interne fermioniche il propagatore ha la forma

7 qQY* +m
drq—=L 8.18
(2m)4 / qq2 —m? +ie (8.18)

3Per una gauge generale Y si associa q%(—g*“’ +(1-7) ngu ), che nel caso di gauge

di Lorentz (Y = 1) si riduce a quella data.
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dove & comparso un termine in pitt ed ¢ scomparso il segno -, poiche la
presenza di una parte lineare in ¢ fa si che scambiando la direzione del-
I'impulso il segno cambi. Si sceglie ¢ che fluisce nella stessa direzione del
numero fermionico, cosa non necessaria nel caso fotonico per via dell’assenza
del termine lineare.

I fattori da associare sono:

e ¢ iniziale: %“1(75);
e ¢ finale: %ﬂés);

e ¢~ = ¢t iniziale: %T)Z(,S);
o ¢ = et finale: Lo
= L Tg s

Per il vertice abbiamo abbiamo un contributo di —iQ~y*(2m)%6* (3", p:),
essendo @ la carica del fermione.

Per esempio, considerando lo scattering e — e, vogliamo calcolare I’am-
piezza all’ordine piu basso. Le ampiezze possibili sono

_|_

Il fatto che nel secondo diagramma le linee sono incrociate, in termini
di campi si interpreta come un accoppiamento incrociato tra i campi in
< 0laaWAVPAVa'a®|0 >, in forma diversa dal primo diagramma. Cio
significa che per il secondo diagramma c’¢ un numero dispari di scambi
fermionici in piu, di conseguenza deve esserci un segno - aggiuntivo nella
ampiezza.

Avviene la stessa cosa nel caso in cui si ha a che fare con un diagramma
ad un loop. Poiche siamo interessati ai moduli quadri, nei processi di
scattering il segno dell’ampiezza risulta comunque irrilevante.

Attenzione va data a quei processi che sembrano risolvibili solo con un
vertice, ma che in realta non conservano il quadrimpulso, come per esempio
casi in cui p2 = 0 e p2, = m?, che non & compatibile con p + pk + p& =

Alcuni esempi di possibili diagrammi di Feynman in QED sono:
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o

et — et et ety
ye© = e yet = et v = ete” ete” = 4
>VV\< M
“eT —yeTe” etet — etet ete” — ete” ete” = ete”
£
47— ete” ete” = vy e = ye yet — yet

8.4.1 Invarianti cinematici

Gli invarianti di Mandelstam sono utili invarianti poiche ci permettono di
parametrizzare opportunamente quando abbiamo a che fare con processi
che coinvolgono 4 particelle.

Tali invarianti sono 4-vettori in modulo quadro piu tutti i termini misti
per un totale di N — 1+ (N71)2(N72) = N(]gfl).

Per N > 4 si possono costruire strutture r.i. che non sono 4-vettori, del
tipo €000 PEP3P. Per N = 4 gli invarianti sono 6, di cui 4 relativi alle
masse delle particelle. Per N = 3, avremo 3 invarianti, ovvero le masse.

Nel caso in analisi avremo dunque 2 invarianti cinematici, ovvero 2 gradi
di liberta nell’ampiezza. Tipicamente si usano gli invarianti di Mandelstam:

e Processi 2 — 2:

s = (;m +P2)2 = (p3 +P4)2
t = (p—p3)®=(—p2+ps)’
u = (p1—pa)?®=(—p2+p3)°
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e Processi 1 — 3:

s = (p—p2)?=ps+ps)’
= (p1 —p3)® = (p2 +ps)?
u = (p1 —p4)2 = (p2 +p3)2

Si ricava facilmente che s + ¢+ u = Y, m?, quindi abbiamo solo 2
parametri indipendenti. Nel riferimento del centro di massa abbiamo /s =
Eem, per cui s = E? — p? = (Ey + E»)?, poiche p = p; +pa = 0 e
E = Ei + E5. Nel riferimento del laboratorio conviene calcolarlo come
s =m? +m3 + 2p1p2 ovvero s = m? +m3 + 2E; Es.

Per la conservazione dell’impulso, in un processo dove due particelle
collidono, lo scattering avviene su un piano. Calcoliamo s nel riferimento
del centro di massa:

s:m%+m§+2E1E2—2pﬁ~p§:m%+m§+2E1E2—

2\/E2 —m3\/ B} — m3

dove se ' >> m si ha
s=4FE1Es (8.19)
Analogamente, il calcolo di ¢ porta a
t =2FEF5(cosf —1) <0 (8.20)
e per u
u= —2E1E4(1 + cos0) (8.21)

dove si ha che ¢t € minimo per § = 7 e u € minimo per § =0 .

8.4.2 Scattering ete” — putpu~

La lagrangiana di questo processo conterra un termine fotonico libero, uno
elettronico libero, uno muonico libero e infine il termine di interazione.

I vertici elettronici e muonici sono uguali, e non possiamo collegare
linee muoniche con linee elettroniche, per cui il diagramma ¢ un canale
s tree. Non possono esserci altri diagrammi, come nel caso di scattering
eTe™ — eTe™ dove avevamo anche il canale u, perch & gli stati iniziali e
finali di particella-antiparticella sono di tipi differenti.

Nella costruzione dell’ampiezza le linee vanno scritte in verso contrario
a come sono: nella linea elettronica la freccia va da e a e™. Consideriamo
dunque I'antiparticella nello stato iniziale e avremo:

e Linea elettronica (oggetto scalare nello spazio spinoriale):

0 (2, 52) Y (—i€)s) (p1, 1) (8.22)

51~
3l

e Linea muonica:

a5 (D3, 3) T ao (—1€) 0 (pa, 54) (8.23)

-
-
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e Propagatore:

7 Juv
- dtqg—=2L 8.24
(2m)? / TP +ie (8:24)

e Conservazione nei vertici:

()] e

Sappiamo che il termine di propagatore per la conservazione nei vertici
restituisce

_M%(w& <Z pl-) (8.26)

Notiamo che possiamo contrarre g,,, = g"” con 7, ottenendo in definitiva
I’ampiezza

e (2m)'t (2, pi) (e & \(n
M = ZW (p1 +p2)2 + ie (véﬁsgmui(ol)m)(u](of:?s3”y“v](05?s4) (8'27)

La fase successiva ¢ prenderne il modulo quadro ed esprimerlo con gli
invarianti di Mandelstam. Abbiamo che

st [0S
M= (2m) [<p1+p2>2+z'e

" | (@ammr 629

Consideriamo la struttura (o7y,u)(@y*v) che puo essere vista come il co-
mune prodotto scalare tra 4-vettori, di cui il modulo quadro puo essere
espresso dunque come

(aub")(ayb"")
Tenendo conto che
(T)/yﬂu)* - (U:l];z,Sz’yofyﬂuPhﬁ)* = uL1,S1’7MT70TU:D2,82 = uL1,S1707MU:D2,82 = Uy
A questo punto? la struttura che cerchiamo &
(D) (@y"v)] [(0yu) (@y" )] = [(07"u)(@y"v)] [(@y,v) (0y,u)]

Mediando su tutti i possibili stati di spin possiamo semplificare questa
struttura:

N~
N~

S MP — Y MP
S

51,52,53,54

4Si ricordi che per numeri complessi vale z1z2 = #7142 in generale diverso da 7277 se
ci troviamo in un algebra non commutativa.
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utile nel calcolo teorico per via delle relazioni di completezza che riguardano
U, U, V, V:

ap
ua,ﬁﬁ _ |:¢+m:|
N T

2po
af
oo =[]
3 2po
Sfruttando queste eguaglianze, possiamo ricavare

et 4 D 2 m -m
|M|2 _ (27T)8— |:( 0 (Zzp) :| lTT(VZﬁ(ﬁl + )[D\,YKU(]Z& )cra)‘| .

Q4 [ (p1 +p2)? +ice 2p81) 5

]9/4 v ]é3 T M sa
T'r(')/aﬁ( (4) )Bk Ao( (3) )
2pg 2pg

~—
— 1

Sappiamo che la traccia ¢ invariante per cambiamenti di base. Tenendo
conto delle proprieta

Tr(y*) = 0

T”(”Y V) = 49"
( 2n+1) = 0
TT(’7 ,yu,y)\,ya) _ 4(gu1/g>\0'_gu)\ VU+gHU V)\)
Tr(y*) = Tr(y*y") = Tr(y?y"y") = 0
Tr(v°"y"y7) = Feh?

essendo "7 il tensore antisimmetrico di Ricci e in cui il segno dipende
dalla convenzione usata. Nel nostro caso dobbiamo moltiplicare v* e ~*
per p e m; i termini misti v# py¥m daranno traccia nulla e dunque avremo

N (sz) 2 1
M 2 — 16770 |: 1 . % p _ gHVpl Do +p p m2g/“j .
spzi;z| | (p1 + p2)? +ie 279(1)22982) [ 1P2 by }

1
2p®op@ [Plips — 9" ps - pa + Pip — m?g""]
o “Po

essendo 1y = (27r)85—tL e avendo usato la notazione p; - p; = p;,p;. Notiamo
che sono scomparsi gli spin e che restano da contrarre gli indici pv in tutte
le forme possibili, ottenendo un totale di 16 termini.

Non faremo tutti i passaggi, ma abbozzeremo la traccia della dimostra-
zione per giungere al risultato successivo. Siano

pips + phpy = Pl
pyps +Pips = Py

due tensori simmetrici, come si puo facilmente dimostrare. A questo pun-
to, a meno del fattore moltiplicativo e trascurando i termini contenenti le
masse, avremo che

Z|/\/l|2 (Ply’ = g"'p1-p2)(Psy — g% ps - pa)

spin
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Svolgendo i prodotti e sfruttando le regole di algebra tensoriale introdotte
nel capitolo iniziale, avremo:

> IMJ? o Py P§ — Py g% ps - pa — g™ P& py - pa +

spin
9" g% (p1 - p2)(ps - pa) =

= g"%guo {P12QUP34QU — P12959%7 (p3 - Pa) — P34, 9" (01 'p2)} +
9" 9o (P1 - 2)(p3 - P4)

In questa forma si evidenziano i prodotti scalari che coinvolgono tutte le
combinazioni possibili tra le coppie degli impulsi. Il risultato finale &

2 1M [%} +2[(ps - p2) (p1 - pa) + (p3 - 1) (P - Pa)B-29)

spin

_ 16m0 . . o
essendon = Tor T I Nel sistema del centro di massa p; = (E1,0,0, p),

p2 = (E2,0,0,—p) e poiche trascuriamo le masse possiamo sostituire agli
impulsi, le energie (E; = E; = p).

Analogamente avremo ps = (E3,0,0, Esfig) e pg = (E5,0,0,—E3fy)
e per la conservazione dell’energia avremo ps = (E1,0,0, E1fg) e py =
(F1,0,0,—FE17p), per cui fissato E; rimane variabile #. In termini di
invarianti s = 4E?, per cui avremo

p3-p2 = EZ(1 + cosf)
p1-ps = EZ(1 + cosh)
p3-p1 = EZ(1 — cosf)
p2-ps = E?(1 — cosf)

Per cui sostituendo otteniamo infine

() 17
STIMPE =2y {—(ng : } E4(1 + cos?0)
o (p1 + p2)? +ie

Considerando la media sugli spin, dobbiamo dividere per un fattore 4, come
abbiamo ancitipato in precedenza; inoltre possiamo trascurare il termine in

€ poiche ¢ influente tranne che nei loop; infine la probabilita del processo

)

La presenza della § di Dirac genererebbe una singolarita, che discretizzando
gli impulsi e immaginando che il processo si evolva in una scatola, diventa
una § di Kronecker e dunque avremo 62 = §. A questo punto possiamo
trascurare il quadrato della §, quindi passiamo al limite di volume infinito
per ripristinare il valore di § di Dirac, che & quello che ci serve. Di fatto

(1 + cos®6)

S M =%

spin

()64 (P +pr — P, —p)]* = (2m)*64(0)(2n)*6*(Py +py — Pi — pi)
= QT(2n)*'6*(Pr +ps — P, — pi)
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Adesso dobbiamo calcolare la sezione d’urto del processo. Consideriamo
un cilindro con asse verticale lungo ¢ e altezza ¢'T', essendo T il tempo
necessario per attraversare il tubo, e area di base do.

I volume del cilindro & dovT da cui do%L = |M|?, dove Q ¢ il volume
della scatola. Possiamo anche prendere la probabilita unitaria e dividerla

per il flusso e la densita del bersaglio ottenendo do = %. Con questa

definizione, ed essendo M la forma r.i. di M

IM? = LS [E*(1 = cos0)® + E*(1+ cos0)?] = L64E (1 + cos®0)
(p1 + p2)* (p1 +p2)

dove nel riferimento del centro di massa, poiche¢ ae, = 7, avremo
IMP? = o, (4m)* (1 + cos® )

mentre sviluppando i calcoli si ottiene la relazione

4 2
1 Z = e [(5( >(§> pfs))] @ (8.30)
spzn Q 16 Po "Po "Po Po
Per ottenere una sezione d’urto fisica, dobbiamo sommare su un dato
gruppo di stati finali corrispondenti alle condizioni del laboratorio per il
processo osservato.
Il numero di stati finali di spin dato nell’'intervallo d®*p;d® Py ¢ dato da

Q Q

dN = ——d%p
R

Pt (8.31)

Avremo che la o si ottiene sommando su tutti i possibili stati finali®:

Q. @, (2n) M 4B, By
do = ——QT i | AN = o = i ,
priaairsra Zi:p o= 2. o0 D_p O 4, B,

Piph ... i

Si puo dimostrare che

IV (e

e il flusso r.i., da cui ne segue

274 4EE
o= Y Ol (Som)

Pipy--- i

5Sviluppando secondo la teoria perturbativa all’n—esimo ordine, possiamo costruire
tutti i possibili diagrammi di Feynman topologicamente distinti con n vertici che hanno
un dato numero di particelle negli stati iniziali e finali. Senza dimostrazione, riportiamo
la sezione d’urto in questo approccio generale er processi 1 +2 — 1’/ +2" + ... +n:
1 n N/ dS /
do = N1N2(2m)46% (p1 + p2 — Z P)SIMi]? H

44/ (p1 - p2)? — m3m3 =1 2E; (27 )

essendo S = [] gi il fattore di degenerazione che tiene conto del fatto che si sono gg

particelle del tipo k nello stato finale. Per fotoni N; = 47, per fermioni N; = 2m.
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Passando al limite su un volume infinito, la sommatoria sugli impulsi di-
viene un integrale:

cpy Epy  Ep,
li o 8.32
o / (27)3 (27)3 " (2m)3 (8.32)

e infine avremo

o= /d4 /d4pn (2m)* <Zpl> IM|?

che ¢ in una forma r.i. Notiamo che

1
5(p* —m?) = [5(E— p? +m?)+ §(FE + /p? —I—mQ}—i
2 —|—m2
= O[E*—(p* +m?)]
da cui
d*p 9 B dE d3p 1 5 5 1
[ et o) = [ G V) e

B / d3p 1
(27)% 24/p2 + m?2

4 3
- [ v et = [

A partire dalla definizione della sezione d’urto avremo

o — T 8epin MM (2m)15 (5, i) 2T (5.33)
7= o7 - DRORONC :
Q 16pg Py Py ' Po

In genere, nel calcolo della sezione d’urto si calcola soltanto |M |2, in quanto
gli altri termini sono standard. Possiamo ricombinare tutto come

1
do = i |./\/l|2
<Z ) (1)2p( )QQ 2p(3)2p( )

0

ma essendo 2p, 1)2p0 ) = =4+/(p1 - p2)? avremo

d3 52 d3 M 2

U:/ g [ (Zm) MP
(2m)32pl® ) (2m)32plY 4/ (p1 - p2)?
dove tutti i termini sono r.i. Ne segue che o ¢ un oggetto scalare, invariante
al variare del riferimento. Non ci rimane che calcolare esplicitamente gli
integrali, e per farlo ci mettiamo nel sistema a noi piti conveniente, in quello
del centro di massa, dove p1 4+ p3 = 0; inoltre poiche stiamo trascurando le
masse avremo pg = |pl.

In tali ipotesi abbiamo gia visto che le energie sono tutte uguali. Pos-
siamo dividere la 6 di Dirac in un prodotto del tipo

' (Zpi> = 6" [3 i+ 5m) - 5 + 1) 8 [+ p) = 0 + )]
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Poiche siamo on shell, avremo pd = \/pi® = \/ (i + p2 -z p3)? e andando a

sostituire nella nostra espressione per o, ci resta:

g:/ﬂ 2 5 [( ( )-i-p( )) (pé) (4))} a?(4m)*(1 + cos® 0)
(2m)32p” 2pf") 4y/(p1 - p2)?

Poiche conosciamo le condizioni delle due particelle iniziali, sapremo anche

pél) — |pﬂ1|7p62 |p3]; inoltre p0 = |p3l, p = |p4| per cui (scrivendo
(p1-p2)? = 4B = 5)

dp3
- —— 4§ [2F — (|p3| + |px a2(1 + cos? §
/ SmEe BF — (sl + 1Pl o( )

Passando alle coordinate polari e ricordando che |p3| = |pi|, avremo

27 2
= 2| 3” T &
3, bsl] 2 2
o /d / dSD/ dcos6‘ 8| A% (1 + cos 9)_5—2

che in termini r.i diviene

A7 o
0=—=- (8.34)
che dunque mostra andamento iperbolico. Tuttavia I'andamento sperimen-
tale mostra delle risonanze, cioe la o.,, non descrive 'effettiva o speri-
mentale nella quale intervengono anche altri fattori, come la formazione di
stati legati del tipo quark-antiquark, che poi decadono nei muoni.
Possiamo ripetere lo stesso discorso considerando le masse. Ovviamente
i calcoli si complicano perche non e piu vera l'uguaglianza tra energie ed
impulsi e inoltre pg = /p? + m? # |p]. 1l risultato che si ottiene in questo
caso e

- Ty (8.35)

0—27Ta EQ—mQ(E2
3 E°

In QED possiamo trattare allo stesso modo i leptoni e, u7 ma non i
rispettivi neutrini, poiche quest’ultimi sono privi di massa. Una trattazione
simile si puo fare per il protone anche se composto da 3 quark.

Oltre che per le cariche frazionarie, i quark differiscono dai leptoni per
le masse, ma la trattazione elettrodinamica resta formalmente identica.

Se consideriamo uno scattering e et — e~ eT abbiamo un canale t e
un u tree, in luogo di s.

In e“pu~ — e~ p~ il canale u tree non esiste, poiche non vi ¢ il termine
di interferenza e avremo

aQ o?> FE' 20 ¢ 50
= = = 2L gin? 2 8.36
o /4E2 NS {cos > "2 sin” 5 (8.36)
8.4.3 Scattering di e~ in un potenziale

Consideriamo il processo di scattering di un e~ da un campo coulombiano
fissato, come in figura:
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La matrice di scattering e

Spi = —ic [ 45T (2) A@yila) (£ #1) (5.37)
Al primo ordine le funzioni d’onda si riducono alle onde piane
m
. — —ip;i-x
Vi) BV u(pi, si)e (8.38)

Oplr) = \/ %Wﬂf’ sp)e?rt (8.39)

Il potenziale di Coulomb ¢

Ap(z) = and A(z) =0 (8.40)

in tal modo si ha

iZe d4f17 i —p:)-x
Spi = T \/ u(py, sg)y upusz)/ﬁe(pf P
iZe d3gc o S\ =
— i, 5:)0(Er — E; —i(Py—pi)-&
2‘/1/ u(py, sp)7 u(pi, 5:)6(Ey ) e

(8.41)
L’integrale spaziale € la trasformata di Fourier del potenziale:
dr _,.- Ar
—e T = — (8.42)
|Z| |q1?

essendo ¢ = py — p;. Di conseguenza avremo

2inZe? m?2 u(py, s£)y u(pi, si)
Spi= =% ‘/E,»EZ— e 3(E; — E;) (8.43)

3
Il numero di stati finali nell’intervallo d®py & VéTp)’;: infatti per le onde

stazionarie in un volume cubico V = L3 vale

k:L = 2mn,
kyL = 2mn,
k.L = 27mn, (8.44)
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essendo ng,ny,n, numeri interi. Per grandi valori di L il set discreto dei
momenti k tende a divenire continuo, cosi che il numero degli stati divenga

1 1%
dN = dndn,dn, = Wﬁdkmdkydky = Wd% (8.45)

La probabilita di transizione in questi stati per particella e

d 224 2,002 |77 0 iy Si 2 d3

(2m)3 EV 7 2n)°E;
(8.46)

da cui otteniamo il rate di transizione R dividendo per il tempo T in cui
queste avvengono

oV dpy _ AZ2Pm? [ulpy, s5)y ulps, si)* dpy

R =155l T (@23 EV 7" E;

(Ef — Ei)

(8.47)
La sezione d’urto ¢ ottenuta dividendo tale rate per il flusso delle particelle
incidenti anc = 1, (x)y";(x), essendo a la componente del vettore lungo
la velocita U; = p;/F;. Nel nostro caso avremo

;
il _ |9l

<

m |
Jznc - s ! [ ——
[ inel = EV“Za“ EV m

(8.48)

<

da cui la sezione d’urto differenziale

do _ R _/4220<2m2 [@(pys, 57)7 ulp, s:) 2 Pidps
Q- Je. |Ui | B q1* Eyf

wmc

5(E; — E;) (8.49)

Poiche pydpy = FydEy avremo

do [u(py, sp)yu(pi, si)l? . |yl
— = 47%*m? / d ! dEs =L §(FE; — E;
a0 Vi AR
4720%m?
i [@(ps, s )y ulpi, si)l” (8.50)

che ¢ la sezione d’urto dello scattering di Rutherford nel limite non relati-
vistico. Ma in generale non conosciamo le polarizzazioni iniziali (gli stati
di spin, analogamente al paragrafo precedente) e non misura quelle finali,
per cui mediamo su tutte queste ottenendo

do 47202m?

Q- 2qt > [alpr, s )y upi, si)l® (8.51)

+sp,Esi

che non & un risultato soddisfacente poiche abbiamo mediato la sezione
d’urto piuttosto che le ampiezze. Consideriamo dunque

> Talpr 5o gus(i si)ul (0i50) (13) T (05,) e (pf, 5 7)
+sp,Esi

= > Talps,sp)v0pus(Di 5:)s (P, 5)755 10 (D1 S5) (8.52)
:‘:Sf.j:Si
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Ricordando che

U’Ot(pv S)Eﬁ(pv S)+u0¢(p7 _S)ﬂﬁ(pa —S)—’Ua(p, S)Eﬁ(pv S)—’Ua(p, _S)Eﬁ(pa _S) = 60&5

(8.53)
otteniamo
¥+ 7 +m #r+m
> Ta(py.sy) < ' BEA0)  uplpy.sy) = =5 j2
Yoy aB m aB M/ ga
(8.54)
che ¢ una traccia, che dunque ci porta a scrivere
do  47%a2m? ¥, +m ]/f—l—m
— = ! 8.55
aQ -~ 2g” { “om " om } (8:55)

Poiche

. +m
- ,Yoﬁﬁm vy }

om0 5 ﬁ (Tr[’Yo #ivo ¥y + szr[(’Yo)Q])

1
= —5 (pip} +pppl —pi-py +m7)
1
— (2EiE; —pi - py + m?) (8.56)

avremo

do 2720

che passiamo a riscrivere in termini dell’energia e dell’angolo di scattering

E e 6. Abbiamo E = E; = Ey, |p] = |pi| = |Py| ma p; # py, da cui

0
pi-pp=E*—p?cos =m?+p (1 —cosf) = m? + 262 E? sin® 3

- . . .. . 50
\q1? = |5y — pil* = 252 — 207 - P = 2 2(1 — cosf) = 4 ?sin? 3
per ottenere infine

do 722 (

do  Z7a® [ a0l
Q- EEae) P ) (8.58)

2

che & la sezione d’urto di Mott, che si riduce a quella di Rutherford per
8 — 0.

8.4.4 Scattering di e” in un potenziale

Analogamente al caso trattato nel paragrafo precedente, trattiamo lo scat-
tering di e™. Cosa ci aspettiamo di trovare? Il processo ¢ schematizzato
come
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—BPj, =S¢

—Pi, 5

In questo caso la matrice di scattering e
Syi = +ie / '@ () Ayl (@) (8.59)

Qui lo stato incidente ¢ nel futuro e va interpretato come un e~ di
energia negativa e 4-impulso —p; che si muove a ritroso nel tempo. La
funzione d’onda sara dunque

Yi(x) = ,/%v(pf,sﬂeﬂw (8.60)

Lo stato finale sara un e~ ad energia negativa che si muove a ritroso nel
passato, la cui funzione d’onda &

m
EV

vy(x) = v(pi, si)et P (8.61)

che rappresenta 1’e™ incidente con momento p; e spin §; prima dello scat-
tering. Otteniamo dunque

iZe2 1 m?2 dAr .
Spi = — =\ T 0P si)7° ——iprmpi)w 8.62
f Ar V EfEl_U(pvs)'Y U(pfvsf)/ |f|€ ( )

da cui procedendo come nel paragrafo precedente giungiamo a

dE) 27%2a2m?
— | == [0(ps, si)7 v(ps, s5)| (8.63)
<dQ - g iZ ool

Analogamente a prima avremo

3 v (pis5:)Ta(pis 1) = (M)aﬁ (3.64)

oy 2m

in cui il primo segno — viene dalla normalizzazione di spinori ad energia
negativa. In questo modo abbiamo

(%) Lo %Tr [V = m)y° (#y = m)] (8.65)

che ¢ lo stesso risultato del caso dell’e™, a patto di scambiare m con —m.
Potevamo anticipare proprio questo risultato a partire dall’invarianza per
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coniugazione di carica C:
Sy = e [ daT (o) Ay (o)
— e / d 2T (2)C~F ACT ()
— e / diayT (x) AT ()
— e [ dtay (o) ps(o) (8.66)

che porta ovviamente alla (8.65). In questo caso I'e™ va avanti nel tempo
e er(x) = Cwow;ﬁ ¢ la funzione d’onda dell’e™ iniziale.

8.4.5 Scattering e e” — e et

Trattiamo il protone come un campo di Dirac senza struttura interna. Se
conosciamo la corrente J*(x) del protone possiamo trovare il campo da esso
generato a partire dalle equazioni di Maxwell. Il campo e.m. soddisfa la
relazione

OA*(x) = J*(x) (8.67)

nella gauge di Lorentz. Per risolvere questa equazione, introduciamo la
funzione di Green Dp(z — y) definita da

ODp(x —y) = 0*(z —y)

e tale che in rappresentazione di Fourier vale

dq :
Drp(z —y) = “i @) D p(g? 8.68
ro—u) = [ e r(@?) (5.65)
dove Dp(q?) = —1/q¢% per ¢*> # 0. Per analogia al propagatore di Dirac
aggiungiamo una piccola parte immaginaria a ¢ ottenendo

-1

Dp(q®) =
r(@) q? + ie

che e il propagatore fotonico, detto wvirtuale il fotone dell’interazione. Que-
sti fotoni non possono soddisfare la condizione di mass-shell (che invece i
fotoni reali soddisfano), poiche avrebbero ¢? = 0 e il propagatore diverrebbe
infinito. Il propagatore di Feynman per la radiazione e.m. &

d*q . -1
Dp(z—y) = | ——¢ @) 8.69
Flr—y) / (27T)4e <q2 + i6> ( )
e usando il metodo di Green otteniamo la soluzione
(@) = [ ayDr(o - () (8.10)

poiche di fatto

0, 4% (z) = / 2*y(0.Dp(x — )T (y) = / 2y — )T (y) = ()
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In realta, trattandosi di un propagatore bosonico spin-1 avremo
() = [ dyDi @ = )0
Ma in questo caso D%’ & proporzionale a g"”, per cui per semplicita di

notazione possiamo definire D" = ¢"”Dp. La matrice di scattering a
questo punto e

Sy = —ic / 40 () Ay (),
e / 447 () / IyDi(z — ) J(y)vi(z),
i / dady[ (1)1 () Dp(x — )T @) (8.71)

Poiche eEf(a:)ﬂyM/)i(:zr) e la corrente dell’e™, & ragionevole assumere

T (y) = epty W7 0F () (8.72)

—p
per quella del protone, essendo ep = —e. Inoltre ¥F (y) e ¥ (y) rappresen-
tano le onde piane (soluzioni per un protone libero) per iniziali e finali, da
cul

M?2 .
£ P =Py (Py, Sp)ytu(Py, S;) (8.73)

T =\EEv

essendo P; e Py i 4-impulsi iniziale e finale del protone e M la sua massa.
Tutto cio porta a

Spi = d4xd4 [ \/ EVV EfV Hprpi)ey f Sf)'Yuu(pusz)}
d°q g *y) (Pr=Pi)yg
. tg-(z P
/(%)4e q —|—ze E’ E’ w(Fy, 5y)

W“U(Pi, Si)l

4 4 4
_ d :Z?d yd z(pf —pi—q)-x Z(Pf Pitq)-y
V2 E. Ef EIE/

[@(Pr, Sp)v"u( Py, i)l

[ pj,Sf "Y'u, p’Lv Z 2+ ic

= / EfEME'E' 27T45pf—pl—q)5(Pj—P +4q)

[alpy, sp)vuu(pi, si)] ——— q2+z [u(Pr, Sy u(F;, S;)]

ie? m? M?
= —Z20)*5(Pf — Pi+ s — pi)y | ey | =
R @m0y = Lites = v\ [ 5 5 [ BT R

1
(pr —pi)? +ic
Questo risultato ovviamente e quello al pitt basso ordine in «.,, e porta al
diagramma di Feynamn

“[@pg, sp)vuulpi, si)]
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Il rate di transizione per unita di volume e

|Sil? 454 1 m? M? 2
i = = (2 P — P —p;i i -
wy VT (2m)"6%( Dy p)V4EfEiE}E£|Mf| (8.75)
essendo
2
_ € __
My = [u(pf,Sf)”mU(pi,Si)]—qg e [@(Pr, Sp (B, 5i)] (8.76)

I’elemento di matrice Lorentz-invariante. Ricordiamo che
[(2m)*6*(Py +pf — Pi—p)]? = (2m)*6%(0)(2m)*6*(Py +ps — P — ps)
— VT2rn)*6*(P; +ps — Pi—pi) (8.77)
e che il numero di stati finali di spin fissat nell'intervallo d®pd® Py ¢
d3 Pr B3P ¢
(2m)? " (2m)3

da cui
d3pf d3Pf \%4
do = 22 0 :
7 / 2m)? 273 [Jinel
B / d®py &3P; mM mM (2m)*6*(Py +ps — P — pi)
~ J. (2n)* (27)3 EfE} EiE] | Jine|V/

(Mgl

(8.78)

Nel fattore 1/V|Jinel, il termine |Jiyc| € il flusso del fascio incidente colli-
mato, che ¢ il numero di particelle per unita di area che si muovono per
unita di tempo: B

v — Vil

\%4

in funzione della velocita relativa tra le particelle del fascio. Quando V| Jine|
& combinato con il fattore di normalizzazione per due particelle incidenti
forma il termine invariante

mM mM mM

|Jinc| =

LB V] GE+BE Vo e mr T
che puo essere vista come
(pi- P)? —=m’M? = (BE]+|pi||P)? — (B2 - |5 (B — |P?)
= 2BE)|p||P| + B2|P? + B |5
= (il B} + |P|E:)? (8.80)

178



8.4. QED

In generale il fattore del flusso nella sezione d’urto, va rimpiazzato dal
fattore di flusso Lorentz-invariante. Nel caso di collisioni lungo un asse,
questi fattori coincidono e questo mostra che la sezione d’urto & invariante
per trasformazioni di Lorentz lungo la direzione del fascio incidente. Detto
cio avremo

mdgpf Md3Pf
da—/ |M i|2(27r)454(P —Pi+psr—pi) '
Vi - B — m? M2 ! f J (2m)3Ey (2m)3E)

Mediano sugli stati iniziali di spin e sommando su quelli finali avremo

2 2

Ml = Y

sf,8:,5¢,5;

L [W+m) (Fi+m) , (Pr+M) (Pit+M) !
ZTY[ om T om W]Tr{ Y 7”}(;

ﬂ(pfvsf)Vuu(piusi) E(Pfﬂstf)’yuu(PivSi)

q? + e

@

S

Notiamo che possiamo scrivere tale prodotto come la contrazione di 2
tensori:

4
(Myil* = %L“”HW (8.81)

uno leptonico (L") e Paltro adronico (H,,,) definiti come

v 1 — — v
L = 5ZU(Pfasf)VMU(piaSi)u(piasih u(py, sy)
SiySf
= -Tr|— = v .82
2 { om | 2m | (882)
e analogamente
Pr+M  Pi+M
H,, y .
. [ (5.83)

Poiche

[P tm bt m u}
Y

1
— T Hoof AV 2 v
5 5o s r(Fpy" Py” + mytyY)

4

= 4—[4]9]]91 +4ppy —4pi - prg™” + 4m?ghv]

= [pfpz Pipy — g" (pr - pi —m?)] (8.84)

Pr+M P+ M

T v
Yo o Y AP

[Pf‘uRu_FPi,quy_g#l’(Pf'B_MQ)]
(8.85)
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avremo

e

Myl = Im2M2gt [pfpz“Lszf gy(Pf'Pi—mQ)}
[Pfup“’ + PipPr, = gu(Py - P — MQ)}
4
e
- — (p;-P)(ps-P ;. P . P,
omEa2gi | s Pr) + (i Pr)(ps - P2)

—pi - pf(Pi- Pp — M?) = P; - Py(p; - py — m?)

+2(pi - py — m?*)(P; - Py — M?)]
84
= gmenrzgi Pr 2B pi) + (Pr - pi) (P py)

—m?2(Py - P;) — M*(py - pi) + 2m*M?] (8.86)

Poniamoci ancora una volta nel sistema del centro di massa dove

py = (E.D)
pi = ( 717)
P, = (M,0)

d3p/ _ p/2dpldﬂl _ p/E/dE/dQ/

portano a
Pytp — P —
5 — / M, 0Py +p p)
V(EM)? TR (27)?
'E'dE"dSY
Lsz‘*P 54(P? — M2)0(PY)
do mQMp dE’
& = / M d Py (P} — M2)O(PRISH(Py + ' — i~ p)
2M / 2 /
= pAE'|Myi*6[(P; — p' +p)* — M*|0(M — E' + E)
2M M+FE o
- p'dE'|M;i|*0[2m? — 2(E' — E)M — 2E'E + 2pp’ cos 0]
27T2p M
(8.87)

Sfruttando la relazione §[f(x — x¢)] = 6(z — z0)/|df (z)/dx|,, avremo

df ('

J;(E’ ) _ —2[M + E — (pE'/p’) cos 6] (8.88)
e richiedendo che

m? — (E' — E)YM — 2E'E + pp’ cos = 0. (8.89)
otteniamo infine
de M p/ Myil?
c TP My (8.90)

Y~ 4Ax? p M+ E — (pE'/p') cosf
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Per e~ di energia inferiore a quella a riposo del protone (£ << 1) avremo

do m? E
7 = Ml per 7 <1 (8.91)
essendo
M |2 167%a” 2 2 2 12 2972 2 2 9
Mil* = G (MPE? + M2E? = m®M? = M?py - pi + 2M°m?)
8r2a? ) E
= Eg GE T —prep) per 7 <1 (8.92)

e dunque la sezione d’'urto di Mott. Se l'effetto del rinculo & tale da rendere
Ie™ una particella ultrarelativistica (e nell’ipotesi in cui si pud trascurare
la sua energia a riposo) avremo

e m? E'/E M

Y ~ An? 1+ E/M — (E/M)cosf”~ /'
m? E'/E — m

= — Myi|? — <1 (893
47T21+(2E/M)sin2(6/2)| rl” per g (8.93)

Poiche Py = P; + p; — py, avremo

— 167202
(Mpil? I [(Pi +pi —py) Py Pi - pit
(P; +p; — pg) - piPs - ps — M?py - pi]
8m2a?
~ m@ﬂ-pfpi-pﬂrpi-pf(ﬂ-pi—ﬂ-Pf—Mz)]
87T2a2 / 1 / 2
g 2M E'ME + BE'(1 — cos 0)(ME — ME' — M)

Dalla relazione ¢*> = (p; — p;)? = —2EE'(1 — cosf) = —4EE'sin*(0/2)
avremo

81202
m2M216 E2E"* sin*(0/2)
EE'(1 —cos0)(M(E — E') — M?))

m2a?

om2EE sin'(6/2) {2 + (1= cost) (E ]T4E/ - 1)]

Nel limite m? — 0, la conservazione dell’energia porta a

Q

[Myil? 2M2EE' +

0 = 2m?—2(E — E)M —2E'E + 2pp’ cos 6
0 ~ —2(E'—E)M —2E'E+2EE'cosf
2FEE'(1 —cosf) = 2M(E—E")
E—F EE'
i = P (1 —cos0)
2EE ¢
= e w02 =—gn
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e quindi
— 2o 0 1 ¢?
Mi? = 2+2sm2—<————1ﬂ
Ml om2EE sin*(0/2) { 2 \ 202
m2a? 50 q? 50 m
= cos” — — sin” — er — <1
m2EE’ sin*(0/2) ( 2 202 2) P g
(8.94)

dove il termine in ¢ & giustificato dalla presenza di un fermione come target;
nel caso di una particella a spin-0 questo termine svanisce. A questo punto
al sezione d’urto differenziale diviene

do a_2cos2(9/2)—(q2/2M2)sin2(6‘/2) m
&~ I a0/ + CEAD 20z T B S 89

ottenuta trattando il protone come un elettrone pesante. Di fatto que-
sta trattazione fallisce poiché non tiene conto della struttura interna del
protone. Alcune modifiche ottenute introducendo un fattore di forma elet-
trico e magnetico che tengano conto di tale struttura, conducono a risultati
ottimali e alla formula di Rosenbluth.

Questo approccio tuttavia rimane validissimo e altamente accurato per
tutti quei target che sono particelle di Dirac prive di struttura interna, come
€y [y T.

8.4.6 Bremsstrahlung

Quando gli elettroni scatterano, possono emettere fotoni reali, secondo il
processo detto di Bremsstrahlung, che € ben definito entro certi limiti: non e
infatti esclusa ’emissione di fotoni cosl basso energetici da non poter essere
rilevati (in questa trattazione ci limiteremo ad un solo fotone non proprio
basso energetico).

Consideriamo I'emissione di radiazione di un e~ in presenza di un campo
esterno. Il 4-potenziale di un fotone di momento k* = (w, E) e polarizza-
zione et (k, \) &

(g , ,
AP (2K, \) = (2 ’3) (e~ k7 4 ¢ikw) (8.96)
w

Per semplicita assumiamo I’approssimazione statica e rimpiazziamo il fo-
tone con un campo coulombiano statico e calcoliamo la matrice di scattering
al primo ordine non nullo in e.

In questo caso non puo esserci emissione di radiazione al primo ordine
da parte di un e~ libero in assenza del campo esterno, poicheé ¢ cinemati-
camente non permesso dalla non conservazione di energia e momento.

I diagrammi di Feynman corrispondenti a questo processo sono del se-
condo ordine con un vertice per 'interazione dell’e™ con il campo coulom-
biano e uno per ’emissione del quanto di bremsstrahlung:
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k,e Pri 5§

Ze
ppit+qg=pr+k pi—k=pr—q
'f\f\.«;\/\/‘XZe

p‘i:";i

La matrice di scattering al secondo ordine e

Spi = € / d*zdyp ¢ (x)[—i A(z; k)iSE(x — y)(—in°) A5 ()

+ (=) A (@)iS e (x — y) (—i Ay; k)i (y) (8.97)
dove Ag"“l = 4_7T—\Z5€|' E’ conveniente porsi nello spazio degli impulsi, calco-

lando la trasformata di Fourier:

d4(Ed4 .8 Z;Df'z |: — /é e*ikm + eik~m
/ ,/E 7 Uprssp)e —2wV( )

dq o—ia-(z—v) ) —Ze . —Ze
@ 7 00 (g ) o) (e

dq —ig-(z— i —i £ ik ik
'/(2ﬂ)48 q( y)/j_m 2wv(e ky_i_eky)}
m
EV

X u(pi, si)e” Y

= e s o 59) [ (4 ) (i)
T i ) eowver\ e R, PP g— TN
1
et (PrFh—a) giv-(a— pT) —iv0) ?g ( i fe iw-(pr—a) iy (aFk—pi) u(pi, $i)

—Ze3
T Tan v3/2 \/ 2wEE sy sp) | (=0 9) 7 (=)
/|*| oy ¥k — 1yqu)+ —i0 /| 7

STk - pz)] u(pi, si)

—i Ae iz-(pr—q)
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_7e3 1 m2 i d*y
_ = i iy-(psFk—pi)
I Vi \| SuEE, P ss) {( Y=y s 70)/ 7
d*z i ;
. o iz (pr—piFk) g
+ ( 7/'70) |f| pz:l: ,k — m( t /é)e :| u(p“ S'L)

m2

1 _ . { .
B\ BEE e [ g i
+ (—Z'Vo)m(—ié/) u(pi, i)

—Ze?
= V3/2 27T5(Ef+k E)

dove ¢ = py + k — p;. C’¢ un contributo aggiuntivo che viene dal primo
termine del potenziale del fotone e che descrive ’assorbimento di energia
nel processo di scattering e non contribuisce al caso di nostro interesse,
in cui I'e” trasmette energia al campo di radiazione e riemerge con Ey =
FE; — k< E;.

Notiamo come si presenti il fattore (—i &) nel vertice dove & emesso un
fotone libero di polarizzazione €.

Limitiamo la nostra formulazione al caso & — 0 (emissione fotone
leggero); il risultato pit generale € noto come formula di Bethe-Heitler.
Nella nostra approssimazione, il fattore tra le parentesi quadre puo essere
approssimato come

+ m —
My(k) = —ulpy,sy) [W%% + %J/—k)ﬁ%] u(pi, $i)
2 — —m —m
e"M, (k) ~ —iu(py,sy) { S 2k('¢1§f ) é/”YO + % pl_g}i/(.]j;z )}
U(pi, Sz)
= —iulpys, sp)vou(pi. 31 (,j - Zi) (8.98)

Quadrando Sy;, dividendo per il flusso |4]/V = p;/(E;V) e per 2m6(0) per
costruire il rate, sommando sugli stati finali (V2d®kd®ps)/(27)% nell’'inter-
vallo dello spazio delle fasi osservato, otteniamo
i — / VA3 Vd3pr VE; |Spi]?
(2m)3 (2m)3 p; 2w6(0)

B / V3 BkdPpy Z2e® 2n6(Ef +k — E))> 1 m? M2
) @n)S pi/E; V3 276(0) 2w B/ E; |q-14
Z2(47T04)2 2 1 m2
= 7d3kd3 2m)8(Ey + k —
| = Pr@mB(ES + k= B) o e g M
47%02m?> 1 [M|J?
_ L BkdprS(Ef + k— B 8.99
[ = <2> s0(Ey VogpE; (89
dove possiamo evidenziare la (8.58) e ottenere
do 1 E-pf € Pi 2
do = — kd®*p;0(Es + k — E; < - Z>
(dQ>elastic (27T) ! ( / )2wszf k- Py k- Di
do e? e-p e-pi\ dp
- (== — _K?dkdQ ( L > L§(Ef + k- E;
(dQ>elastzc 2w(2 ) g k - pr k *Pi szf ( d )
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Usando la relazione

d’py = prdprdQy = pyEpdEpdSy

avremo

do do €2 e-pr £-p; pr

=\ ———k*dkdQ — ) ZLdE;5(E;+k—E;
de (dQ>elastic 2W(27T)3 k (k . pj k ©Di Pi I ( f+ )

(8.100)
Poiche k — 0, abbiamo py/p; — 1, per cui

/ dEfd(Ef+k—Ei):/ AE6(Ep+k—E;)0(E; —m) = 0(E; —k—m)

m — 00
(8.101)
che ¢ la sezione d’urto di un e~ osservato nell’angolo solido dQ2¢ e di un
fotone di polarizzazione € emerso con momento k nell'intervallo dQydk.
Questo risultato e piu generale di quanto non ci si aspetti. Infatti e
stato mostrato che nel limite & — 0, ogni processo che porta all’emissione
di un fotone puo essere fattorizzato come

hmM(k)_\/a(E'pf—a'pi)Mo (8.102)

k—0 k-pr  k-pi

essendo My I'ampiezza dello stesso processo in assenza di emissione fotonica.
Tuttavia lo spettro energetico del fotone va come dk/k, il che porta ad una
probabilita infinita di emettere un fotone zero-energetico, comportamento
questo che viene definito catastrofe dell’infrarosso.

Per avere accordo con gli esperimenti dobbiamo includere le correzioni
radiative al secondo ordine per questo processo, inserendo un termine di
sezione d’urto anelastica. I diagrammi corrispondenti a tali correzioni per
il campo di Coulomb, sono

Ze Ze Ze

Ricordando la definizione di P*” . che abbiamo introdotto nel calcolo del

hys
propagatore del campo e.m., pgsgiamo scrivere
2 2 2
Z(Epf_5p>__ B _Pi o TPIBi (g0
S \kepy kep (k-pg)*  (k-pi)*  (k-pg)(k-pi)
da cui
do do 4o
— = — ——— [ kdk | dQ
it = (7)o 00 [0
2ps - pi m? m? }
— — 0(E; —m—k
Eram o e :
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Integrando su tutti gli angoli di emissione e su tutte le energie del fotone

nell’intervallo 0 < kpin < k < kpner < E; avremo
d d kma 20 - ;i 2 2

_U_<_U> 12/ kdk/dgk[ by _mt__mt

de de elastic dm kmin k- pfk Di (k : pf) (k : pl)
= k(E—k-P)=kE(1—k- ) si ottiene

|

da cui, scrivendo k-p=kE — k
dO' ( dO' > (&% kmaz/ko ( _5 5)
— = — —In — — P
de de elastic kmin A ( —k- 6 )( ’ 61)
2 2
— (8.104)
Ef(1—Fk-Br)?  Ei(1-k-3:)?
Per integrare gli ultimi due termini consideriamo
ds 2 2t 1
= m = m_/ dcos)———=
Am B2(1—(3-k)? 2E? J, (1 —Bcosh)?
1-3? [ 1 1 }
2 |Bp(1-8) BIL+H)
=1
mentre per il primo sappiamo che
1 ! dx
ab /0 [az + b(1 — )] (8.105)
da cui
/@ 2(1— ;- )
T (1—k-B)0—k-5)
_/1dar/dQ_f 2(1 - By - B)
0 AT [(1—k-Br)z+ (1 — k- Bi)(1 — 2)]?
g 20— B - B)
g "=k Gre G0 — )P
Usando la
dx o 1
(a+bx)2  bla+bx)
abbiamo
/@ 2(1—57'7) /1dx 2(1— By - Bi)
AT (L—k-B)(1—k-0;) Jo 1—|Bre+Bi(1—a)?

=Br=pe Ezﬁf = (3% cosfy, per cui

Nel nostro limite abbiamo 3;
2(1 — 32 cos )

A%  20-6;-6) [
i3 /0 dx1 — B2+ 4p2sin?(0/2)x(1 — x)
(8.106)
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che nel limite non relativistico (3 << 1) diviene

Q

1

2(1 — 3% cos 9)/ dz[1+ 8% — 4% sin®(0/2)x(1 — )]
0

2[1 — 3% cos O + 3% — 2/33%sin?(0/2)]

2 (1 + 352 sin? g) +0(pY) for g1 (8.107)

%

Nel limite ultrarelativistico

¢ = (pf—p)* =m*+m® = 2E¢E; + 25} -
~ —2E¢E;(1—cosf)
—4F?sin*(0/2)
e ) A
q .
IR sin?(60/2)
per cui l'integrale diventa
2 sl
q dx
N - . 8.108
m?2 /0 1+ (—¢?/m?)x(l — x) ( )
Dalla tavola degli integrali si ha
/ dx _ 1 1n2c:10—i—b—\/—d i d<0
a+br+cx?  /—d 2cx+b+—d
dove d = 4ac — b?. Includendo gli estremi di integrazione
/1 da 1, Qetb— V—=d)(b+ v—d)
= n
o a+br+cx?  \/—d (2c+b+V—d)(b——d)
che per a = 1 e ¢ = —b diviene
/1 dzx _ 2 b+vd
o 1+bz(l—2) =d b—+—d

dove —d = b?(1 +4/b). Nel nostro caso b = —q¢?/m? e v/—d ~ |b|(1 + 2/b),

per cui
1
dx 4 1
————— = —Inp|+ 0| -
/0 o= o (b)

che trasforma il nostro integrale di partenza in

2 2
~ —4 m

di modo che la sezione d’urto di bremsstrahlung per fotoni leggeri e

do ( do ) 20 kuae [ 35 sin § + O(6") B<1

—— = | 5= — In —q? 2 2

12 N\ ) e 7 | 20 (55) —140 (%) =<
(8.109)
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8.4.7 Scattering Compton

Consideriamo il caso in cui abbiamo un v nello stato iniziale con polariz-
zazione €;, che si propaga e investe un e~ di impulso p; variando il suo
quadrimpulso; ’e™ si propaga e poi rilascia I’energia fornita dal v emetten-
do un fotone di polarizzazione €; e procedendo con impulso pp. Possiamo
diagrammare il processo con un canale s tree o con un u tree:

pr sy k', e ITRLT k'€

Pi; Si

ke Pis 8

k,s

a) b)

Il calcolo del modulo quadro dell’ampiezza totale ¢ molto piti comples-
so rispetto al caso precedente, poiche prima riconducevamo il prodotto di
u, v, a tracce di matrici mediando sugli spin.

Sia A¥(z; k) il fotone incidente assorbito dall’e™ in un vertice e Aj (z'; k')
il fotone emesso nel secondo vertice:

5/

M ) . WA A
£ (e—zk»m_i_ezkv;ﬂ) e A/ (.I'/' kl) _ 1% (e—zk .z +ezk .z )

2wV p V2V
(8.110)

dove w = kg e w’ = kj,. L’ampiezza Compton al secondo ordine &

AP (x5 k) =

Sti 62/d4yd4ﬂf(y)[(—i Aly; K))iSp(y — x)(—i A(z; k)

+ (=i Ay k))iSr(y — o) (=i Al K)]i (),
/d4yd4 /E 7 u(py,sy)e etPsy [ _;wllév (e—ik’-y +eik/.y)

qa T _’L/é —ik-x ik-x
'/(2w)48 iq-(y— );j—m wv(e ke | gika)

. 4 .
+ —t /é (efik-y_i_eik-y)/ d q e*iq-(yfx) ¢

/2wV (271')4 lj -—m
g M -y g 3
2Zw//:(v (et w4 otk m)} E"?»qu(piv si)e” P (8.111)

dove ogni termine rappresenta uno dei possibili diagrammi
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ﬁ) %
.
Tuttavia non tutti questi processi sono cinematicamente permessi o di in-

teresse alla nostra specifica trattazione. Isolando quelli introdotti all’inizio
del paragrafo avremo

62/d4 dz, g (St eipf'y{ —id etk y
Yy BV (s sy) T

/ q e—zq (y—z)___ » J —i a/ e—ik-m + —1i a/ e—ik»y
2n)? = m\/m NeG

Codt q —iq-(y—z) { —1 aﬂ ik’ -x m —ip;-x
/ @i’ i mav AR

2 p 4 2
d’q m ) {eiy-(pf+k’—q)eiw-(q—k—p1)

1 _
u(pys, s
@2m)*\| ErE; /2w2uw' (P, 55

(—i ?") i (- Z-5/)+eiy-(pf—k—q)eiw-(q-%k/—pf)(_Z- 7)

i

(=i ¢)

i—m i—m
u(pi, si)

_ 27r \/;m u(py. s f)[5‘)(f+k’—q)
5(4)( — k= pi)( m( ig)+6W(py—k—q)
I+ K = (i A=) )

e? | m?2 1

~ v2\ E/E; m( w00 (py + K — pi — k)alpy, s¢)
. 7 )
. [(_Z éz/)]fﬁ' K—m g— K —m

che e simmetrica per le trasformazioni k «— —k’ e ¢ «—— ¢’. Questa
simmetria, detta a croce, persiste esatta a tutti gli ordini di cep,. Come in

(i) + (=i ¢ (=i )| u(pi,s:)
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recedenza costruiamo la sezione d’urto
1%

|Sfi|2 V V2 3 37/
d = : d’prd’k
7T EnBOO)V [gal @0

4

e*m - 1 1
md3p; 3k’
u(pi )6 g + K —pi~ W) RS
a’m? dpr &3k

IMP26D (ps + K — pi — k) —L (8.112)

WEi|Urel| Ef W’

Per scrivere la sezione d’urto differenziale per unita di angolo solido2 per lo
scattering nell’intervallo [0, 6 + df] e [¢, ¢ + d¢], scriviamo d3k’ = w' dw’d
e utilizzando la nota espressione covariante

dgpf e 4 2 2
E = / d pf(s(pf -—m )9(pf0)

avremo
do 20°m? © +oo
a0 = W dwlwl/ d4pf|M|25(4) (pf + K —Di — k)5(p? - mz)o(pfo)
2a°m? > /o 2 n2 2 /
202m2 Ei+tw
- % i dw' | M?8[2p; - (k — k') — 2k - K]

Questa espressione si semplifica notevolmente se la calcoliamo nel sistema
di quiete dell’e™ iniziale (come in molti esperimenti), ottenendo

d 2 Ei+w
% - m/ dw'w' | M|?6[2m(w — ') — 2ww'(1 — cos 0)]
2a%m 9 W’
N w M [2m + 2w(1 — cos )|
I\ 2
= o (ﬁ) M2 (8.113)
w
dove abbiamo utilizzato la relazione
o = w w

T+ (w/m)(1—cosf) 1+ (2w/m)sin?(6/2)

a partire dalla radice della funzione ¢. Quest’ultima ¢ la nota relazione
Compton se la mettiamo in funzione della lunghezza d’onda A:

2
N =X+ —ﬂ-(l — cos )
m

La sezione d’urto differenziale per e~ e 7y con stati di polarizzazione iniziali
e finali fissati & dunque

do 5 (W 2
20 2
dQ) w

1 1 2

vt kE—m 7 é/p/z— K-

tos.57) (7 — 7 ) ulons)

(8.114)
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che nella radiation gauge porta a

M = mWsn<¢m+k+ma%im‘k+maﬁuwaa

2k - p; 2k p;
= u(ps,sy) (5" 7— ﬂ;; Z:L e %;Lk/k;m) u(ps, 5:)
= —ulpy,sf) (;;fpk + j,j i) u(pi, s:) (8.115)

Consideriamo adesso il caso in cui gli e~ non sono polarizzati ma i lo sono
gli stati iniziali e finali dei v, rispettivamente A, \": dovremo mediare sugli
stati iniziali di spin dell’e™ e sommare sui suoi stati finali secondo

do 1 do

_( A, )\’) —

a0 2,54, 4@

Passando alle tracce avremo
d5 2 (w'\? -+ /
w 2m 2k -p; 2K - p;

o 2
vi+m (kdd K dd
T om <2k~pi 2k/'pi>:| (8.116)

avendo sfruttato la regola 4 b £ =/c /b sa. Ci sono tracce con oltre 8
matrici v all’interno, che possiamo ridurre commutandole tra loro fino ad
ottenere identita del tipo 4 4 = a?, che ne rimuove 2.

Sfruttando inoltre la gauge, che impone k2 =0, e2 = ¢ = —1, k pf =
E'-pi, k€ =py-€ otteniamo

T o= Te[#+m)d KW +m) K]
= Tl & dKV KL +m*T[d KK
= 2k-pTi(gy § 7K 7]
= 2/€'piTr[ﬁfé?/k?/]
= 2k-pi(Tr[py K] + 2k - E/Tr[]ff 7))
= 8k-pilps-k+2k-e'ps-£)
8k - pi[k" - pi + 2(k - €')?]

Ty, = Te[(gy+m)dd K+m) K ¢4
= 8K -pilk-pi —2(K - €)?]

avendo usato la crossing simmetry. L’altro termine e

Ty = Te(pp+m)d d¥p+m) K & ¢
= Trgd KWi+m) KW +m)
= Te(gy+m)dd K(i+m)kdd
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Infatti, utilizzando la conservazione momento-energia abbiamo

T3 = Te(p+m)d JEH+m) K 7 ¢
= T+ k=K +m) ¢ JKp+m) K 7 ¢
= T +m) & JkW+m) K & d+Te(k=¥) 7 7KW K 7
= Te(g+m) ki +m) K ¢ 77 Tl k7KW K 7 7

— 2k ET[(p K S+ T[S FH K S ) 2k T o K
= T —m) K +m) ¥ ¢ ¢ ¢+ 2k pTe[h K ¢ ¢ 4]
— 8k-E'lk-e'pi K+ 8K -ele- k'k - py

= =2k piTx[f; K]+ 4k -pic - ' Te[ ¥ ' 9] = 8(k- ")’k - pi +8(K -
5)2/€ “Pi

= —8k-pip; - K]+ 16k -pie-€'[p; - k'e €] — 8(k - ")k - p; +8(k -
= 8(k-pi) (K- pi)[2(c' - €)* = 1] = 8(k - ')k’ - pi + 8(K - €)%k - pi

da cuil
d_()\ Ny = a? W' 2 k’-pi+2(k-5')2+k-pi—2(/€'-5)2
ds) 4m?2 \ w k-p; K - pi
k- 8/)2 (k/ X 8)2
2[2(¢” - 2—1—2( 2
+ 2[2(e"-e)” — 1] T T

a® (WN*[K -pi  k-pi Ry
= oz (;) |:k'pi+k,'pi+4(g.g) —2]

che nel riferimento scelto diviene

do , @ (W\’[w w ;o
dQ(A ) = s (U) E+J+4(E ce)* =2 (8.117)

nota come formula di Klein-Nishina, che nel limite di basse energie (w —
0) si riduce a quella classica di Thomson

042
(;g()\ X)>Wo = W(a e')? (8.118)

dove

62

L e —928x10 ¥ m
m  4rmc? '

To

e il raggio classico dell’e™. Ritornando nuovamente all’espressione generale,
possiamo sommare sugli stati di polarizzazione finali €/, dei fotoni e mediare
su quelli iniziali, per ottenere la sezione d’urto non polarizzata

2
do 1 do
- = - (N
Q) 2 by M)
AN =1
o [\ & w’
= 7(5) 2 [;m—“@ 29 ‘2}
AN =1
o [\ | 2
- 2—2<E> —+ o+ > (ea-eh)? =2 (8.119)

E)Qk'pi
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Possiamo valutare la rimanente somma sugli spin considerando che il ~
incida lungo ’asse z mentre il 7 finale sia scatterato nell’angolo solido df2
descritto in coordinate sferiche tali che

(0,0,1)

k' = (sin®cos¢,sinfsin ¢,cosb)

Possiamo scegliere i relativi vettori di polarizzazione come

£y = (1,0,0), ey = (sing, —cos ¢,0)
£2) = (0,1,0), 5(2) = (cos 0 cos ¢, cos O sin ¢, — sin §)
ottenendo

2
Z (ex - €5/)? = sin? ¢ + cos® O cos® ¢ + cos® ¢ + cos? fsin® ¢ = 1 + cos? 0
AN =1

e di conseguenza

do o2 (W\P (W  w 5

— =—|— — 4+ — —sin“ 6 8.120

dQ)  2m?2 (w w W ( )
Per integrare la sezione d’urto differenziale, poniamo z = cos @ per sempli-
cita e sfruttiamo la relazione tra w e w’ per ottenere

_ ra? 1d 1 1
7 = W/_l Z[[l—i—(w/m)(l—z)]?’+1+(w/m)(1—z)

B 1—=2 }
1+ (w/m)(1-=z)?

Detto z = 1 — z, abbiamo

6222/26&[ 1 N 1 N 2 — 21 ]
m? Jo 1+ (w/m)z]* 1+ (w/m)z [l + (w/m)z]?

Usando gli integrali

dx 1 S
/ de 1 : 1] 1
(1+0bx)3 2b(1 4 bx)?|, 2b (1 + 2b)?
x2dx 1 1 2
_t T = _— 14bz—2In(1+b
/(1+b:v)2 b3{ +bo =2l +br) - 37 }
1
= — [2b—2In(1+2b) —
b3{ n(l+ 1+2b }
xdx 1
T |In(1 + ba) = (1+2b) + -
/(1+b:v)2 52 {n +bz) 1+b:v] [ T T
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possiamo scrivere

7TOf2 m w
7 = W(;)B{l—m—ﬂn(l—i—Qa)
+ 2(%) [2—714_2(1&]/7%)—111(1—1—2%)}
. %(%)TPWHHI(HQ%)” (8.121)

che & valida per tutte le energie iniziali w del v. A basse energie w/m — 0
e

2 @) )52
a2 ] EE) 1)

X g3 =37 (8.122)

Ql
Q

che ¢ ancora una volta la sezione d'urto di Thomson. Ad alte energie
m/w—0e

P O ) [ @) [

T 2w 1 m. w
. [1nﬁ+§+o(;1na)} (8.123)

%

%

8.4.8 Amnnichilazione e et — 77y

Riportiamo i diagrammi che descrivono ’annichilazione di una coppia in 2
~:

ki, eq ki, €

Poyse Po.s-

che di fatto possono essere visti come i diagrammi Compton ruotati. Per-
tanto utilizzando le stesse considerazioni del paragrafo precedente avremo

62 m2
St = —=4/ —=——7-——(2 454 k ko — N
! & E+E_2k12k2( m)°0%(ky + k2 — py — p-)0(p+, 54)

[(—i ?ﬁm(—i 1) + (=i il)m(—i 2) | u(p—, s-)
(8.124)
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in cui si nota 'invarianza per lo scambio dei due fotoni, come richiesto dalla
statistica di Bose. Le ampiezze di questo processo possono essere ottenute
da quelle calcolate per il Compton se operiamo le sostituzioni

Compton <« Annichilazione coppie
e,k — e,k
€K — e +ky
Pbiy8i = P—,5—
br.sf = —P+:5+

Procedendo avremo dunque la sezione

1Sp2 V' VdPky Vd3k,

d =
o VT | Jon| 0P (20

d3ky dks
2k1 2ko

(Mil? 6 (k1 + ko — p4 (8.129)

et m?
(2m)? / ELE_|vy — 0|
e per un e~ in quiete

64 m dgkl d3k2
do == | =—— i|? == —=—0%k1 + k2 — py — p— 8.126

L’ampiezza invariante ¢

1 1

My = (p+,s4) {(—i ¢2)m(—i 71) + (i éfl)m(—i 72)

'U(p,, S*)

— e sy) {%ﬂ_— K +m P_— K2 +m

2p_ K kl ¢1+ ﬁ/lﬂ §/2:| u(p_,s_)

= —ib(py,s4) [Zk{z + Z;k?]fj u(p_,s_) (8.127)

dove abbiamo usato la relazione (p_ 4+ m) fu(p—,s-) =£(— p_ +
m)u(p_,s_) = 0. Per v o e~ incidenti non polarizzati mediamo sugli stati
iniziali di spin. Indicando con I' le quantita dentro le parentesi quadre,
avremo

1 1 B B _
1 > Mgl 1 D 0p4ss4)alapu(p—,s-)gu(p-,s-)sTspv(ps,54),

S—,54 S—,84

1 _ ¥_+m =
1 > B(p4s54)alap ( >ﬁ6 Lspv(p+,54)p
sy

2m

1 /m— _+m —
= = Vs Top v Ts,
4 2m por 2m 6

che vale
B —lTr [m— j/ <$/2 ¥ &1 n 71 Ko 5/2> y_+m <ﬁ/1 ¥ &> n g2 Ko &ﬁﬂ
4 2m 2p_ - kq 2p_ - ko 2m 2p_ - kq 2p_ - ko
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Pertanto avremo la sezione d’urto non polarizzata

4
iz = —_°© [_™_
7 (2m)? / BBy
lTr m—y, (d2 k1 & . 1 Ko o\ P +m (&1 1 o2 L 72 o 71
4 2m 2p_ - kq 2p_ - ko 2m 2p_ -k 2p_ - ko
APk &Pk
2k11 2k22 6 (k1 + ko —p— — )

Come nel caso Compton, dalle relazioni di gauge avremo

84 m -1 1 kg kl dSkl d3l€2
d5 = — My 29
7 ()/E+ﬁ+42m2[k1+k2+( ©2) ]%1 2k

6 (k1 + ko — p— —p+)

By By
= Zm/er[ +k_2+2_4( 62)} T 2k25(/€1+/€2—P——P+)

Poiche nel laboratorio

d3ky d3ks
64y + kg —pyp —p_
/2k12k2 (k1 + ke —py —p)

Pk [
— / lel / d* ko6 (k1 + ko — py — p_)8(E2)O(KY)

_ /%54[@ + - — k1)?I0(Ey + E- — k1)

/ §k1dk1d9k16[(p+ +p_)2 - 2k1 . (p+ +p_)]9(E+ +FE_ — kl)
0

aQy, [Pt
_ 2’“ / kidki6[2m® + 2mEy — 2k (m + E4 — py cos0)]
0

1 m(m+ E,) 00
4[m+ Ey — py cost)? i

posti z = cosb, f=pi/E4, v = E;1/m avremo

k1 (m+Ey) o 1/y+1 1+
m  m+FEy —pycosf 1/y+1—pBz 1+~(1-82)
ke _ B B _ (491082
m m m 1+~(1-062)
ko
2 1—
T V(1 - B2)
e quindi
do a? kq 2 m k1+k2+2 4( )2
—_- (4 —= —4(e1 - €
A%, 8m2By ki + ko ke | ki roee
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L’angolo © tra i 2 fotoni puo essere ricavato dalle

(k1 +k2)* = (p- +p4)°
2ky ko = 2m”+2mE
2k1ko(1 —cos®) = 2m(m+ E)
m(m + E) k1 + ko 1 1
1—cos® = = - -4 =
o8 krks ks <k2 + kQ)
che conducono a
do o [k 1 ki ko 2
SR (A I AL T 8.128
dQy,  8m2By <k2) 1—cos® [kg * k1 * (c1-€2) ] ( )

La somma sugli stati finali di polarizzazione nel riferimento di quiete da
Z(Gl . 62)2 =1+ COS2 ©

Abbiamo cosi

do a? k1 1 ki ko 2
= AR I [ I
dQy, 2m?2 Gy <k2> 1—cos® {kz + Ky s @}
a? k1 1 1 1
= —— | — ) —— (k1 + &k — 4+ =) —=1-cos®
2m?2 3y </€2> 1—cos© {( 1+ k) (kz * kl) o 6]
a2 kl 1 2
= ot (k—2> FRp—= [(1+7)(1 —cos®) — (1+ cos” O)]
a? ks 1+cos?©
T 2m2By ky [ YT cos@} (8.129)
Cinematicamente abbiamo le relazioni
m m
= 1 _—_— — —
cos © Tk
m\> m\ > m m mm
2 = 1 — —) - 2——2—4+2——
€050 +(kl> +</€2) k1 k2+ ki ko
1+ COS2 © m kl kz kz kl ]{1 ]{2
= — 4+ 2= —2—=—-2242
1—cos® k1+k2{mm+k1+k2 m m+
L [29(1+7)%(1 - B2) 1
= +9(1 - B2) + ———
T+ { (R A T
—2(147) + 2]
1 27(1 2(1 - 1 1-— 2
_ [ (1 +7)*( 622) [L+~(1 - B2)] —2(1+7)}
L+ [ [T4+7(1—7v2)] v(1 = B2)
che portano a
do o’ [ 3o [1+y(1-62)* 27(1+7)(1—52)]
dQ,  2m2By2(1 - B2) YA +7)(1-8z)  [1+~(1-pB2)]
(8.130)

Per una sezione d’urto totale, dobbiamo sommare sugli stati di polarizza-
zione finali del fotone e integrare sull’angolo solido. Poiche gli stati finali
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contengono 2 particelle identiche, nell’integrazione dobbiamo considerare
ponendo un fattore % davanti ai calcoli:

T== ds2
773 ) aq, “™
Usando gli integrali
/1 dz 1
1 1+ = B2)? L+
1
dz
T = 9242
fdu—&v !
/1 dz 1. 1-8
= ——=In
1 1—-pz 6 1+
abbiamo
o {7—}—31111—5 2y N 2 lnl—ﬁ 27 2}
o = _ _ _ _
2m?2 (3?2 Jé] 1+ 1+~ p+4+y) 14+8 1479 7
ma? 9 1+06
= — 4 1 -2 3
ST 1 1) [(7 +4y+ )nl_ﬁ By(y + )]
To ( 1 1+0
= 7+4+—)1n — — By +3
m?32y(y +1) g 1-p (1 +3)

2

_ #M[(wui)mmw——n—ﬁmﬂ (8.131)

A basse energie, v — 1 e § — 0, avremo

2
_ T
5 o~ W[(6—1/2ﬁ4+-~-)(6—1/464+~-~)—46—1/263~-~]
2
T
- L"Q[How)] er <1 (8.132)
- m2ﬁ I pr .
Nel limite ultrarelativistico, 5 — 1 e v >> 1, invece
_ Ta?
T = W[(7+4+---)1n(7+7(1—---))—7]

7TO(2

4
= — [1n27—1+—1n(27)+---}
m=y Y

2

ye: 2E+ m E+
= In—+0(—1In— 1 (8.133
mE,, [n m (E+ nm” per 73> 1 (8.13)

8.4.9 Scattering e"e” — e"e”

I diagrammi di Feynman per questo processo sono
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p1— D) PL— Py
yuit 2 yul 2
a) b)

a causa dell’indistinguibilita delle particelle. La matrice di scattering e

o —e2m? T(ph) (=iv)u(pr)a(py) (—in* Ju(p2)
fi = !

V2,/E\E,E|E), (p1 —ph)?
it(py ) (i) u(p2)u(ph) (=i )u(ps
) ) upa T ) a4 )
(p1 — o)
in cui il segno — e giustificato dalla statistica di Fermi, secondo cui lo scam-

bio di due fermioni identici causa un cambiamento di segno nell’ampiezza.
Per e~ non polarizzati avremo

|Spil* V. Vdipy Vdph

d
7 VT Jine (27)3 (27)3
84 m4 d3p/d3p/
- | G A m R M =)
(&3
M2 = U(ph)yuu(pr ) u(ph) v u(p2 )u(p2)y" u(ph)u(pr )y u(ph)

(p1 —p1)*
A(ph)vuu(p1)u(ps)y* ulp2)a(p1)y" w(ph)a(p2) v u(ph)
(p1 = p1)?(p1 — p5)?
U(py)vuu(p2)u(ph) " ulpr)u(p2)y" u(ps)u(p:) v upy)
(p1 — p5)*(p1 — p1)?
U(ph)vuu(p2)u(ps)y* ulpr)u(p1)y" w(ph)u(pz) v u(ph)
(p1—py)*
di cui possiamo calcolare solo i primi 2 termini, essendo i secondi otteni-

bili da questi con la sostituzione p}] < p,. Mediando sugli stati iniziali e
sommando su quelli finali avremo

+

D AP a () ast(pr)gT(Ph)y (1 )r5u(p2)sT(p2)e (7 )es

’oo
81,82,57,55

u(ph) T(p1)p (1) pou (P o

(M) (oo (ﬁl - m) (s (M) ,, (e

2m 2m 2m
Ziz +m )
: (’71/) 0
( 2m de .
pitm  ptm Potm ,pPy+m
= T | T v K 134
r[ om " om |7 T om T om ) (8.134)
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Z A(P))a (V) apu(p1) 5U(05)y (V)76 u(P2)sT(P1)e (V" )eo

’ool
81,582,87,89

u(p2)6t(p2)p (W) poru(Ph )
<I/12#> . (Vu)as (ﬂl;nm) N (7" )es <¢/22jnm> .

(s <7‘2 i ’”)

2m
_ Tr[%’ﬁrm Pitm  phtm ﬂ;ﬁmﬂ

(8.135)

di cui 2 le abbiamo gia calcolate e una puo essere semplificata per energie
relativistiche (E >> m) in cui possiamo trascurare i termini in m?. Dunque

T | BE BT | 0+ () = gl 5]~ )
o {%2;7”7# ]/22—;77171/] - %[(p’z)“(pz)” + ()" (py)” — 9" (p2 - Py — m?)]

e

a4 '
Ty 2 +m’7up/1+m e ¢2+m7#ﬂ2+m7,,
2m 2m 2m 2m

/ / / /
= W[IH - Pap1 - P2 + Py - P2p1 - )

om M 2m " 2m 2m

L +m +m  gh+m +m
Tr |:ﬂ1 v ﬂl y ﬂQ 7;1%2 v :|

B T;ALTTWWM P I 27”1+ O(m®)

1
= —WTF[I/HH 7 P 1/2]

= ! P1 'PszWi 5%2]

Com
2 / /
= _Wpl *P2P1 - Pa

Nel riferimento del centro di massa

E1=E2:E12Eé = F
1] = [ta| = B
|Up — 0] = 208

da cui

p1-p2 =pi Py R 2E?
pLoph=py p2 ~ 2E%cos?(0/2)

p1-py=ph-p2 ~ 2E%sin?(6/2)
(P, —p1)? ~ —=2p1-py = —4E®sin?(6/2)
Py —p1)? ~ —2p1-ph = —4E®cos?(6/2)
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e di conseguenza

F+m_ ptm Htm htm ] (BN s
TI‘|: m T om Yv Tr om Y om vy =38 - [1+COS (9/2)]
Ftm_ dtm_ htm ,phtm B\

T ” iz vl — g =
r[ om " om ¥ 2m | o2m | m
da cui 4, 4 d3 /d3 /
e*m Prd°py
do = L 22 My 26 (0 + Py — p1 — p2)

8(27)2 E43

— 1
Ml = [

1+ cos*(0/2) 2 1+Sin4(9/2)]
- 2m4

sin(6/2) sin?(0/2) cos2(6/2) cost(0/2)
interpretabile come la somma dei quadrati delle ampiezze associate ai 2

diagrammi del processo, pilt un termine di interferenza. Integrando su d3p
e prendendo d*p| = E?dEdS) avremo

do etm? E2dE — 5. _, ,

o - W/WLMM 6(Ey + By — By — E3) (8.136)
o [1 + cos*(6/2) 2 1+ sin*(6/2). 57)
 8E?2 | sin?(0/2) sin?(0/2) cos2(6/2)  cost(6/2) |

che ¢ il limite per alte energie della formula di Moller nel centro di massa.

8.4.10 Scattering e et — e et

I diagrammi per questo processo sono

Pta
n-p

D, —-q

a) h b) —0

dove notiamo ’analogia con quelli del caso precedente. Per questo, facendo
uso delle sostituzioni

b1 <= D1
Py o< P
P2 = —QQ
Py = —q
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e cambiando il segno nella matrice di scattering, otteniamo
e’m’ 1 [iﬂ(p’l)(—m)U(pl)qu)(—iv“)v(qi)
V2 /B, EyEq By (p1 —p))?
2 (i) v(g1)o(gy) (=i Ju(p1)
(1 +q1)?

Spo= +

} 275" W+ d — p1 — 1)

in cui il primo termine rappresenta lo scattering e~e™ diretto e il secondo
annichilazione. Da notare inoltre che 'ampiezza ¢ antisimmetrica stavolta.
Ancora una volta nel riferimento del centro di massa

pL-q=p)-¢, = 4E?
PPl =qqp = 4E%*sin®(0/2)
pL-di =1, @1 = 4E%cos’(0/2)
(p1—p))’ =~ —2p1-p) = —4E?sin’*(0/2)
(m+a)~2p-q = 4E?

che conducono a

pLt+m pll"‘m%}ﬁ[— fHtm = fgi+m

om " 2m 2m 2m

|

2
= W[pll “qip1 - ¢4+ dip1 - @

= 8 (%)4 [1+ cos®(6/2)]

—fi+m g+ m ht+m o, — fi+m
Tr | T " v
{ om % 2m ! om | om |
2
= —gla-rie-a+a-dienpil

= 8 (%)4 [sin®(0/2) + cos*(/2)]

()= ()]

= 4 (%)4 [1 + cos? 0]

BAm htm = fAm = fim
1 b 1 ~ 1 1 v

2
2m 2m 2m " 2m - _Wpl .qipll "

- 8 (%)4@#(9/2)

|

L’elemento di matrice invariante € dunque

M = 1 [1+cos'(8/2) 2cos’(8/2) 1+00529]
~2mt | sin*(6/2) sin®(6/2) 2
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de  o? {1+cos4(9/2) 2 cos?(0/2) l—l—coszﬁ}
dQ  8E? [ sin(9/2) sin(0/2) 2
e nel limite ultrarelativistico avremo
1 |:1+COS4(6‘/2)  2cos’(0/2) 1+60829:|
2m* | sin?(6/2) sin?(6/2) 2

M7, = (8.138)

Se avessimo avuto la creazione di coppie p avremmo dovuto considerare
solo il diagramma di annichilazione, essendo 'unico a contribuire perche gli
stati iniziali e finali delle coppie particella-antiparticella sono di tipi diversi.
In questo caso avremmo avuto proprio

do o?

=—(1 20 1
70 16E2( + cos® 0) (8.139)
e integrando sull’angolo solido
2
_ T

Tuttavia queste rimangono solo speculazioni teoriche che non sono in
accordo con gli esperimenti per tutti i processi del tipo ete™ — (T/~
quando ’energia in gioco e vicina a quella di riposo del bosone Z.

Elaborando una teoria che tenga conto della presenza di tale bosone
vettore dell’interazione debole e in concomitanza con le leggi fin qui trattate,
possiamo arrivare a fittare i dati sperimentali con enorme precisione.

8.5 Teoria elettrodebole

Esiste una teoria piu complessa e generale in cui i fermioni si accoppiano
elettromagneticamente (—igy,) oppure con un vertice del tipo g(avy, —
by,7s), ovvero si accoppiano debolmente tramite il bosone Z.

La necessita di definire una nuova forza fondamentale derivava fon-
damentalmente dai risultati sperimentali: venivano osservati decadimenti
con particelle con vita media diversi ordini di grandezza superiori a quelli
elettromagnetici o forti.

Questa interazione viola la parita: questo fu dimostrato nel 1956 da Lee
e Young osservando il decadimento 8 C0% — Ni%®+e~ 47, schematizzato
come

T axis

- e

J=5 J=4 Je=1

80Cco —_— iy + fe” )y + (Flg
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Ripetendo l'esperimento sotto ’azione di un campo magnetico ortogonale
al piano del processo, si registrano un numero diverso di conteggi rispetto
a quello privo di campo magnetico, da cui la violazione di parita.

Possiamo anticipare, come fu supposto allora, che le particelle media-
trici dell’interazione debole dovevano essere massive e cariche, come W¥ o
neutre, come Z°.

11 propagatore fotonico avra forma del tipo Z 2

essendo I la distribuzione di probabilita che ha la particella

mentre quello di Z sara

Guv
?—MZ+il' My’
di decadere. Ristudiamo dunque il processo di scattering in esame nel
paragrafo precedente.

8.5.1 Scattering ete” — putpu”

Adesso le ampiezze da considerare sono 2 canali s tree, la prima (1) di pro-
pagatore fotonico, la seconda (2) di propagatore Z, rispettivamente elet-
tromagnetico e debole. Troveremo che il modulo quadro dell’ampiezza sara
paria [(1)]?+](2)|>+2Re [(1)(2)*], dove troveremo (a,,—by,7s)v in luogo
di ayHv.

Da |(1)[? otteniamo un termine del tipo <; da |(2)|? uno del tipo W;
da 2Re[(1)(2)*] un termine di contributo misto dei precedenti, che si an-
nulla molto pitt lentamente.

Da notare che il contributo di |(2)|? va a zero quanto pitt s — M% >>T.

Calcolando 'ampiezza per il processo che tiene conto delle due configu-
razioni appena descritte, abbiamo

et 9
M= zq2v'y uuyHv + PR VR L

v(ay, — byuys)u -

u(ayy = byuys)v  (8.141)

Poiche 'y << Mz spesso il termine immaginario si puo trascurare e in
corrispondenza degli zeri del denominatore avremo dei picchi lorentziani.
La sezione d’urto differenziale sara

d 11
% - WF{(AQ + B2 +2C?)(1 4 cos? ) + 4 cos O(AB + C?))8.142)
™ S
essendo
A=e+a? g . B:bQLZ C:—ab;z (8.143)
| M 1M | M

Integrando da 0 a 7 il termine 4cosf(AB + C?) si annulla, non dan-
do contributo alla sezione d’urto; € tuttavia utile per calcolare A e B.
Definendo

do
= [ dQ)— 8.144
0o = [ dogg (3.144)
dove o si ottiene integrando in 6 € [O, %], o_ si ottiene integrando in
0 e [%, ﬂ , in cui il termine detto da sempre contributo nullo. La simmetria
A, detta forward-back & definita come

A= Tr "% (8.145)
(o +o_
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8.5. Teoria elettrodebole

da cui si ricavano informazioni sui coefficienti A, B.

8.5.2 1l bosone W

Oltre a processi di scattering, nella teoria debole ci sono interazioni tra Z
e W che hanno struttura di tipo ~.

La teoria elettrodebole SU(2) ® U(1) mostra che quando c¢’é un vertice
elettrodinamico con 7 ce n’e uno corrispondente con Z, come abbiamo visto
nel paragrafo precedente.

Dato che in questo non c’e proporzionalita con la carica, si accoppia
anche con neutrini secondo un processo detto scattering di corrente neutra,

diagrammabile con un canale ¢ tree in cui i vertici iniziali sono e, v, il
propagatore ¢ Z e i vertici finali sono e~ v.

In teoria elettrodebole c¢’e anche un’altra particella con vertici analoghi
a Z,la W. Con questa particella (la differenza di carica tra elementi di una
famiglia & 1) leghiamo particelle di una stessa famiglia:

Carica
Ve Vy Vr 0
e u T 1
Carica
u c 1 +2
d b —z

Dallo studio di processi come questo e dal confronto con altri diagrammi,
sono state ricavate molte proprieta di Z.

Nei processi che coinvolgono la W il vertice & ¢’y#(1 — %), con ¢’ # g.

Quando calcoliamo 'ampiezza, troviamo u, v riferiti a particelle diverse.
L’esistenza di questi vertici fa aumentare il numero di scattering possibili.

Da confronto delle sezioni d’urto con corrente carica e neutra, si hanno
informazioni sulle oscillazioni del neutrino.

8.5.3 Introduzione ai decadimenti

IN QED non possono esserci decadimenti di particelle elementari, poiche
abbiamo visto che sarebbe violata la conservazione del quadrimpulso.

Esistono processi Compton considerati come produzioni di coppie, ma si
tratta comunque di processi 2 — 2. Il decadimento 70 — ~+, visto sotto
Iottica del modello a quark, che descrive il pione come una coppia quark-
antiquark, non ¢ ancora una volta da considerare come un decadimento.

Il primo decadimento che si studia in teoria elettrodebole ¢ quello 3,
dove n — p+ e~ + .. Ma in effetti anche n e p sono particelle composte
(barioni) da 3 quark, rispettivamente udd e uud. In effetti abbiamo una
coppia di quark che fa da spettatrice e il processo reale e d — u+e~ + Ue:
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Poiche u e d sono interni a n e p e le masse di questi ultimi sono molto
maggiori delle energie coinvolte nel processo, si preferisce considerare che W
si accoppi direttamente con n e p, dunque ripristinando dunque il processo
di partenza.

Un decadimento pitt elementare ¢ quello p* — e + v+ + V.

Poiche I'interazione forte lega i quark della stessa specie ma con numeri
quantici di colore diversi, le particelle finali hanno la stessa massa, pertanto
non si possono avere decadimenti. Ne segue che ['unica interazione che
interviene nei decadimenti ¢ quella debole.

Un decadimento simile a quello del p & 7& — e* 4+ 1.+, che pud essere
diagrammato con un canale s tree i cui vertici iniziali sono d, u (i quark che
compongono il mesone 7 per esempio), per propagatore W e per vertici
finali et e v,.

+

8.5.4 Decadimento di p

W e Z si accoppiamo ad un fermione e al suo neutrino corrispondente.
Possiamo immaginare un processo del tipo

f—vy+W —vr+fitf (8.146)

nel rispetto delle leggi di conservazione conosciute. Poiche m, ~ 0 questo

processo ¢ possibile: la coppia di fermioni piti leggera realizzabile & e®, v+ .

Il ©~ ad esempio, ha un unico canale di decadimento:

All’aumentare della massa si aprono nuovi canali di decadimento fino
a coinvolgere i quark. Per esempio, lo stesso canale potrebbe presentarsi
avendo questa volta @,d (ossia 7~) al posto di e™,v,—. Questo canale va
analizzato cinematicamente; infatti m,- ~ m,- per cui il volume dello
spazio delle fasi e limitato e il canale & poco probabile.
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E’ invece possibile per 7, anche se ¢ piu probabile il processo 7 —
e + V. + V-, che coinvolge particelle finali piu leggere.

Se definiamo P il quadrimpulso di 1=, @ quello di e™, p quello di v,
q quello di 7, e ci poniamo nel riferimento di quiete di =~ dove P =
(muf,0,0,0) e definiamo s., s, la polarizzazione dell’e™ e del p~ rispet-
tivamente, avremo che 'ampiezza totale sara

- 12

[@(Q, 57 (1 =~°)v(q)] PESEE ;f%v TR —— [a(P)1A(1 =) u(P,s,)]

La presenza di 1 —~° permette di selezionare uno stato di elicita del neutrino
(selezionando la parte left-handed). Calcolando il modulo quadro, tenendo
conto che poiche siamo lontani dal polo possiamo trascurare 'y, otteniamo,
per i termini dentro la prima e la terza parentesi quadra:

[0(@)77 (1 = ¥")u(Q, 50)u(Q, s )y (1 = ~")v(q)] -
(AP, 5,)70 (1= )u(p)u(p)yn (1 —7°)u(P, s,)]

Dalla conservazione del quadrimpulso abbiamo ¢+ Q = P — p da cui
(@+Q)* = (P —p)* ~ P? ~mj, << mjy

per cui possiamo approssimare il termine in parentesi quadra centrale con la

Gp ~ ni; di Fermi, che ha un valore di circa 1.16-107°GeV ~2. Sommando
w

sugli spin iniziali e finali, di cui due reali e due virtuali dei neutrini (ma che

non ci creano problemi poiche 1 — +° seleziona stati precisi) e mediando,

avremo

1 . Gr g o Q—i—me
B} Z M[? = — Ir [2—%7 (1- VS)TQOWAO - 75)} :

spin

Tr {M

T, (1= 1) (1 = 1)

2po

Evitando di riportare tutti i termini costanti al momento, si vede che i
termini in cui compaiono le masse delle particelle massive scompaiono, poi-
che sviluppando le tracce delle somme come somme delle tracce e tenendo
conto che y = y*p,, introduce una matrice v* e utilizzando le proprieta de-
scritte per le tracce nei precedenti paragrafi, otteniamo solo i termini privi
di massa. Dunque I’ampiezza non dipende dalle masse in gioco e otteniamo

IMJ? = 64GT(p - Q)(P - q) (8.147)

Calcoliamo adesso I' = %, essendo T il tempo non r.i. (si riferisce al
riferimento di quiete di p) dopo il quale il numero di p si dimezza. Si
esprime I' tramite una formula standard che viene prodotta seguendo lo
schema: si scrive un integrale normalizzato per ogni particella dello stato
finale (nel nostro caso 3); come integrando si sceglie |M|? moltiplicato

per un termine che lo rende r.i. e che dipende dalle particelle nello stato
(2m)*5t(P—p—Q—q)

iniziale (nel nostro caso pTwe= o

) e infine per il prodotto scalare
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dei quadrimpulsi coinvolti nel processo (PnQzq%p”):

= d3p d3q de 2 (0. .q) -
F_/(27T)32P0/(27T)32q0/(27r)32Q064GF(p Q)(P-q)

(2m)*t(P-—p-Q—q)
Qm# = P()

P.Qpq°p” (8.148)

Consideriamo il termine

_ [ d’q (2m)*6* (P —p—Q —q)
Iaﬁ - / (27‘()32])0 / (27T)32q064G2F‘(p'Q)(P'Q) 2m# — Po PO‘QB

Decomponiamo questa struttura tensoriale in tutti i possibili tensori che si
possono definire con r: r2g,3 e ro7s, presa la combinazione linare

I = A(rQQaﬁ +2rorg) + B(r2gaﬁ — 2ry73)
da cui

(12gap + 2rarg)lap = 12A7%
(129ap — 2rar3)lap = 4Brt

Contraendo 1,3 con ¢“p” avremo per la prima equazione posto 2¢q-p = r:

d3
254 B N2 4 o
/2p0/2q0|M| (P —p-Q—qiqg-p)i=r /2p02q06(Po Po — Qo — qo)

e poiche lintegrale ¢ r.i. ci mettiamo nel riferimento in cui py = qo
ottenendo

d3
74/4—1)](2:5(1% —po — Qo — qo)

Scrivendo d3p = p3 sin fdpdpdd in coordinate sferiche e considerando che
I'integrazione su ¢ ¢ 2w, quella su 6 ¢ 2, il cui prodotto ¢ 4. Utilizzando
questo risultato:

4t

r/ p&( 0—2p0—Q0)47Tp0—2T—27rr

Da quanto avevamo ottenuto nel sistema iniziale, avremo in definitiva 124r* =
271+ che portaa A = %+ Con procedimento analogo si ricava per la seconda
equazione

d’p d’q
02008 = 2rar) LT LMPEP ~ p - Q = o
Do 2
Poiche r = p+ ¢ = P — Q avremo, a meno di fattori moltiplicativi:
2r%(q-p) = (r-q)(r-p) =2(q-p) = 2(¢-p) =0
da cui se ne deduce B = 0. In definitiva

(12 gag + 2rarp) (8.149)

Lp =g

208



8.5. Teoria elettrodebole

e resta da calcolare

dSQ 64G%~ T, 9 af a, .

Per Q¢ esiste un limite massimo, per cui non possiamo integrare da 0 a oo;
infine si trova
2
Gv 5

I'= oo, (8.151)

Se una particella massiva decade in 3 a massa circa nulla, nello stato iniziale
avremo m,, ~ 0; nello stato finale £y =0 e py = 0. Se le masse sono quasi
nulle allorap # 0 e > p'= 0, cioé gli impulsi si devono disporre a formare un
triangolo di perimetro m,. Qmas € la lunghezza massima del segmento E,
I’energia massima che puo avere e™: in questa configurazione il triangolo si
riduce a due segmenti coincidenti di lunghezza %

L’andamento di I" deve essere con mz anche per questioni dimensionali.

Nel caso di una particella che decade in 2, abbiamo nel calcolo di T" 2
integrali fittizi: non ¢’ un numero sufficiente di parametri liberi.

Finora abbiamo tralasciato gli integrali di loop. I diagrammi tree hanno
termini integrali che si semplificano con le § integrande che abbiamo nei
vertici per via delle conservazioni nel processo.
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cAPIToLO 9

QCD

La cromodinamica quantistica e la teoria dei campi che pretende di spiegare
la natura della forza forte e delle interazioni riguardanti questa.

Purtroppo questa e 'unica teoria dove non siamo, e probabilmente non
saremo mai, capaci di osservarne direttamente i componenti fondamentali,
i quarks e i gluoni. Cio che ci e possibile studiare sono gli stati legati di
questi componenti, ovvero gli adroni.

Fondamentalmente questa teoria di campo ¢ pit complessa da trat-
tare rispetto alla QED o alla teoria elettrodebole, per via dell’inaccessi-
bilita che abbiamo a determinate informazioni; per questo motivo sono
particolarmente sfruttate le simulazioni, rese possibili con I'avvento dei
supercomputer.

9.1 Forza forte

Gia nel 1960 i fisici sapevano che il protone non era una particella elemen-
tare ma era costituito da particelle non osservabili che vennero chiamate
quarks.

I quarks dovevano essere legati da una forza, esattamente come 1’elet-
trone era legato dalla forza elettromagnetica al nucleo atomico: questa fu
chiamata forza forte. Questa e inoltre responsabile di tenere legati i protoni
all’interno del nucleo: da questo gia deduciamo che deve essere piu intensa
della forza e.m., in quanto questa a distanze interatomiche ¢ molto alta.

Fondamentalmente tale forza e descritta come quella e.m.: i componenti
fondamentali si scambiano dei bosoni mediatori dell’interazione privi di
massa, detti gluoni, analogamente a come i leptoni si scambiano fotoni.

Il modello a quark di Gell-Mann, che accenneremo successivamente,
riesce a classificare tutti gli adroni, barioni e mesoni
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HADRONS
BARYONS ANTIBARYONS MESONS
qqq aqq qq

in uno schema coerente, che tuttavia prevedeva anche una particella con
3 quark nello stato quantico, cosa non permessa ovviamente dal principio
di esclusione di Pauli, in quanto i quark sono fermioni di carica elettrica
frazionaria.

Per questo motivo, e per altri che discuteremo nella trattazione della
QCD all’interno del modello standard, e stato introdotto un nuovo numero
quantico, detto carica di colore, che nulla ha a che vedere con il significato
che il senso comune gli attribuisce, ma che ¢ una ottima schematizzazione
che permise di fare previsioni precise riguardo la struttura adronica.

Tale numero quantico si presenta in 3 forme per i quark, red, green, blue
e in 3 forme per i rispettivi antiquark, anti-red, anti-green, anti-blue.

I barioni, cosi come i mesoni, possono essere descritti in termini di quark,
rispettivamente di stati legati di 3 e 2 di questi, postulando che la carica di
colore totale della particella composta deve essere bianca:

Questo significa che la particella prevista dal modello di Gell-Mann, che
doveva avere 3 quark strani s, doveva essere composta da un quark red,
uno green e uno blue.

I mesoni invece dovevano essere costituiti da una coppia quark-antiquark,
che ancora una volta neutralizza la carica di colore.

I quark postulati inizialmente furono 3, up, down, strange, ma successi-
vamente ne fu introdotto un quarto, detto charm e ancora successivamente,
ne furono introdotti altri 2, bottom, top. Questi 6 possibili quark vengono
detti flavor. Stati legati di questi sono raffigurati di seguito, dove sono
graficati gli adroni leggeri:
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GeV/c?

2

2.07
1.8t
L4+

1.24 S
¢ P o e

0.8
us 5§ uud sud sud SSU yud sud SSU S5

Alla luce di cio, il campo di un quark (le sue componenti spinoriali) di flavor
f e colore ¢ potrebbe essere indicato con la notazione q;ia 5

La forza forte, analogamente a quella debole e a quella e.m. ha la
sua costante di accoppiamento, che mostreremo avere un comportamento
particolare: dipende dalla scala energetica dell’interazione.

9.2 Modello a partoni

Work in progress...

9.3 Modello a quark

Abbiamo gia anticipato che la famiglia degli adroni ha 2 rami, quella dei
barioni, costituiti da 3 quarks, e quella dei mesoni, costituita da una coppia
quark-antiquark. Sotto l'ipotesi che tutti gli adroni abbiano funzioni d’onda
invarianti per trasformazioni di SU (3), ovvero che esse siano singoletti di
colore, che vedremo in dettaglio successivamente, possiamo scrivere gli stati
piu semplici permessi come
—i o ijk ik

q4q; €7 499k  €ijkq 4°q (91)
essendo 7, j, k gli indici di colore. Nella trattazione che segue ci occuperemo
di barioni e mesoni, tralasciando di specificare le proprieta per le rispet-
tive antiparticelle, che restano immutate salvo il cambiamento di segno di
specifici numeri quantici.

Finora e stato osservato che tutti i barioni sono instabili, salvo il protone,
che risulta stabile e la cui vita media € ha un limite inferiore sperimentale
di diverse volte superiore all’eta attuale dell’'universo, cosa che vedremo
quando parleremo del modello standard. Di seguito riportiamo le tabelle
dei numeri quantici dei quarks e dei leptoni, il cui significato si rendera piu
chiaro in seguito, ma che attualmente ci serve per costruire i barioni e i
mesoni:
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Lepton T T? Q Y Quark 7T T3 Q Y
v 3 0 -1 uy 3 3 3 H
e i -+ -1 -1 d, I B 1

Ug 0 0 3 5
er 0 0o -1 =2 dg 0 (e

9.3.1 Barioni

Consideriamo per il momento le combinazioni dei soli 3 quark wu,d, stori-
camente i primi ad essere introdotti, ed s, introdotto successivamente per
spiegare alcuni canali di decadimento strani, e con carica —%. In questa
prima trattazione, non ¢ importante l'ordine con cui vengono scritti o let-
ti i quarks componenti il barione. La forma piu semplice che possiamo

utilizzare per costruire i barioni e la seguente

o charge

d mass

(+1) [0) / GeVic® strangeness name
uud udld f n S=0 nucleon

p
(1.00) (1.00) (0.938) (0.940)
+1) (0 ) —
uus uds dds —/ = =0 by §=-1 sigma
(1.13) (1.13) (1.13) (1.189) (1.192) (1.197)
) 1) . .
uss dss = ) S=-2 cascade
(1.27) .27 (1.314) (1.321)

dove la carica totale dell’adrone e sempre intera. Lungo I'orizzontale abbia-
mo le famiglie barioniche, doppietti o tripletti di isospin, lungo la verticale
invece cio che facciamo variare € il numero quantico di stranezza, che con-
ta il numero di s presenti nell’adrone; analogamente per gli altri numeri
quantici riferiti ai quark.

Diagrammi di questo tipo sono molto comuni e ne esistono diverse forme
per indicare la medesima cosa: in questo caso abbiamo messo in evidenza
la crescita della massa man mano che ci spostiamo da sinistra verso destra,
per via di d che e pit massivo di w.

Come si puo notare le masse predette non sono in accordo con quelle
ricavate sperimentalmente: questo ¢ dovuto alla nostra parziale conoscienza
della natura della forza forte, almeno fino al momento del modello a quark.
In questo diagramma manca per esempio la particella A ~ 1.115GeV/c?,
che dovrebbe essere della forma uds: di fatto non abbiamo vietato in alcun
modo la possibilita che diversi adroni abbiano la stessa configurazione di
quark, quello che ¢ da spiegare ¢ il perche queste particelle siano diverse.

Questo potrebbe essere spiegato ammettendo che i quarks componen-
ti si trovino in stati energetici differenti, esattamente come gli elettroni
all’interno di un atomo. Di fatto il diagramma precedente, con l'aggiun-
ta della particella A viene definito ottetto barionico, dove le combinazioni
uuu, ddd, sss sono state omesse perche accessibili a livelli energetici piu alti.
I barioni piti pesanti si ottengono in maniera analoga:
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9.3. Modello a quark

strangeness name
A” A° A* A* S=0 delta
ddd udd uud uuu
(1.23) (1.23) (1.23) (1.23)
b x0 o S=-1 sigma*
dds uds uus
(1.383) (1.384) (1.387)
z+0 = S=-2 cascade*
uss dss
(1.532)  (1.535)
Q- S=-3 omega
sss
(1.67)

dove nessuna di queste configurazioni puo essere ritrovata nella tabella a
masse inferiori. Quest’ultimo diagramma ¢ conosciuto come decupletto ba-
rionico. La particella 2~ fu quella introdotta perche necessaria per costru-

zione: essa fu scoperta successivamente e cio decreto il successo del modello
di Gell-Mann.

L’estensione naturale del decupletto barionico con I'aggiunta del charm
¢ la piramide

CcC

uuu ddd

SS88

che ¢ ovviamente pitt complesso da trattare. Un’estensione analoga, stavolta
privata della combinazione cce, puo essere realizzata sull’ottetto barionico.
La particella A} (udc) fu scoperta nel 1975 come la X} (uuc), il barione

A;r (udb) fu scoperto invece nel 1981. In teoria delle particelle, i barioni
vengono cosi classificati:
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9.3. Modello a quark

Tipo Numeri quantici
N baryons S=0Ty=1

A baryons S=0,T3= §

A baryons S=-1,T3=0

> baryons S=-1,T3=1

= baryons S=-21T3= %

Q) baryons S=-3,T3=0
Charmed baryons C = +1

Bottom baryons B=-1

9.3.2 Mesoni

I mesoni sono costituiti da una coppia gg, non necessariamente dello stes-

so flavor, come nel caso dei barioni.
mesonico di Gell-Mann fu

Storicamente il primo diagramma

strangeness family
(U_] e name
o us 0 +
{0.80) (0.80) K K S=+1 kaons
(0.498) (0.494)
N 0 (+1}
di ud ud — _ 0 . B ‘
(0.66) dd (0.66) —> i amn ™ S§=0  pions/eta
S5 (0.140)  (0.135/0.547/0.958)  (0.140)
(0.66/0.94)
1 o K K S=-1 kaons
<0 o (0.494) (0.498)
{0.80) (0.80)

detto nonetto mesonico. Il 7 ¢ il mesone previsto da Yukawa, che gli valse
il premio nobel. 11 70 & sia ua che dd: questo non significa che ve ne sono
2 tipi differenti, ma semplicemente, come poi spiegheremo in seguito, che
I'una e l'altra combinazione si implicano a vicenda per via di determinati
processi.

Le particelle n, 7/ sono combinazioni diverse degli stati ut, dd, s5. I kaoni
sono 4, antiparticelle I'una dell’altra rispetto alle diagonali.

Osserviamo una stranezza: K° e K° hanno la stessa massa e la stes-
sa carica, dunque cosa ci impedisce di pensarle come la stessa particella?
In effetti, come verra scoperto successivamente che decadono in manie-
ra differente e sono coinvolti nella violazione della simmetria fino al 1960
considerata inviolabile: la CP, che tratteremo piu in dettaglio quando par-
leremo del modello standard. In teoria delle particelle, i mesoni vengono
cosl classificati:

Tipo Numeri quantici
Light unflavored mesons S =C=B=0
Strange mesons S=4+1,C=B=0
Charmed mesons C =41
Charmed-strange mesons C' =S5 ==+1
Bottom mesons B =41
Bottom-strange mesons B=+1,S=71
Bottom-charmed mesons B =C = +1
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9.4. Modello perturbativo

9.4 Modello perturbativo

Le correzioni radiative corrispondono a integrali non saturati negli impulsi
che spesso divergono, come per esempio

/W;; N/@ N [1np+_mr
p?—m? (p+q)? pt m ],

che ¢ una struttura che diverge logaritmicamente. La rinormalizzazio-
ne e quella procedura che viene utilizzata per risolvere il problema delle
divergenze. Ad ordini piu alti si possono avere divergenze logaritmiche di
potenze via via superiori. In elettrodinamica, all’ordine successivo a quello
s tree possiamo avere diverse correzioni:

E)

A) Estendibile ad ogni diramazione; B) Correzione al vertice;

C) Correzione al propagatore interno; D)-E) Diagrammi box.
Questi sono tutti diagrammi divergenti. Immaginiamo che I'impulso giri nei
loop con un valore massimo A, cioé diamo un cut-off [p| < A. Consideriamo
il processo diagrammabile come somma di un canale s tree e un canale s 1-
loop (in realtd dovremmo aggiungere anche i canali ¢ e u 1-loop), "ampiezza
sara

M=+ )\2/ d*pD(p)D(p+ k) + ...
[pl<A

essendo D(p)D(p + k) i due propagatori. Per A — oo l'integrale diverge,
tuttavia noi assumiamo che risulti A\2f(A, k) al secondo ordine. Questo
primo step si chiama regolarizzazione.

A questo punto passiamo ad eliminare in f la dipendenza da A: posti
A; = A;(A), Ag = 1 avremo

A= iAi_lAiF
i=1
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9.4. Modello perturbativo

Il parametro di espansione della teoria perturbatival non sara pitt A ma Ap.
Inoltre scegliamo A; in modo da avere una dipendenza tale da cancellare
quella di f da A:

M=A+N=dp+ AN+ AL ALALf +
e richiediamo che

e A, non dipenda da quantita fisiche;

e Se continuiamo I’espansione di M possiamo richiedere che —A = f per
un particolare valore di k, come per esempio —A(A) = f(A, k= 0).

In questo modo A non avra dipendenza da k pero

2 2 2
A 1/&_:1 m

nk2+m2_nm2 nk2+m2

f+A=f(Ak)—f(A0)=1

dove notiamo che scompare la divergenza al secondo ordine in Ap.

Fissata A; ci sara adesso una divergenza all’ordine successivo in g e
quindi usiamo lo stesso procedimento per eliminarla lavorando stavolta con
As.

Se per una data teoria riusciamo a dare una prescrizione per A nella
lagrangiana, tale che per ogni processo di scattering riusciamo a togliere le
divergenze, il problema e risolto. In realta A non basta; la lagrangiana e

L= %(8(1))2 ~ %m2<1>2 + A\P* (9.2)

Possiamo utilizzare m e ® supponendo che siano dipendenti da A. Per come
e costruita, la rinormalizzazione va dimostrata ordine per ordine in teoria
perturbativa e poi per induzione.

Definita A = f(A,0) calcoliamo Pampiezza M(k) per k = 0: in questo
modo il secondo addendo e tutti gli altri termini si semplificano portando a
M(0) = Ap, per cui definiamo A\p come I’accoppiamento a momenti esterni
nulli (scattering debole).

Possiamo dunque misurare M sperimentalmente e associare Ar ad uno
scattering da particelle distanti. In questo modo si giunge al paradosso
della teoria di campo: non e possibile stabilire a priori il valore di A\, m, ®.
Una volta dati questi ¢ possibile fare molte previsioni per k # 0, calcolare
f — A e poi provare la teoria sperimentalmente.

Possiamo predire con precisione dunque

M(E) = Ap + ALE(k) + \aG(k) + ...

essendo F'(k) = f — A. Definiamo Ap(k) costante di accoppiamento efficace
tale che

/\F(O) = €
Ae(k1) = Ap +ALF(k1) + Na(ky) + ...

I\ & un parametro molto piccolo. Poiche A pud essere molto grande, la teoria pertur-
bativa € errata: per questo riarrangiamo tutto in termini di una nuova serie perturbativa
che usi \p.
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9.4. Modello perturbativo

e immaginiamo scattering Thomson a bassa energia, misurando ap(0) =
e? = % Con l'aumentare di E la particella si avvicina al centro diffusore.
Se immaginiamo di avere una carica infinita in un punto, questa provoca
una polarizzazione del vuoto che si riflette in una creazione di coppie e~ e™
virtuali che si comportano come dipoli orientati che schermano la carica
infinita al centro. Infatti, si ha sperimentalmente che ap(100Gev) = 135.
Teoricamente, pitt ci avviniamo al centro, ad un maggiore dispendio di
energia, pill sentiamo la carica al centro.

In QED A\p — o0 e questo fa cadere la teoria della polarizzazione del
vuoto. Oggi sappiamo che prima di questo polo ci sono altri fenomeni fisici
(unificazione debole).

Ls teoria di campo si ferma prima dell’approssimazione puntiforme, ad
energie dell’ordine di 101GeV (grande unificazione) e per distanze maggiori
del valore r..;+, al di sotto del quale non sappiamo cosa accada.

Nello scattering ete™ — pTp~ in QED abbiamo diverse correzioni,
tra le quali la rinormalizzazione della carica. I parametri che abbiamo sono
Me, €, A, 1.

Per ordini grandi si cerca di eliminare le divergenze in modo da attribuire
ad ogni classe di divergenza un parametro diverso. Per quanto riguarda la
carica utilizziamo una correzione al propagatore.

Prendiamo e, ossia il valore fisico della carica, e procediamo come de-
scritto in precedenza. Le correzioni sulle diramazioni esterne dell’e™ ven-
gono riassorbite in me, per la quale a differenza della carica non definiamo
mp(k) ma solo mp = pari alla massa dell’e™.

In un diagramma di questo tipo la dipendenza da k rimane, per via
dell’assenza di mp(k) ma si cancella con i diagrammi di correzione al
vertice.

Per i diagrammi a box non c’e divergenza:

ma c’e dipendenza da k, per cui

i

3 %agf(mu) [1+W(k)at] +ab...

Le correzioni al propagatore danno a. (k) che riassorbiamo definendo a(k),
mentre quelle al vertice ci definiscono my, .

Sperimentalmente misuriamo o e se calcoliamo al secondo ordine otte-
niamo a% + a4 F(k) + ... In presenza di un campo e.m. se andiamo a
vedere la correzione del fattore g — 2, osserviamo che la previsione teorica
e corretta fino al sesto ordine.

Riassumendo, possiamo dire che un loop fermionico introduce degli in-
finiti, che vengono assorbiti dalla rinormalizzazione, che ci da una costan-
te di accoppiamento running che dipende fortemente dall’energia e il cui
andamento e crescente con il crescere dell’energia.

Possiamo considerare diagrammi analoghi in cui sono presenti 2,3, ...,n
correzioni al propagatore e rinormalizzare. Cio che otteniamo sara

W
k2

Fr(k) + (&sz(lc))2 + .

M(k) = 2% |1+ 5
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9.4. Modello perturbativo

cioe ogni bolla introduce un nuovo Fr. Questa ¢ una serie geometrica per
cui avremo

1
(k) = /\%Azi (9.3)
1= 75 Fr(k)
da cui 'ampiezza
A2 (k
M =gy, 0" 2(2 ) (9.4)

e Fgr rimane finito grazie alla semplificazione fatta. La nuova costante

di accoppiamento e.m. sard aepn, (k) = %: la polarizzazione del vuoto
modifica la carica elettrica man mano che l’energia cresce.
Analogamente possiamo trattare il caso in QCD, dove il propagatore &
il gluone e le correzioni sono costituite da bolle fermioniche e gluoniche.
In questo caso la costante & definita come as(A) = as + a?(A) e 'am-
piezza diviene

Qs

kQ

Qs

on s
M= 31, 725 1+ =

12 Fr(k)+(

Fr(k))* + ...

La Fr adesso cambia per via di entrambe le bolle, dunque

F(k, A)
k2

+W(A) = ng A)

I problemi di divergenza arrivano non appena k?> — 0 come nel ca-
so della QED. Si sceglie dunque una scala arbitraria u, poiche la fisica e
indipendente da tale scelta, e avremo

F(k,A)

m
2—pz k2

+W(A) =0

in modo che

1

—_— 9.5
T S e ) (8:5)

as(k, p) = o

da cui se ne deduce che la bolla fermionica tende a far diminuire la costante
di accoppiamento, quella gluonica tende invece a farla aumentare; ae,, e
as hanno andamento opposto.

Nota a possiamo ricavare ag(k, p1); tuttavia qui non abbiamo un input
sperimentale in quanto non possiamo fare scattering con i quark. Quello
che sappiamo ¢ la relazione tra una quantita ad una scala ed una ad un’al-
tra: mentre in QED per ¢ = 0 abbiamo ag,, = in QCD oltre u c’e
divergenza la cui scala ¢

1
137>

9 —127
(33 - 2nflav)as (/1')

2
Agep =1 (9.6)
per cui nota o, ad un p fissato, possiamo ricavare il valore AQQC p pber cui
tutto diverge. Il valore che viene usato sperimentalmente come input e
proprio Agep.
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9.4. Modello perturbativo

9.4.1 Rinormalizzazione delle cariche

Supponiamo di voler scrivere la funzione di correlazione per un e~ che si
muove da un punto x ad uno y nello spazio-tempo, tenendo conto non
solo del termine di propagazione libera ma anche delle evenutali correzioni
radiative:

+ _&_ + PR

(TP ) = IR 3

dove ognuno di questi diagrammi contiene un termine e”(*=¥) per i punti
esterni e un’integrazione sul momento trasportato tra stato iniziale e finale.
Al posto di lavorare con i termini di Feynman citati, lavoreremo con le
rispettive trasformate di Fourier che ci alleggeriscono la notazione. Per
esempio avremo

3 _ W@+ mo)
p p? —mf +ie’

Abbiamo usato mg al posto di m per indicare che in generale il termi-
ne di massa che compare nella densita lagrangiana e diverso dalla massa
osservata. Il termine libero ha un polo per p> = m3: ci aspettiamo che
le correzioni radiative abbiano un polo della stessa forma, ma shiftato su
m? = m3+0 (a). Consideriamo il secondo diagramma, che & una correzione

del secondo ordine:

i mo) iy + mo)
; (FJV\“\_L I
P k p
essendo
, _ dk i (k4 mo) —i
i () = (— 2/ " 9.7
X2 (p) = (—ie) (271-)47 k2—m3+i67“(p—k)2—u2+ie 6.1

che ha una divergenza infrarossa che abbiamo sistemato aggiungendo una
piccola massa u al fotone. Ma questo termine da solo non ci conduce al
polo in m che ci aspettiamo: per trovarlo dobbiamo sommare su tutti i
termini della serie di diagrammi di Feynamn. Definiamo i diagrammi 1PI,
one particle irriducible, cioe non separabili in 2 soltanto rimuovendo una
singola linea, come

(J,\/‘L? is 1PI, while \’J\fL} is not
LL/\JJ is , whi 7 Ll/\j} .
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9.4. Modello perturbativo

e sia —iX (p) la somma di tutti questi diagrammi con 2 linee fermioniche
esterne:

i = ()

La trasformata di Fourier della funzione di correlazione puo essere scritta
come

[ @Tiyio o) e -

= —-— + ~@~+ 1PI—{1PI — + -

(¥ + i+ mo) o i(F + mo)
=3§32_:1%)+ pQ__::% (““32) pQ—mg +

in cui ogni diagramma dell’i—esima classe ha un polo in m2 dell’i—esimo
ordine. Essendo ¥ (p) una funzione del solo g, commuta con p e possiamo
riscriverla come funzione di # se ricordiamo che p? = ($)”, da cui avremo

/ d'z < QT [ (2) 5 (0)] |2 > P

- zf—imof [zf—imo (f_(fzo) N zf—imo (pz_(fio>2+

i

= (9.8)

¥ —mo— 2 (p)

dove si evidenzia che il propagatore completo ha un polo semplice che ¢

shiftato da mg per un termine ¥ (#). La massa fisica & dunque la soluzione
dell’equazione

[P —mo — X (P, =0 (9.9)
Si puo dimostrare che lo shift di massa e
) 3 A?
Ah_]t}noO om = 1Mo In (m_g) (9.10)

che € una quantita divergente, cosa che concettualmente crea qualche pro-
blema, ma che puo essere comunque eliminata. Tutto cio era quanto ci servi-
va per introdurci al problema della rinormalizzazione della carica elettrica.

Sia

222



9.4. Modello perturbativo

k+q

Yy v = (=)’ 1]/ tr[ 5{ m k’+; m]
k =il15"(q).

Definiamo IT* (q) di tutti i termini 1PI del propagatore fotonico:

1t 1PI v =ill""(q)

— -

aq

di modo che II5” ne sia la correzione al secondo ordine in e. L’identita di
Ward ci dice che ¢, IT"” (¢) = 0, da cui ne deduciamo che questo deve essere
. . Ha¥ . . ..
proporzionale al proiettore g"” — %. Inoltre non ci aspettiamo poli in
¢*> = 0, la cui responsabile sarebbe una particella mediatrice senza massa,

che non puo comparire in nessun diagramma 1PI. Pertanto scriviamo
" (q) = (¢*9" — ¢"¢") 11 (¢°) (9.11)

essendo 11 (q2) una, funzione regolare in ¢> = 0. Con questa notazione, la
funzione di correlazione del fotone diviene

—'Egj,;,u gp,p po _3909 .
pr [(qg 9°¢°) (g )} 2

che possiamo riscrivere

—igu | —ig —ig o
2 q2“—pA’ZH(q2)+ qzﬂ—pAfiAum (@) + - (912)

essendo AP = 6P — 4

1. Poiche ALAY9 = AP avremo infine

— _i';'g)“y QMP p q G 2
2 T (5 )(H(q )+ 1T(g%) +-

R Y U 7! AN T
Qz(l—l'[[qz))(gw e )+ qz( 7 )

In alternativa potevamo partire dalle identita di Slavnov per il propagatore
di gauge

Hq" D = —iad® (9.13)
la cui soluzione generale puo essere scritta come
: ey 1 Quqv | 1
D% (q) = —is? Kg y— £ ) +atl = (9.14)
g ¢ ) 1-1(¢%a) ¢ | ¢
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9.4. Modello perturbativo

essendo

HZIbJ (Q) = —i6® (ng,uu - q,uQU) (915)

ottenuto come abbiamo fatto precedentemente e nel caso a = 0. Tutto cio
ci occorre per calcolare gli elementi di matrice S dove almeno un estremo
di questo propagatore esatto ¢ connesso ad una linea fermionica. Quando
sommiamo su tutte le linee a cui puo connettersi, ritroviamo, in accordo
con le identita di Ward, che i termini proporzionali a ¢* o ¢ scompaiono,
lasciandoci nella condizione

_ig;w
¢* (1 - TI(¢2))

v

La regolarita del propagatore per ¢> — 0 ci viene garantita dall’invarianza
di gauge. Infatti, per la regolarita di II il polo del propagatore fotonico

. Guv
R ) 210

& sempre a ¢°> = 0, il che ci assicura che il fotone rimane sempre a massa
2

3

nulla. Se fosse II (qz) ~ ’Z—; avremmo il residuo shiftato su m

abbiamo notato in precedenza.

Con questo meccanismo si generano le masse delle particelle di gauge, in
una forma alternativa al meccanismo di Higgs: se avessimo una particella a
massa nulla che scambiata generasse le masse, potremmo parlare di rottura
dinamica della simmetria.

La polarizzazione del vuoto produrrebbe un polo legato alla particella di
gauge a massa nulla, ma non funziona: i calcoli non restituiscono le masse
esatte.

11 residuo del polo ¢> =0 &

come

1

SO

(9.17)
e ampiezza per ogni processo di scattering sara shiftato di questo fattore
relativo al terzo ordine d’approzzimazione:

Rimpiazzando e con ey/Z3 avremo la carica effettiva misurata in laborato-
rio: questo processo viene definito rinomalizzazione della carica. D’ora in
avanti indicheremo con la notazione e questo shift e con ey la carica che
compare come costante nelle correnti fermioniche nella densita lagrangiana,
legate dalla relazione e = egv/Z3.

224



9.4. Modello perturbativo

Agli ordini piu bassi, come nel caso della QED, Z3 = 1 e ¢g = e. Ma
¢’e un altro effetto da tenere in considerazione.

Supponiamo di avere a che fare con un processo di scattering dove ¢? # 0
e supponiamo di aver calcolato IT (q2) all’ordine piu basso in «, avendo
dunque II (q2) ~ I, (q2), ricavando

()~ (Cwmene) o

dove le quantita in parentesi possono essere interpretate come dipendenti
da ¢2. Dunque l'effetto reale dell’aver rimpiazzato il propagatore fotonico
del terzo livello con il propagatore fotonico esatto € quello di rimpiazzare
o con una aeyy definita come

B e3/An B Qe
st () = T (@)~ 1= s (¢) T (0] 919

che & dunque una costante running, esattamente come az. Cosa accade se
andiamo a studiare il comportamento di a.f¢ al crescere di ¢>? Abbiamo
gia introdotto in precedenza il concetto di polarizzazione del vuoto:

Il potenziale elettrico ammette delle correzioni che sono tanto piu eviden-
ti quanto piu ci avviciniamo a eg. Alla scala della lunghezza Compton
dell’e™, le coppie eTe™ rendono il vuoto un mezzo dielettrico in cui la
carica apparente ¢ minore di quella reale.

A distanze minori cominciamo con il penetrare questa nuvola di pola-
rizzazione e a vedere la carica eg. Nel limite —¢? >> m? avremo

Qeff (q2) = Gem > (9.20)
If n ( )

Qem _
1- 37 Am?

da cui si evince che la carica elettrica aumenta man mano che penetriamo
la nuvola di polarizzazione. Sperimentalmente si nota che tenendo conto di
questi effetti, la teoria e consistente:
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9.4. Modello perturbativo

250+ a
RIS, tree-level )
200 [ =mm=—e——- no vacuum polarization )
= full radiative corrections
e
E=] E
= .
o 1501 .
B L
L
3
S L
= w0t .
5 L
=
o
b -
0 i 1 1 1 1 1 1 | 1 L L L 1
-0.4 —0.2 0 0.2 0.4 0.6
cos #

che mostra la sezione d’urto differenziale per lo scattering ete™ — eTe™
1

a Eep = 29GeV. Se poniamo ¢ = -, possiamo riscrivere I'espressione in

funzione della distanza dal centro, che ci porta a

Detf (r)

> log T

r=1/m

In QCD abbiamo una teoria non abeliana dove dobbiamo tenere conto non
solo dell’effetto fotonico ma anche di quello gluonico. Seguendo la stessa
procedura del caso precedente, ma con questa avvertenza, troviamo

Qg
aepy (0%) = —— . (9.21)
1+ 321n (— Am2)

ovvero la correzione gluonica per il propagatore completo ha l'effetto op-
posto a quella del caso fermionico: comportamento questo che spesso viene
riportato come libertd asintotica, ma che ricordiamo & valido solo per ¢
grande. Introducendo una scala p possiamo riscrivere

2
as (u
aers (0°) = —5 () . (9.22)
14 202 (33 9n4,,) In (%)
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dove si nota che 14, al massimo puo essere 16, come avevamo gia visto.
Il confinamento non & perturbativo; affinche un fenomeno sia trattabile
perturbativamente & necessario che < n|V|n’ >« E,, — E,,/, in quanto lo
spettro non deve essere modificato drasticamente.

L’applicabilita delle correzioni di QCD legate alle emissioni gluoniche &
per ¢% >> AéCD, essendo A?QCD la scala tipica della teoria: la zona non
perturbativa ¢ totalmente fuori dalla teoria, salvo simulazioni. La difficolta
nei calcoli & amplificata dal fatto che in ogni punto dello spazio delle fasi
si deve tenere conto di 8 gluoni per 2 polarizzazioni, per un totale di co'®
gradi di liberta interagenti.

9.5 Modello a lattice

Una teoria di lattice € in generale una teoria che si basa sulla discretizza-
zione dello spazio-tempo. Il lattice € una sorta di griglia spazio-temporale

B. 48

e puo essere di qualunque dimensione. Il modello per la QCD richiede un
lattice 4-D.

Da un lato questo riduce i gradi di liberta del sistema ma ha 2 problemi
da risolvere: il limite del continuo deve riprodurre la teoria e gli effetti di
un volume finito devono essere controllabili.

Per costruire un modello di lattice per le interazioni forti dobbiamo
trovare un set di variabili sul lattice discreto che corrispondano ai campi di
gauge non abeliani. Wilson propose che tali variabili fondamentali potevano
essere le linee che partivano da un vertice v; ed arrivavano su un altro vs:

W (v1,v2) = Pexp [ig/dx“AZt“} (9.23)

Per costruire una teoria di gauge di lattice con un gruppo di gauge G,
dovremmo integrare su un gruppo finito di trasformazioni W per ogni
collegamento del lattice.

Prendendo il prodotto di queste matrici W lungo un cammino chiuso, un
Wilson loop, si possono costruire osservabili gauge-invarianti. Una densita
di lagrangiana opportuna puo essere costruita sommando i prodotti gauge-
invarianti delle matrici W.

227



9.6. Transizioni di fase

Wilson ha mostrato che il prodotto lungo un cammino chiuso P delle
funzioni di correlazione delle matrici W & tale che

<J[v>~e (9.24)
P

dove A e l'area spazzata dal cammino. In queste condizioni Wilson ha mo-
strato che la QCD & una teoria che confina e i loop di Wilson costituiscono
un criterio di confinamento, cosa che finora non abbiamo trovato in altri
modelli.

Si puo dimostrare che il potenziale ¢ del tipo V' (r) = & + o7, il Wilson
loop e legato a o, detta tensione di stringa: se il loop va come un’area si
ha o # 0, se va come un perimetro allora ¢ = 0. Il confinamento si ha solo

nel primo caso.

9.6 Transizioni di fase

Quello delle transizioni di fase € uno degli aspetti non perturbativi della
teoria, che si studia con il modello a lattice.

L’ipotesi di qeusta teoria e che esiste una temperatura critica 7T, legata
a grandezze tipiche della QCD, quali il raggio del protone r, ~ 1fm, o alla
densita di saturazione ng = 0.1fm=3.

La transizione di fase la aspettiamo non appena la temperatura del
sistema giunge intorno a 7,.: in un piano 7" — p questo si traduce in una
linea critica che separa la fase adronica da un’altra fase.

Definiamo il plasma come un gas di cariche e fotoni fortemente ionizzato
ad alte temperature. Per T cosi grandi possiamo supporre che la densita
di tutte particelle sia praticamente nulla e che quindi la densita di energia
vada secondo la legge di Stephan-Boltzmann

e=—T'n, (9.25)

essendo n, il numero dei gradi di liberta del sistema. Per un plasma elet-
tromagnetico, costituito di e*, e, v, avremo 2 polarizzazioni per il fotone,
2 fermioni ciascuno con 2 possibili spin da cui

g 7
=—T*2+--2.2 2
EQED 30 ( + 3 ) (9 6)

Per un plasma di pioni:

~=—T*(3 9.27
- LC) (927)
e per uno di quark e gluoni
12 7
=_—T*(2- ~.2.2.3. 2
EQCD 30 < 8+8 3 3) (9.28)

dove abbiamo tenuto conto del flavor e del colore. Una T ~ 200MeV
e raggiungibile in collisioni di ioni pesanti in condizioni relativistiche; a
Brookheaven si sono raggiunte energie di 100GeV per fermione.
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Se plottiamo 7 in funzione di 7" ci aspettiamo di trovare un incremento
da una certa T,: i costituenti mesonici infatti si liberano. Questo effetto
potrebbe essere I'evidenza del deconfinamento, cosa che si suppone accada
in condizioni estreme quali collissioni ad altissime energie e nelle stelle a
neutroni. Possiamo dunque dividere il piano in una zona minore di T, dove
i quark sono confinati ed in una maggiore, dove ha inizio il deconfinamento
e la funzione ha un andamento strettamente crescente fino alla saturazione
(una volta raggiunto il numero massimo di quark da deconfinare, non puo
pil crescere).

La teoria pero ci dice che quark e gluoni possono essere liberi solo se
T — oo poiche

- 1
T
bIn (—Azw)

Per T finite i quark e i gluoni sono confinati; se T' >> A2Qc p allora la teoria
sarebbe libera.

Qs —0<—=T—x (9.29)

Carica elettrica

Per alte densita elettroniche si presenta il fenomeno dello schermaggio di
Debye e il potenziale effettivo diviene

V()= Zenr (9.30)
r
essendo % = rp il raggio di Debye. Nel vuoto il range € infinito, in un mezzo
invece si ha screening e il range effettivo dell’interazione tra le cariche &
dunque modificato.

Se rp € molto minore del raggio atomico, ci ritroviamo in un mezzo
isolante, dove gli elettroni sono localizzati e abbiamo un sistema di atomi
neutri tra loro indipendenti.

Se la densita cresce, rp cresce e gli elettroni si delocalizzano, rendendo
il sistema un conduttore.

Carica di colore

Per realizzare qualcosa di analogo al caso precedente dobbiamo considerare
i 2 termini del potenziale < e or, rispettivamente la parte perturbativa e

non perturbativa. A densita finita avremo

1—e™# «
Vi) =or [ —o— ) = Zemwr 9.31
) =or (2225 - 2 (9.31)

dove notiamo che per r — oo si ha V. — Z: ci aspettiamo dunque che

cambi qualcosa nello spettro degli stati legati, che sono possibili solo se
E <V (c0).

Consideriamo lo stato legato J/W¥ pari a cc. A densita finita, dovendo
considerare lo screening, scompare lo stato legato dallo spettro se V' supera
un certo valore critico: ¢ e ¢ sono immersi in un sistema a densita finita,
ma appena V tende ad un valore costante dove pu > p. la risonanza J/W¥
scompare dallo spettro, sintomo che i quark si sono delocalizzati.
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9.6. Transizioni di fase

In urti p— p ad alte energie si creano queste risonanze nello stato finale;
in urti nucleo-nucleo ci aspettiamo che queste scompaiano non appena si
formi il plasma di quark e gluoni ad alta temperatura e a densita finita.
Anche il gas di pioni puo eliminare le J/W:

cC+ utt — ¢t + ¢éu (9.32)

per cui non ¢ chiaro il ruolo del plasma nella sottrazione di J/W.
Sfruttando la teoria di lattice si studia l'effetto di T su o. Nell’ipotesi
che i quark non rinculano si trova

o (T) = { 8(0%(ZCT—C o T<L (9.33)

essendo a = % I’esponente critico. In questo quadro, il deconfinamento &
I’analogo del processo che porta da isolante a conduttore considerando lo
screening dell’interazione nel caso della carica elettrica.

Nella fase conduttrice i quark sono deconfinati e non appartengono a
nessun barione in particolare, cosi come gli e~ di un conduttore. Inoltre
I’analogia ci porta a pensare che nel conduttore, oltre alla delocalizzazione,
si ha un effetto sulla massa del portatore di carica che porta al concetto di
massa efficace, dovuta ad effetti collettivi.

Se assumiamo che m, = 0 inizialmente, tali effetti condurrebbero a m,
la massa efficace del quark per T' > T..

Nel primo caso le componenti left e right non si mescolano e la densita
lagrangiana ¢ soggetta alla simmetria chirale. Nel secondo caso le com-
ponenti si mescolano. Nel lattice gli effetti della densita sono quelli di
modificare la massa: a partire da m, = 0 esiste una temperatura chirale
T\, tale che

*
q

b
mg (T) = { g §9>>(1;z;‘ Ty T <y (9.34)

ovvero a 1" > T, si ripristina la simmetria chirale che manca in QCD.
Risoluzioni numeriche su lattice hanno portato a I, = T}, che non sappiamo
spiegare per via della mancanza di una adeguata teoria della transizione
chirale. A T > T, i quark si deconfinano e tornano a massa nulla.

Se quanto abbiamo supposto finora ¢ corretto, ci aspettiamo che (%) 3 flaw

sia maggiore di (%) . Se i quark fossero davvero liberi, il valore della

2—flav
costante k, indice di safturazione, dovrebbe restituire il valore di Stephan-
Boltzmann: quello che osserviamo invece ¢ una discrepanza del 10-15%, che
non sappiamo spiegare.

Nel caso di un gas libero, indicando con p la pressione, avremmo un’e-
quazione di stato € — 3p = 0: pertanto deduciamo che £ — 3p dia una stima
dell’intensita dell’interazione. Questa, che descrive la transizione di decon-
finamento, presenta un picco, che ancora una volta non siamo in grado di
spiegare.

Per riuscirci dovremmo capire come trattare la teoria del confinamento.
La teoria di lattice non ci da un’idea completa: quanto sappiamo lo abbiamo
ricavato da approcci sperimentali e simulazioni numeriche.
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Superconduttivita di colore

Analogamente alla superconduttivita elettrica, proviamo a pensare a quella
di colore. Esiste un analogo delle coppie di Cooper? La questione rimanda
all’esistenza di canali di interazione attrattivi del tipo g — q.

Finora sappiamo che esistono i canali ¢G e qqq e qq.

LHC esplora la zona di materia adronica, quella dove la teoria di lattice
¢ in grado di dirci qualcosa, ma al di 1a di questa I'unico sistema che cono-
sciamo e che reputiamo in grado di darci una risposta e quello della stella
di neutroni. Ancora una volta non sappiamo dare una risposta efficace al
problema.
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capitoLo 10

Teorie di gauge

Lo scopo del modello standard ¢ quello di fornire un quadro generale sulle
particelle esistenti in natura tramite una teoria che ne descriva coerente-
mente le interazioni e le relazioni. L’impresa e ardua e sebbene 'obiettivo
di raggiungere una teoria di grande unificazione sia la priorita della fisica
teorica moderna, siamo ancora lungi da avere risultati validi.

Con la teoria di unificazione di Weinberg e Salam siamo riusciti a de-
scrivere in un unico quadro teorico tutte le interazioni fondamentali salvo
quella gravitazionale.

10.1 QED e simmetria U(1)

Grazie al formalismo di Dirac e possibile mettere in evidenza eventuali
proprieta di simmetria della lagrangiana

L= (in" 9y —m)y
Se consideriamo la trasformazione di fase
1/)—’1/1/2671-0‘91/} ,(Z)_)q/;/zeiaeq/;

da cui

L = &l(i’yuau - m)wl
_ eiaedj(i,}/uaﬂ o m)eii‘w?/)
_ eiaeefiaedj(i,yuau o m)w
= L
avendo sfruttato il fatto che il fattore di fase € un puro numero complesso
e quindi puo essere spostato all’interno di un prodotto. Ne segue che L e

invariante per trasformazioni di fase. Questo lo avevamo gia visto e avevamo
anche notato che questa ¢ una simmetria interna della lagrangiana che di
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10.1. QED e simmetria U(1)

fatto vale anche per quella di campo scalare reale o complesso spin-0:
(/7*/(—82 _ mQ)w/ _ emew*(_(y _ m2)67ia9¢
P (=0 —m?)p

Se adesso richiediamo che tale invarianza valga localmente, cioe che 6 =
0(x), avremo

w N '(// _ e*iaé’(z)w
da cui
) — 9,0 = e @) (—i0d,0(x) + 8,)

ottenendo in £ un termine aggiuntivo, quindi perdiamo l'invarianza se ri-
chiediamo la localita. Per ottenere l'invarianza introduciamo il concetto di
derivata covariante

Dy — (Duw)/ = e_iaeDud’

ovvero di una derivata che si trasforma come il campo. Abbiamo visto in
precedenza che possiamo ottenere una derivanta covariante sommando un
termine a 0,,; sia

Dy =0, +A,

Vogliamo trovare la condizione che deve soddisfare A, affinche D;ﬂ/)’ =
(D) = e "9 D,1p. Abbiamo

D = 0 + N =e 0,1 + (—iaduf) e Oy + e Ay
(D) = e 9, + e Ay
da cui, eguagliando si ottiene la condizione
AL =A, +iad,0

che ¢ una trasformazione di gauge. Scelto A, = —iaA,, essendo A,
il campo e.m. che fisicamente soddisfa la relazione di gauge-invarianza,
avremo

D,=0,—i0A, A’H =A,—0,0 (10.1)
Sostituendo adesso D,, a d,, nella lagrangiana di Dirac avremo
£ = (i Dy —m) (10.2)
e questa volta si otterra I'invarianza richiesta:
L =4(iy" Dy —m)y = Y(in" 0y — m)y + aA Py

Il primo termine rappresenta la L feyy, di fermione libero, il secondo & un ter-
mine di interazione L;y,; con il nuovo campo A, e possiamo anche scriverlo
come JHA,,.
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10.1. QED e simmetria U(1)

Poiche A,, rappresenta I'effettivo campo del fotone, € necessario aggiun-
gere il termine cinetico di fotone libero —iFH,,F v ottenendo infine

Lopp = V(i @y — m) + aempy" A, — iFWF‘“’ (10.3)

Da questa trattazione segue che la massa del fotone € nulla perché la
teoria € gauge-invariante. Infatti se ci fosse un termine di massa del tipo
%m%A“A#, la lagrangiana non sarebbe gauge invariante per come ¢ definito
A,,. Osserviamo inoltre che A’H dipende da «, pertanto la carica e.m. € un
parametro libero della teoria: l'intensita dipende solo dall’unita di carica
ma non ci da informazioni sulle cariche @) coinvolte.

Se richiediamo una lagrangiana rinormalizzabile, otteniamo una struttu-
ra pit complessa. Inoltre vogliamo notare che la nostra scelta sulla legge di
trasformazione della derivata covariante e praticamente arbitraria: nessuno
ci vieta di scegliere per esempio una legge del tipo D,, — 0,, + o, F*,
che non é rinormalizzabile e che porta ad altre strutture.

Se procediamo analogamente per il campo di Klein-Gordon carico avre-
mo

© — sDl _ e*iae(p SD* . SD*/ _ eiaesp*
Utilizzando la stessa gauge avremo anche
Mo — Dl = (0" —iaA") g (Oup)" — (Dup)” = (0p +iaAy) ¢

per cui andando a sostituire nella lagrangiana (5.15) otterremo

L

1. ., 1 » 1. . o, L «
<§8u<ﬂ e — §m2w so) +gia (A0 — Apdup”) + 5042/1#/1% v

1 1
—_ LK*G —+ E’LOéA#jM —+ 50&214#14”(/7*(/7

dove ancora una volta, al termine di lagrangiana gia nota si aggiunge un
termine di interazione con il campo e.m. Il lettore puo facilmente verifi-
care l'invarianza in forma per le trasformazioni di fase dei campi. Infatti
considerando che

G =@ 0t — @Ot et = ' = " — 2iad"0pp*
dopo un po di algebra si perviene nuovamente alla lagrangiana invariante
precedente.
Equazioni dei campi

Dalla lagrangiana (10.3) ci aspettiamo di ritrovare le equazioni che defini-
scono i campi di Dirac e e.m. Di fatto minimizzando ’azione S associata a
questa avremo

s B
50 () =@Pp-—m)¢(z)=0 (10.4)
oS Vi _ gk —_

rispettivamente le equazioni di campo di Dirac e elettromagnetico, con j*
la densita di corrente j# = aipyH.
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10.2 Teoria elettrodebole e simmetria SU (2)

Prima di trattare la teoria debole diamo alcune nozioni sull’algebra dei
gruppi SU(N).

Si tratta di matrici unitarie NxN: UUT = UTU = I, det(U) = 1, con U
che si pud scrivere in funzione dei suoi generatori T come U = ¢'7"?:
Affinche U sia unitaria occorre che

Ti=T7"  TrTy=0 i=1,2,..,N2—1

con regola di commutazione [T%,T7] = if“*T*  Generalmente T vie-
ne rappresentata in funzione di alcune matrici caratteristiche, f ¢ detta
costante di struttura.

SU(2) ¢ l'algebra che regola lo spin con a = 1,2,3 e [T, T79] = ig"ikT*,
La sua rappresentazione fondamentale utilizza le matrici di Pauli: 7" =
Loi,
SU(3) e 'algebra che regola il colore, la cui rappresentazione fondamen-
tale & T% = %/\i, con A\ matrici di Gell-Mannei=1,2,...,8.

Non-abelian gauge

Abbiamo notato che per trasformazioni globali, il gruppo di simmetria ¢
abeliano. Tale simmetria si rompe se introduciamo trasformazioni loca-
li e si ripristina imponendo il passaggio alla derivazione covariante sotto
un’opportuna trasformazione di gauge.

La densita lagrangiana corrispondente ¢ dunque invariante per trasfor-
mazioni locali, sotto tale gauge. Anche per la teoria debole vogliamo
costruire una struttura analoga a quella per la QED.

Consideriamo dunque i generatori del gruppo SU (2): [T, T7] = ie"*T*
e costruiamo la sua rappresentazione matriciale. La trasformazione a cui
sottoponiamo il campo e

p(x) — ¢ (2) = e LD (2) = U (0) ¢ (x) (10.6)

In questa trattazione ¢ (z) & un vettore colonna, L;, L;, Lj sono le matrici
della rappresentazione e U (0) € SU (2).

Per trasformazioni infinitesime § — € e dp = —iL - €p; nel caso di 2
componenti avremo dp = —id - €p, nel caso di 3 componenti invece dp; =
¥ el Linvarianza per SU (2) si traduce in £ = 0 per ogni €.

Ma se il gruppo di simmetria non & abeliano? Sempre per trasforma-
zioni locali avremo i generatori [T;,T}] = ic;jx T, essendo c¢;ji le costanti
di struttura. La rappresentazione matriciale del gruppo sara L’ e ovvia-
mente ci aspettiamo di trovare termini non abeliani nelle grandezze che ci
interessano.

Anche in questo caso nella densita di lagrangiana i termini invarianti
per questa trasformazione sono quelli in funzione del prodotto ¢¢*, dove si
annullano gli esponenziali. Cio che invece crea difficolta e il solito termine
nelle derivate:

O (x) — U (0) Oup (x) + (0,U (0)) ¢ () (10.7)
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Dobbiamo nuovamente introdurre una derivata covariante che si trasformi
come il campo e che ripristini I'invarianza della lagrangiana:

Dy (a) — U (6) Dyup (x) (10.8)
In tal modo il termine
(D ()] [DHe ()]

risulta invariante per costruzione.

10.2.1 1l campo di Yang-Mills

Nel caso della QED avevamo un solo generatore (per un solo campo di
gauge, A, ), in questo caso occorre un campo di gauge per ogni generatore.
Definita

D, (x) = [(’“)H —iawT - ffu} o (x) (10.9)

essendo ay = g la costante di accoppiamento dell’interazione debole! e AfL
i 3 campi di gauge richiesti dalla teoria che si trasformano in maniera tale
che valga quanto detto finora, in modo da rendere la densita lagrangiana
invariante per trasformazioni di SU (2). Siano

Mo — Dy = (8H - igf : /YH) ¢ (Oup)” — (Du@)* = (@t + iQE ) A’u) ©*

Ancora una volta richiediamo che D), " = U (0) (D). Andando a sosti-
tuire e sviluppando e ricordando che questa volta nulla commuta, otteniamo

igL - A',U (0) = igU (§) L - A, + 8,U (6)

da cui

Poiche
(0uU (0) U (8) = ~igd, (L - G(x))
avremo infine
L-A,=U@®L AU ) -0, (E : 5@)) (10.10)

esattamente della stessa forma della gauge di QED ma con qualche modifica
strutturale?. Questa volta perd & presente un termine non abeliano, il

1Le stesse richieste matematiche verranno fatte nel caso dell’interazione forte; qui
specifichiamo il caso debole perché & quello che stiamo trattando adesso.

2Nei testi si usa frequentemente UT nelle relazioni dove a noi & comparso U~!: ma
ricordiamo che queste matrici sono unitarie e pertanto U~ = U,
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primo, al contrario del caso corrispondente in QED. Andando a sostituire
nella densita lagrangiana (5.15) otterremo

L = (%8M30*(9“90 - %m%p*cp) + %ig (E A Ot — 0,07 L - EMAMQD)
+3* ((L-4) e (£ 4) )
- Lx o+ %ig (E A g — 0,07 L - EMAmp)
+3* ((E-4) e (£ 4) )
e analogamente per il campo di Dirac. In questo caso avremo
F;iv =0, Al — BUAL

da cui si mostra subito che la densita lagrangiana di propagazione libera
dei 3 bosoni vettori corrispondenti ai 3 campi di gauge® pari a
Lo=—L1Fi g
(U _Z pvtii

non e gauge-invariante localmente. Per ottenere 'invarianza dobbiamo mo-
dificare F},, esattamente come abbiamo fatto per Aj: dobbiamo imporre
che F, ;;UIFZ-“ e ", F!", sviluppare entrambi i membri in funzione delle
derivate di AL, A, e sostituire, ottenendo infine

F, = 0,AL — 0, Al + geiju Al AL (10.11)

In QED da Ly si ricavano le equazioni di Maxwell nel vuoto; in questo
caso, a causa della presenza del termine che dipende dalla costante di
accoppiamento, troviamo termini di non linearita del terzo e quarto ordine.

Ancora una volta & proibito un termine del tipo M7 A7, A" poiche can-
cellerebbe 'invarianza di gauge: cio significa che i 3 bosoni di gauge hanno
masse nulle, il che € in netto contrasto con i risultati sperimentali per 2 di
essi. Inoltre ancora non sappiamo chi siano tali bosoni e quale sia il ruolo
del fotone, la cui massa nulla ¢ un’evidenza sperimentale.

Di fatto le interazioni deboli, cosi come quelle forti, sono a range finito
e pretendono bosoni vettori massivi, al contrario dell’interazione e.m. che
¢ a range infinito e pretende un bosone vettore privo di massa.

Arrivati a tal punto in molti furono tentati dall’abbandonare comple-
tamente le teorie di gauge, che comunque avevano portato alla QED, una
delle teorie piu precise che la fisica abbia mai concepito. La scelta fu invece
quella di introdurre una teoria di rottura della simmetria, che desse conto
della massa dei bosoni vettori dell’interazione debole.

10.2.2 TIsospin

Sperimentalmente si noto che un protone p e un neutrone n hanno le mede-
sime proprieta, salvo la carica elettrica: per questo furono considerati come

3In QED eravamo in regime abeliano e di un solo campo di gauge, da cui un solo
bosone vettore dell’interazione: il fotone.
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2 stati diversi di un’unica particella N detta nucleone:

o (2= (§) (1) v e

Costruiamo degli operatori per passare da uno stato all’altro
Iiln>=p> ZI_lp>=|n> (10.12)

che sono delle matrici 2x2 unitarie a traccia nulla. Identificando 7, = 7,
Z_ =15 e poiche

1
I:t = 5 (0'1 + 0'2) (1013)

essendo o; le matrici di Pauli, possiamo scrivere

(Z;,Z;] = teijiTy (10.14)
Se Zj, sono assunte come le componenti della trasformazione U (0) = e T"
abbiamo ottenuto il gruppo SU (2) in rappresentazione di Z (e quindi delle
matrici di Pauli). Le particelle p,n furono chiamate doppietto di isospin
e pertanto chiameremo Z; componenti di isospin. La trasformazione data
agisce nello spazio d’isospin e non su altri termini, per cui dobbiamo assicu-
rarci che l'interazione sia invariante per essa in tale spazio. La condizione

di invarianza si traduce in [ﬁ ,Ik} = 0, essendo H I’hamiltoniano, da cui

% = 0. Possiamo identificare lo stato di particella in funzione di Z e Z3
come
1 1 1 1
p>=I=5T=5> In>=|T=5T=—5>

L’interazione che descrive il comportamento del nostro doppietto di isospin
e quella forte, per cui possiamo affermare che questa conserva il numero
quantico di isospin.

Nel caso in cui Z = 1, avremo un tripletto di isospin a cui corrispondono
per esempio i 3 stati di pione 7, 7%, 7 rispettivamente per 7 = —1,0, +1.
Per il doppietto I'operatore di carica ¢ Q = % + %I.

10.2.3 Teoria di Fermi

Sperimentalmente si & osservato che il n decade® in un tempo che non
e dell’ordine di quello regolato dall’interazione forte; non essendo elettro-
magnetica ¢ dunque l'interazione debole, a corto range. In questo caso
I’elemento di matrice e

<iV|f >= / B (7)V (7) 6 (7) (10.15)

Possiamo considerare 'interazione come puntiforme e quindi assumerla a
4 fermioni in un punto. In realta questo vale per per tutti i decadimenti
deboli come per esempio in

ht+ve — e 1y,

4Decadimento n — p+ e~ + De.
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dove avremo

<ilVIf 5= [ @ 7, () Vi, (), ()
secondo quanto proposto da Fermi®.

Ma dobbiamo fare attenzione, poiche trattandosi di fermioni di Dirac
ogni funzione d’onda avra degli indici bispinoriali: se vogliamo determinare
la costante di accoppiamento per I'interazione questa avra i suddetti indici.
Questi sono in totale 4 e dovranno saturare in maniera tale da rendere
I’elemento di matrice

G () (v5,), ), () (10.16)

Lorentz-invariante. Le combinazioni da considerare vanno scelte su basi
fisiche. Dobbiamo tenere in considerazione che i neutrini sono left-handed.
Abbiamo gia visto che considerando nulla la massa del neutrino possiamo
scrivere la sua funzione d’onda come somma delle proiezioni left e right®
(simmetria chirale), poiche teoricamente il termine che contiene la massa
accoppia le due parti.

L’altra indicazione fenomenologica & data dal decadimento precedente,
per cui avremo l’elemento di matrice

M= % [/‘LUH’YQ (1 - ’75) wﬂ} [/‘Le’y& (1 - 75) wue} (1017)

essendo G = 107° (mp)_2 la costante di Fermi. Tali ipotesi costituiscono
il fondamento della teoria V-A. L’idea di Fermi e stata quella di scrivere
questa interazione come il prodotto di 2 correnti che non necessitano di un
propagatore:

G
M=—j%
\/§j Ja
idea che si e rivelata corretta a basse energie. Di fatto ad alte energie
studiamo il problema in funzione di FE,,, e delle masse delle particelle,
dovendo avere

M~GE? > 1

quando E.,, ~ % ~ 320. Questa teoria deve essere necessariamente ’ap-

prossimazione che non viola il limite di unitarieta. Un altro problema sorge
non appena si analizzano i diagrammi 1-loop del’interazione, che divergono

5 - - - .
°Si potevano scegliere anche interazioni scalare-scalare del tipo

[(B0) 0 Wi)a] [(Be) ()]

o pseudo-scalare tipo

[TZVH 'Y5 wu} [’LZVe 751/153}

Non abbiamo un criterio per sceglierne una in particolare.
SRicordiamo YL, R = % (1 + ~/5), che soddisfano le equazioni di Weyl (4.49), essendo
il neutrino rappresentato da 2 componenti al posto di 4.

242



10.2. Teoria elettrodebole e simmetria SU (2)

quadraticamente. Come nel caso e.m. possiamo riassorbire la divergenza
rinormalizzando grazie ai parametri di massa, costante di accoppiamento
e funzione d’onda. Ma mentre in QED possiamo procedere nello stesso
modo anche a loop superiori, qui al secondo loop € gia necessario aggiunge-
re altri parametri fittizi, tipico delle teorie con costanti di accoppiamento
dimensionate in termini di energia al quadrato.

2
Osservando la QED notiamo che ad alte energie M o aln% e il

. 1
comportamento energetico va come FE.,, = meea = mee7, detto polo
di Landau e che ci dice che la teoria ¢ errata al di sopra di questo limite

elevato. Questo effetto & legato al propagatore che va come e? EE{”, che
induce una violazione del limite di unitarieta ad alte energie.

Tutto cio ci suggerisce di adimensionare la costante di accoppiamento
e di introdurre una particella che medi l'interazione, che conduce inoltre
ad una teoria rinormalizzabile. Sperimentalmente sappiamo anche che il
propagatore che dovremo considerare non potra essere del tipo qiz, che
inoltre condurra a grossi problemi con I'invarianza di gauge.

In QED lintroduzione della derivata covariante ha portato un termine
di interazione aggiuntivo e nel processo in esame avremmo avuto

Lem =e [&e%xwe + 'JJu'Yawu] A®

per cui siamo tentati di scrivere una densita di lagrangiana debole pressoche
seguendo la stessa struttura. Siano W/' i 3 campi di gauge A" introdotti
in precedenza, indicando con i la componente di isospin e con p il fatto che

si tratta di un 4-vettore. Avremo qualcosa del tipo

3
E’weak = Zg [/&Vu/ya (1 - /75) ¢u + ’Jjue/ya (1 - ’75) we} Wia + ...
i=1

dove abbiamo introdotto un bosone massivo carico elettricamente W di
vertice gv* (1 — ~5) per riprodurre andamento sperimentale osservato a
basse energie. Siamo appena passati dunque dalla teoria ad un vertice
da cui si diramano 4 linee fermioniche ad una teoria a 2 vertici con un

propagatore qu—zg. Dobbiamo dunque imporre che
w

M,
2
: g G
1 = — 10.18
0 — M V2 (10-18)
In QED, essendo A a massa nulla abbiamo
0A% =0
In questo caso abbiamo invece

O+ M) W* =0
w

con la condizione di gauge 9,W* = 0. Ricordiamo che in QED ci siamo
posti in radiation gauge per ridurre ai 2 effettivi gradi di liberta il cam-
po; il campo WH* ha invece 3 gradi di liberta e dunque necessitiamo del
propagatore bosonico

yng

P
<O|T [Wiwa] |0 >~ ——2hws (10.19)
[ ] q2 _MI%V

243



10.2. Teoria elettrodebole e simmetria SU (2)

essendo PJi° - definito in (7.124), che in QED si riduceva a —g"” poiche

i termini aggiuntivi si annullavano per conservazione sulla corrente foto-
nica. Il termine aggiuntivo al propagatore porta, nel limite di unitarieta,

a ghert, che permette inoltre di rendere normalizzabile tutta la teoria.
w

Adesso abbiamo tuttavia a che fare con diagrammi del tipo

che rendono nuovamente non rinormalizzabile e non unitaria la teoria, poi-
Egnl
Mg,
stenza di un e~ pesante con costanti di accoppiamento ¢, ma questo creava
altri problemi. Allora si avanzo 'ipotesi dell’esistenza di un’altra particella,

79, che si accoppi con W+ come

cheé porta a termini tipo g2 . L’ipotesi che si avanzo fu quella dell’esi-

v+ — 20
70 ——Wt+Ww-

con Mzo # 0.

10.2.4 Il modello GWS

Abbiamo notato che A, essendo privo di carica, non ¢ adatto a descri-
vere il campo dei bosoni vettori W¥*. Inoltre abbiamo supposto lesisten-
za di una nuova particella elettricamente neutra e massiva, Z° ma non
sappiamo come questa possa trovare spazio nella teoria che vogliamo co-
struire e non sappiamo neanche a quale simmetria appellarci per descrivere
opportunamente le interazioni.

Consideriamo un problema analogo per le interazioni forti, risolto da
Yukawa nel secolo scorso. I pioni abbiamo gia detto che si presentano
come un tripletto di isospin-1 e sono messi in relazione con il doppietto di
isospin-% rappresentato dai nucleoni secondo

Pire—y———p. PP

I

n——t— 0 a——l——ap

In analogia a questo possiamo considerare i diagrammi

3 a =
Vy > : Vﬂ V“ - T :u
]
1Z Yw+
s = A
e —p e >V,
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Per l'interazione forte avremo un termine

essendo 5 = (Gnt, Pr0, Ore )t Iisovettore che ha per componenti 3 funzioni
pseudo-scalari e ¥ isospinore del nucleone. Questa interazione ¢ invariante
rispetto a rotazioni nello spazio d’isospin in accordo con le trasformazioni
b— =Uy G-6—U(5-0)U" (10.21)
essendo U = e~ 3100
SU (2).
Osserviamo che abbiamo anche nella teoria debole 2 mesoni carichi (i
bosoni W) e uno neutro (il bosone Z°), tutti massivi e che possiamo
supporre formino un tripletto di isospin W; abbiamo inoltre i doppietti

K3
fermionici leptone-neutrino. La densita di lagrangiana assumerebbe forma

Line = =3 575 [ (1=27) B) W2 (i (1= 97) ) W ]

9

, in accordo con quanto stabilito in precedenza per

dove abbiamo omesso di riportare gli altri termini di interazione trae™, 7 e
rispettivi neutrini. Potremmo ricercare la simmetria nell’isospin, che forma
un gruppo SU (2).

Per realizzare cio necessitiamo di un tripletto di bosoni vettori oppor-
tunamente definiti. Sia dunque dato il doppietto left

L, = ( ZLL ) = % (1-+°) ( Z“ ) (10.22)

che seleziona le parti left per il neutrino muonico, come richiesto sperimen-
talmente. Analogamente per gli altri doppietti left. Da notare che abbiamo

scelto la notazione v, =1, e p = 9, per semplicita. E’ semplice verificare
che

(1=75)2=2(1—5) <= (3)° =1

da cui

1 1 1475 1—
o (1= 78) = 370 (1= 28)° = 5 (1475) 0 (1 = 75) = 20520, £

avendo sfruttato le regole di commutazione delle matrici di Dirac. Detto

ci0 avremo

_ - 0 0 _
WY (1 - ’75) v, = 2LM701 ( 10 ) LH = 2Lu7aU_LM

VpYe (1 - '75) n= 2Eu’7a0+Lu

ricordando che le o} sono le matrici di Pauli tali che o4 = % (o1 +io9).
Detto cio e definendo

1

W=

(W iwl) (10.23)
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essendo W;L i campi di gauge della teoria di Young-Mills e & = (04,0, 09),
avremo per il campo muonico

Lw = _g (LYoo LW + Lyyao2 Ly Ws'|

che & invariante per trasformazioni di SU (2) a meno di un termine pari
a Eu03Lu Ws3. Di fatto essa tiene conto delle due correnti cariche corri-
spondenti a W* ma non di quella neutra corrispondente a Z° e di cui non
sappiamo nulla, come non sappiamo chi sia W3 per quanto detto finora
sulle interazioni deboli. Riconsideriamo la densita di lagrangiana e.m.

I I | 1 .
Lem = —efyaptA™ = =t |Yag (1=77) + 705 (14+77) | p4
dove notiamo che
1 = 5 « 1 - e}
— 5% (1—=7°) pA® = _EeLu%t (1—o03)L,A (10.24)

dove 1 — o3 fa un taglio sul campo del neutrino che non ha interazione e.m.
Definiamo il singoletto (non un doppietto poiche abbiamo ammesso che non
esistono neutrini right-handed) right

Ry=-1+)p (10.25)

1
2
che ¢ quello che ci serve per completare la densita di lagrangiana che
abbiamo fenomenologicamente. A questo punto avremo

Lem = —€ |Ryva Ry + %L#'yaL# - §L#'ya03L# A“ (10.26)
Quanto abbiamo trovato non risolve il nostro problema della mancanza di
un termine nella densita di lagrangiana weak, in quanto abbiamo trovato
un termine proporzionale a o3 che sembra servire ai nostri scopi ma che
non puo essere direttamente usato poiche la parte e.m. ha costante di
accoppiamento e e il bosone ha massa nulla, quella weak ha costante di
accoppiamento g e i suoi bosoni vettori sono massivi.

Tuttavia questi calcoli ci hanno permesso di individuare un’ulteriore
struttura nel termine e.m. che ci permette di riscriverlo come un termine
nello spazio di isospin debole.

Ci occorre una particella elettricamente neutra che non sia dunque il
fotone e che non sia neanche il neutrino, che renderebbe la teoria non ri-
normalizzabile: supponiamo che sia Z°. Vogliamo che la sua densitd di
lagrangiana sia tale da avere una parte di doppietto e singoletto che si
sommi al corrispondente e.m. e una parte che si sommi alla densita di la-
grangiana di W+ per renderla invariante. Definendo con Z¢ il campo di
tale particella, con ¢’ la sua costante di accoppiamento, avremo

_ 1- 1 _
LZO = _.fl R#"YQR# + gLyﬁYaL,u zZ — EfQ [L#’YOLOEL#} z
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Diamo uno sguardo complessivo a Ly, Lo € Lem:

1 ._ _
EW = —59 [Lu’yadlLHW{l +LH’YQUQLHWQQ]
_ 1_ 1 _
Lzo = —h {Ru’YaRu + §Lu7aLu] Z% — §f2 [LWV&%L#} z
i 1. . o
Lem = —e {R;ﬁaRu + ELIU.’YOLL,U,:| A% + 56 [L#’}/QO':;L#} A

Cio che vogliamo e

Eweak = EW + EZU + £em

—

_ o - — _
= -9 |:Lu'7a§Lu:| W — g/ [RMWQRM + Lu’YozLu B*

1
2
Sommando le nostre 3 densita e imponendo I'uguaglianza con L,eqr avremo
che ¢ soddisfatta se e solo se

CAY — [o2% = —gW§ (10.27)

per quanto riguarda la parte del tripletto di isospin, e che mostra come il
campo richiesto dalla teoria, la terza componente di isospin, sia pari ad una
combinazione lineare (mixing) del campo fotonico e di quello di Z° e allo
stesso tempo si definisca un campo di gauge B di U (1) come

—eA® — 17% = —¢'B® (10.28)

Questa Lyeqr € invariante sotto trasformazioni di SU (2) e U (1) e le nostre
posizioni renderebbero le divergenze trattabili in forma logaritmica. Quan-
to detto per il campo muonico puo essere generalizzato allo stesso modo
agli altri leptoni, per cui omettiamo l'indicazione specifica del leptone, con-
sideriamo le parti che non abbiamo considerato della densita di lagrangiana
em. e di Z° e scriviamo

—

_ - _ 1-
ﬁweak - _gL |:'Ya%L:| W= g' |:R")/QR + EL’YQL:| B¢ (1029)

Passiamo a determinare le costanti e le loro relazioni. Poiché abbiamo
considerato un mixing ortogonale dei campi per realizzare la densita di
lagrangiana che ci interessava, avremo dalle definizioni di W3' e B rispet-
tivamente:

(3-VETE _ (h-vE2
ENCES B W N

da cui

fitfo=Vg?—e2+ /g —¢?

Sempre dalle definizioni, abbiamo

(fi+ [2) 2% =gW5 + ¢ B* = fi+ fa =\ g?>+ g
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Eguagliando i secondi membri di f; + f2 e dopo qualche semplice passaggio
si ottiene la relazione

e=—39 (10.30)

per cui

a g a g a
2 = /g2+g/2W3 + /gz+g/2B

che ci suggeriscono di identificare i coseni direttori

!

g . g
cosby = ———— sinfy = —— (10.31)
/92 + g/2 /92 +g/2
dove Oy e I'angolo di Weinberg, da cui segue subito
e = gsinfy = g’ cos by (10.32)

e facendo uso di tutte queste espressioni si ricavano le costanti introdotte:

fo=gcosOw fi =g sinby (10.33)
che conducono a

B® = cos Oy A® + sin Oy, Z¢
Wit = —sinfyw A* + cos Oy 2

che possiamo mettere in forma matriciale come

< 3/; > — R(0w) < P ) (10.34)

Le trasformazioni del gruppo di simmetria per cui la densita di lagrangiana
della teoria elettrodebole risulta invariante ¢ dunque SU (2)y, @ U (1) 5.

La derivata covariante dovra contenere un termine in accordo con quanto
abbiamo gia detto per ricavare la lagrangiana di Yang-Mills ed uno che si
accorda con quanto detto per I'invarianza di gauge per il campo A, in QED.
Essa ava la forma

D, =9, —igT -W, —ig'YB, (10.35)

essendo le componenti di Ti generatori di SU (2),,, e Y il generatore di
U (1), che si dimostra essere 'ipercarica. Introdotto un tensore antisim-
metrico B,,,, sulla linea disegnata in QED, definito come

B,, =0,B,—-0,B, (10.36)
avremo il termine cinetico libero in teoria elettrodebole pari a

1_. 1 .
Efree - _ZF;VF;#U - QB#VBM (1037)
in accordo con quanto detto finora. Non dimentichiamo che la gauge-
invarianza ci conduce inevitabilmente a lavorare con bosoni di gauge a
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massa nulla. Come abbiamo gia anticipato, se questo va bene per il fotone,
non va d’accordo con i dati sperimentali per i bosoni vettori dell’interazione
debole, che sono pesantemente massivi. Cio ci induce a pensare che deve
esistere un qualche meccanismo che porti alla rottura della simmetria e dia
al bosoni vettori la massa opportuna. Alla luce di quanto detto possiamo
descrivere i diagrammi di corrente carica

Ty Vi L o
i P >
u >
.
e W
W~ T
.\“t\ S E e
Ve e - Ve
e neutra
- _ P
e >WY'\ZA*N< . >N/’\fi’\_/\< v
et pt et v

e quelli di auto-interazione dei bosoni di gauge:
W W W’ W 1.z
K
W ' W W 1.2

Per finire sono inclusi anche i processi semileptonici del tipo

N : fW Tl
vz 5
Y. JaVavav; YN e
ey
/..h'f‘ i’-" Wt A
ot LA wt e W o L

che legano i leptoni ai bosoni di gauge.

10.3 Rottura spontanea della simmetria

Nella teoria che abbiamo trattato finora ci siamo accorti che non abbiamo
mai supposto la massa una proprieta elementare da associare ad un campo.
Di fatto le teorie di gauge prevedono masse nulle per i bosoni vettori delle
interazioni che abbiamo studiato. Ci chiediamo dunque se esiste un qualche
meccanismo che causi una rottura di simmetria innescando un’interazione
che generi massa.

Per esempio data la densita lagrangiana Lo + V (|7]) essa ¢ invariante
per rotazioni, cosa invece non vera se aggiungiamo un termine del tipo ax
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che rompe esplicitamente tale simmetria. Nel caso della teoria GWS po-
tremmo considerare una L.k simmetrica alla quale aggiungere un termine
di rottura della simmetria.

Tuttavia anche questo € un problema: arriveremmo ad una teoria non
rinormalizzabile. La procedura dunque per attuare cio deve essere piu pro-
fonda e non puo essere esplicita: abbiamo bisogno di una rottura spontanea
della simmetria, ovvero di un meccanismo SSB.

10.3.1 Meccanismo SSB

Un ferromagnete ha stati simmetrici, ma il suo stato fondamentale non
€ simmetrico, analogamente diciamo che abbiamo una rottura spontanea di
simmetria se la teoria € invariante per delle trasformazioni, nel caso elettro-
debole esse sono di gauge non abeliane, ma non lo é lo stato fondamentale
della teoria stessa.

Cominciamo con il considerare un campo scalare in ¢*—theory:

L= % (D) — %quQ - if\w“

Cominciamo col chiederci se 2 & positivo. Se cosi fosse il potenziale efficace
corrispondente V (¢) sarebbe rappresentato da una parabola passante per
I’origine con la concavita verso l’alto; la configurazione energetica piu bassa,
il minimo, sarebbe a ¢ = 0 e la densita lagrangiana introdotta godrebbe
della simmetria discreta ¢ — —¢. Lo stato fondamentale che si ottiene e
< g >= 0, dunque anch’esso simmetrico, quindi non possiamo puntare sul
termine quadratico per cercare il meccanismo SSB. D’altro canto se p < 0
dovremmo interpretarlo come una particella che si muove a velocita v > ¢,
scartiamo dunque quest’altra ipotesi e studiamo lo stato fondamentale della
teoria.

In meccanica quantistica un potenziale del tipo V (z) = —22 + ya* &
una doppia buca, che in un volume finito mescola i 2 minimi per tunneling,
ma che in un volume infinito, come in QFT, li mantiene ben separati, ed
uno di questi ¢ la scelta che dobbiamo fare per lo stato fondamentale che
adesso sara non nullo:
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Adesso ¢ = 0 ¢ un massimo locale e i due minimi —¢y, ¢ sono simmetrici
rispetto ad esso; nel momento in cui si sceglie uno di questi come fonda-
mentale viene rotta la simmetria. Noi ci troviamo in un caso simile se

assumiamo V () = —pu2p? + A\p? e deduciamo che
2
ol = /-5 (10.38)

Vedremo successivamente, che questo meccanismo e 'unico che porta ad
una teoria rinormalizzabile. Per calcolare la massa effettiva, operiamo uno
shift ¢’ = p— < o > in modo da avere una L (¢’)

1 1
(8u9") (0"¢") + 120 — X < pg > ¢ — 1/\‘%"4 +7 <%0 > p?

N | =

L) =

con un minimo a zero, che sappiamo come trattare e avremo m = \/—2u2.

Scegliamo come stato fondamentale < ¢y >= +4/ —“Tz = v, e ribadiamo
che la simmetria discreta adesso ¢ rotta allo stato fondamentale. Cio che
ci occorre ¢ un modello SSB ’continuo’.

10.3.2 Modello o, 7

Sia data la densita lagrangiana

L= % (Ouo) (0"0) + % (Opm) (OF'm) =V (02 + 7T2()10'39)
V(e*+7?) = %/ﬁ (0% +7%) + i/\ (0% + 7r2)2 (10.40)

che ¢ invariante per rotazioni nel piano o — 7 (simmetria O (2)). T minimi
del potenziale si ottengono per

g—‘; = o[+ A(c*+7°)] =0
(?3_‘7: = W[uz—i—)\(oQ—l—wz)}:O

Per p?2 > 0 abbiamo ¢ = 7 = 0 e quindi uno stato fondamentale simmetrico
insieme con la densitd lagrangiana. Per u? < 0 si ha che 0 = 7 = 0 ¢ un
massimo e i minimi si distribuiscono lungo la circonferenza

112
Vo a2=/-E& (10.41)

A

come si puo notare in figura
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Uglg 1*)

Possiamo definire” gli assi nel piano ¢ — 7 come

2
<o >= \/—“7 <o >=0 (10.42)

Dunque sempre per 2 < 0 definiamo lo shift s = 0— < oy > ottenendo la
nuova densita

1 1
L= 5 [0,50"s + 0,mOt7] + pi°s® — X < og > s (s> +7°) — 1/\ (s + 71'2)2

Notiamo che s ¢ il campo di una particella di massa positiva —2u2? mentre
il campo 7 € senza massa, ovvero non ha risentito della rottura di simme-
tria, che & un primo esempio del teorema di Goldtone: se una teoria ha
una simmetria continua della lagrangiana che non é una simmetria dello
stato fondamentale, deve esistere un bosone senza massa. Cio viene subito
generalizzato al caso in cui si hanno pitt simmetrie: esiste un bosone di
Goldstone per ogni generatore della trasformazione che non risente della
rottura di simmetria.

Fondamentalmente quanto abbiamo trovato puo essere interpretato cosi:
finche la massa resta positiva si ha un minimo stabile nell’origine che lascia
inalterata la simmetria; non appena questa diviene negativa l’origine diven-
ta instabile e per piccole fluttuazioni nell’origine il potenziale da origine ad
uno stato fondamentale infinitamente degenere.

10.3.3 Teorema di Goldstone

Per dimostrare il teorema di Goldstone il numero di trasformazioni continue
di simmetria linearmente indipendenti.

Nel modello lineare o per esempio non ci sono simmetrie continue per
N = 1, mentre per N = 2 c¢’¢ una direzione di rotazione. Una rotazione
in N dimensioni puo avvenire in qualunque dei W piani, cosi che una
teoria O (N) —simmetrica ha tale numero di simmetrie continue.
Dopo la SSB ci sono W rimanenti simmetrie, corrispondenti
alle rotazioni degli N — 1 campi 7. Il numero di simmetrie rotte, e la

differenza, in questo caso N — 1.

"Un approccio simile, detto o—model di Gell-Mann e Levy, adopera un termine
aggiuntivo di rottura della simmetria pari a co nel potenziale, ma la trattazione resta
qualitativamente identica.
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

Il teorema di Goldstone asserisce che per ogni SSB continua, la teo-
ria deve contenere una particella priva di massa, appunto un bosone di
Goldstone.

Consideriamo una teoria che contenga molti campi ¢“ (z), con una
lagrangiana della forma

L = termini con derivate — V (¢) (10.43)

Sia @& (@) un campo costante che minimizza V', cosi che

0

5 =0 (10.44)

v (x)=pf

Sviluppando V intorno a questo minimo avremo

1 a b 82
V() =V (w0) + 5 (2= ¢0)" (¢ = %0) (Wv) +... (10.45)

Il coefficiente del termine quadratico,

0? 9
(Wv>wo = Mgy (1046)

€ una matrice simmetrica, i cui autovalori danno le masse dei campi. Questi
non possono essere negativi poiche g € un minimo. Per dimostrare il
teorema dobbiamo mostrare che ogni simmetria continua della lagrangiana,
che non e una simmetria di ¢g, da origine ad un autovalore nullo di questa
matrice. Una simmetria continua generica ha forma

Pt — "+ alA® (p) (10.47)

essendo a un parametro infinitesimo e A% una qualche funzione. Per campi
costanti i termini con derivate scompaiono e il potenziale da solo, nella
lagrangiana, deve essere invariante per la nostra trasformazione continua:

0

VI(g") = V(" + 0l (9)) == A% (9) 55

Vip)=0  (10.48)

Differenziando rispetto a ¢’ e ponendo ¢ = ¢ avremo

OA® ov Y 0?
0= (—W) )w (%“)wo + A% (o) (7&;7“6@ V) . (10.49)

Il primo termine scompare perche ¢g € un minimo di V, di conseguenza
il secondo si annulla. Se la trasformazione non altera g, cioe la simmetria e
rispettata allo stato fondamentale, si avra A% (pg) = 0, che ¢ una relazione
banale. Una SSB ha luogo per A% (yg) # 0: in questo caso A% (pg) ¢ il
vettore che stavamo cercando, con autovalore zero, cosi che il teorema di
Goldstone & provato.
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

10.3.4 Il meccanismo di Higgs

Abbiamo notato che in presenza di un meccanismo SSB possiamo scegliere
le masse soltanto dopo aver scelto il ground state, quindi solo dopo aver
rotto la simmetria.

Quando abbiamo analizzato il legame tra interazione e.m. e debole
abbiamo notato che 'invarianza di gauge ci ha imposto dei bosoni di gauge
privi di massa.

Se alla luce di quanto sappiamo adesso, trovassimo un meccanismo SSB
che rompa la simmetria e ci permetta di selezionare le masse corrette?
Questo fu quello che si chiese Higgs.

In quanto abbiamo studiato finora l'interazione tra le particelle segui-
va da un principio di simmetria, imponendo l'invarianza di gauge per le
trasformazioni del gruppo di simmetria siamo pervenuti alla relazione tra
carica elettrica e carica debole. Ma anche se la densita di lagrangiana che
abbiamo costruito e gauge-invariante, la teoria potrebbe non essere altret-
tanto per via di una rottura spontanea della simmetria. Esiste un teorema
di Weinberg secondo il quale se una teoria contiene un meccanismo SSB
allora é rinormalizzabile.

Il meccanismo di Higgs in definitiva si propone come un SSB unito
all’invarianza di gauge.

Caso abeliano

Consideriamo la densita lagrangiana
L =0, 0" — P¢" 0 = A(¢"p)” (10.50)
e la trasformazione locale di U (1)

iad(@) ., (10.51)

p—¢ =e
Abbiamo gia mostrato che tale £ non ¢ invariante per questa classe di
trasformazioni e abbiamo introdotto la derivazione covariante che la rende
invariante a patto di definire la trasformazione di gauge

Ay — A, = A, —ied,0 (x) (10.52)

per il campo A, che conduce alla densita di lagrangiana dell’interazione
tra un campo scalare carico e il campo e.m. Se p? > 0 non ci sono rotture
di simmetria spontanee, ma non appena passiamo a p? < 0 ecco che si
presenta un SSB. Se definiamo

g S

ﬁ—’%(%ﬁ) ﬁ—’\f(%ﬁ)

procedendo analogamente a quanto abbiamo fatto per il modello o — 7, tro-

veremo il valore di aspettazione del vuoto < ¢ >¢= % Lo shift tuttavia,
essendo stavolta il campo scalare complesso, ha bisogno dell’introduzione

di 2 campi ulteriori £ e n ed ¢ definito come

svtn

=e
4 2

[v+n+i€+0 (%] (10.53)

Sl
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

Il valore di aspettazione del vuoto e stavolta zero. In questa trattazione &
& associato alla rottura di simmetria U (1) e in assenza del campo di gauge
A,, possiamo concludere che sia privo di massa: £ ¢ un bosone di Goldstone.
Ma riscriviamo la densita di lagrangiana in termini dei campi £ e e A,:

1 1 1
L= _ZFWFW + 581”73”77 + 58#58”5
1
+§e2v2AﬂA” —evA 0"+ 1P n? + O (€.0°)  (10.54)
essendo v2 = —“—;. Il campo 7 ha massa —2u2, ma 'interpretazione di & e

A, non ¢ immediata per via dei termini di mixing.

La procedura da seguire sarebbe quella di calcolare il propagatore com-
binato per entrambi, trovare le regole di Feynman e studiare i poli della ma-
trice S. Ma esiste un metodo piu semplice, fortunatamente. Ricordando che
la densita lagrangiana da cui siamo partiti &€ invariante per trasformazioni

di gauge locali, scelto ef (z) = @ avremo
. ;o efiM v+
12 12 ® N

1
Ay — A=A - =0,

che porta a

1 L, 1 1
L = —ZF/WF’“ +§8#778“77+5621)2ALA/“

+%(22A’i77 (2v+mn) — %772 (3\0* + 1) = Awn® — %/\774
dove sono scomparsi i termini di mixing e possiamo dedurre subito che il
mesone scalare n ha massa 3\v? + p2, il mesone vettore A, ha massa ev
e non ci sono particelle corrispondenti a &, in quanto assente totalmente.
Che fine ha fatto?

Esso era responsabile della componente longitudinale del campo vettore
nella nuova gauge. Inizialmente c’erano 2 campi scalari e 1 un fotone senza
massa con 2 possibili polarizzazioni. Per p? > 0 questi sono i gradi di
liberta corretti. Se p? < 0 invece la teoria descrive una particella scalare
con 1 stato di elicita e un vettore massivo con 3 stati di elicita: in effetti
il numero dei gradi di liberta computato come particelle di polarizzazione
fissata, € rimasto lo stesso.

Nell’ultima gauge la £ sembra essere una teoria di campo di particelle,
ciascuna disaccoppiata dall’altra al secondo ordine e dunque manifesta-
mente unitaria per qualunque ordine in teoria perturbativa. Una gauge di
questo tipo € spesso definita gauge unitaria o U—gauge.

Caso non abeliano

Consideriamo una densita lagrangiana

2
L =0,0"0"0 — o' o — X (pTp) (10.55)
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

essendo ¢ l'isodoppietto di campi scalari complessi

1 P1 + P2 )
= — . 10.56
4 V2 ( ©3 + QP4 ( )

che si trasforma come il doppietto left introdotto nella teoria GWS, da cui
1
o+ 2
o= Z ¢; (10.57)

Se 1?2 > 0 la simmetria della corrispondente £ ¢ la stessa del ground state
con minimo a Ty = 0. Se u? < 0 si ripresenta un SSB con minimo a

2

<plp >o= —g—A (10.58)

Per rompere la simmetria scegliamo dunque il doppietto

e introduciamo lo shift generalizzato

0
v+ g

X (@) =¢ (@) —¢po=U () ( > Ul(x) = e @) (10.60)
essendo U una trasformazione di SU (2), da cui otteniamo, a meno di

termini di ordine superiore:

v (6@ 4 i)
X (z) = ( \/Lf_z-;(g) ) ) (10.61)

per un totale di 4 campi: i 3 campi { senza massa, dunque bosoni di
Goldstone, e un campo massivo 7 di massa —2u% > 0. Ma SU (2) ha
3 generatori: 1 rompe la simmetria e 2 no, ci aspetteremmo di trovare
al pitt 2 bosoni di Goldstone. Perche ne troviamo 37 Significa che deve
esserci un’altra simmetria che di fatto esiste: L & invariante anche per
trasformazioni di U (1) del tipo dp = %eg@, diagonale nello spazio di isospin

come 31, che commuta con i generatori § di SU (2).

Ma allora essendo tali simmetrie indipendenti avremo come gruppo di
simmetria G = SU (2) ® U (1); ¢ questa che dobbiamo rompere, ¢ non la
singola SU (2).

La domanda diviene dunque: quali trasfomazioni 7" di G lasciano inva-
riante g, ovvero® Two = 07

I generatori I, 01,09, 1;”3 non soddisfano questa condizione, ma
si. Co significa che 3 generatori non lasciano invariante lo stato di vuoto,
mentre uno si, da cui per il teorema di Goldstone ci aspettiamo 3 bosoni
privi di massa. Ma i bosoni di Goldstone non sono i bosoni di gauge, quindi
abbiamo ancora qualche speranza di risolvere il problema.

Richiediamo I'invarianza per trasformazioni locali di G per cui inseriamo

la derivata covariante e dunque tanti bosoni quanti sono i generatori che

1+os
2

8Infatti se Tpp = 0 avremo e**T'py = @o per ogni a.
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10.3. Rottura spontanea della simmetria

non rispettano la condizione data, cioe 3; questo ci dara la relazione tra
bosoni di Golstone e bosoni di gauge. La densita di lagrangiana diverra

L= (D) (D"9) =V (') — TFL I ~ 1BuwB™  (10.62)
in accordo con quanto trovato in teoria GWS. I termini Fﬁl,Fl-’“j e B,, B"
li conosciamo gia e sappiamo come interpretarli. Introduciamo dunque 2
costanti di accoppiamento, una per SU (2) e una per U (1), rispettivamente
g e ¢’ e scriviamo la derivata covariante in funzione di queste e dei genera-
tori del gruppo, in forma lievemente diversa da come l’abbiamo scritta in
precedenza, ma comunque con le stesse caratteristiche:

I
+ig'B,= (10.63)

D, =0, +igA, - i3

[NCEST]

essendo o; le matrici di Pauli e I I'identitd. Per y? > 0 ancora una volta
leggiamo un termine massa e i campi di gauge a massa nulla.

Preso p? < 0 ci aspettiamo SSB; cerchiamo la configurazione di campo
costante che minimizza il ground state e introduciamo i campi n e 5 come li
abbiamo trattati in precedenza, trascurando i termini di ordine superiore.
La densita lagrangiana diventa

1 1 g% 1 u
L= S0umd"n+ 5o [ALAL + A2 A2] + 107 (9% — g'B,) (gA3 - g’B“)
1 1. 1
+3 (—=2p%)n — ZF;“,FZ-”V — ZBWBW + other terms (10.64)

avendo omesso di riportare i termini di ordine superiore e quelli costanti.
Notiamo che possiamo isolare subito le masse dei campi Ai e Ai, pari a

2. 2
Mg, = %ﬂg 5—; inoltre il campo scalare 7 ha massa —2u2 e sono scomparsi
i campi . Da notare il termine quadratico del mixing dei campi Ai e By,
di cui non possiamo sapere la massa.

Ma definendo Z,, e A, come abbiamo visto in precedenza, in funzione

’

dell’angolo di Weinberg 0y, con tanfy = % e le leggi ricavate in GWS,
otteniamo

1 1 g% 1 g%v? 1 g2v?
L = =9,no0" - Al AL 4 = A2A2 - (—L—— ) 7z, 2"
RO 5 T A T T A T 5  Seoz ) A
1 1 s 1 s 1 , 1 y
-5 (—=21) n* — ZF;VFfL — ZFj,,F;L — ZZWZ“ — ZAWA“
(10.65)
dove si nota che la simmetria ¢ stata rotta in modo da avere
mfl = —2u?
2,2
g°v
My =
w 2
M2
M2 _ w M2
Z cos? Oy = Mw
m2 = 0 (10.66)




10.4. Teoria elettrodebole in SU (2) @ U (1)

essendo m% = m?% la massa del bosone di Higgs, sulla quale la teoria non
fa previsioni ed esistono solo limiti sperimentali.

Ancora una volta sottolineamo che Z° e « costituiscono un mixing e che
quanto trovato finora riconduce alla teoria elettrodebole. Alla luce di quanto
ricavato, riconsideriamo la derivata covariante elettrodebole, che possiamo

dunque riscrivere come

g (o5 ,
Dup = S0 (2 = sin® 0w Q) 2, + g sin o QA, (10.67)

essendo il primo termine il broken generator e il secondo 'unbroken gene-

rator, con @ = H% Ridefinendo dunque
1
1 + _ 14 42
Wa = W=7 A +id)
1
W2 = W = 1 .42
w T e T4 (4 — A7)

ci ricolleghiamo a quanto trovato in GWS e avremo i diagrammi per l'ac-
coppiamento del bosone di Higgs ai bosoni di gauge:

W

4+

%

W

10.4 Teoria elettrodebole in SU (2) ® U (1)

In questo paragrafo cerchiamo di mettere insieme i pezzi della teoria che
abbiamo costruito, definendo le parti della densita di lagrangiana GWS
comprensiva delle considerazioni sull’invarianza di gauge per trasformazioni
del gruppo G e del meccanismo di Higgs.

Dalla relazione % = 815573‘/
di gauge, con l'ausilio dei dati sperimentali si ricava My, ~ 75GeV |, M, ~
86GeV . Per il bosone di Higgs la stima ¢ tra 120 e 750 GeV'. Supponiamo
I'Higgs leggero: mpy < 120GeV; questo non puo decadere in 2 Z° ma al
90% ¢ valido il processo H — bb, studiato al Tevatron.

Dobbiamo considerare che il bosone di Higgs genera anche la massa dei

fermioni per mezzo di una interazione. Infatti se

e da quelle ricavate per le masse dei bosoni

Livt = ghihe (10.68)
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con uno shift ¢’ = p— < ¢y > del campo avremo

LI = ghihie’ — gihin < o > (10.69)

dove il termine aggiuntivo € m; = ¢; < o > e da conto della massa dei
leptoni, esclusi i neutrini. Da cido deduciamo che < ¢o > e fissato dalle
masse, che dipendono dunque dall’intensita dell’accoppiamento del leptone
con il bosone di Higgs in maniera direttamente proporzionale.

Il decadimento studiato al Tevatron si distingue poco dal fondo, ¢ per
questo motivo che al’LHC si studiera il canale H — ~~. Se p,,, p,, sono i
4-impulsi dei 2 fotoni, la massa invariante del sistema e m% = (py, + p72)2;
cercando gli eventi in coincidenza dei v e calcolando energia e angolo si
risale al numero di eventi relativi al processo studiato. Se 'Higgs leggero
non dovesse esistere, non dovremmo trovare un eccesso di coppie di fotoni
in processi ad energie dell’ordine di 100GeV.

Per quanto riguarda I’'Higgs pesante, 130Gev < my < 1TeV, si studia-
no principalmente i canali

H—272° H—W™W~ H-—1t (10.70)

Per il primo canale, poiche Z° decade in 2 leptoni con un buon rapporto
sul segnale di fondo, cerchiamo in totale 4 leptoni, ovvero 2 coppie in coin-
cidenza. Dalla misura di Ej si ricostruisce I'impulso trasverso delle Z0 e
dal numero di eventi si risale a quello totale.

Al LEP si ¢ studiato il canale ete™ — Z°H dove

Z° —gGqg H —bb (10.71)
70 —ete H—bb (10.72)
Z° —qgq H— 71 (10.73)

Lagrangiana elettrodebole

La £ conterra dei termini liberi che descrivono le 3 famiglie leptoniche, i
bosoni vettori di gauge massivi, il fotone, il bosone scalare di Higgs e le loro
mutue interazioni.

e Termine di bosone libero la cui forma ¢

1= . 1 1 1
Eboson _ _ZF“V . RV ZB#UBM/ — —F#yF'Lw + 5@#73“77

free 4
(10.74)
e Termine di leptone libero:

Ly = > iLy"0,Li+ Y iRy 0, R
l l

. 1_'75 vy f 1_’75 1/}1/1
N ZZ{ 2 (1/11 )} "0 2 (1/11 )

l

T 5
[1+49° 1+
+ZZ[ ! 1/11] 08—y
l

2 2

P B
Z“/JVZ/YH 27 a;ﬂ/]w lel')/“auwl (1075)

l l
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e Termine di interazione bosone di gauge-leptone:

9 DH o — nk nH ., HH
LEG = 22_\/5@9 Wi+ 0 W a0 Z0) =Y erf A,
l l

X e (1) Wy (=) )
l

9 1 Y-
235 Vaeamgy 17" (1777 Y
~" (¢ = ") 1] Zu = ) ey A, (10.76)

l

e Termine di auto-interazione del bosone di Higgs in gauge unitaria:

2
w4 5 )’
2

4
2 2 2
P Iz A 7
— —— — —— 10.77
2(\/ 2A+’7> +4<\/ 2A+”> (10.77)
e Termine di accoppiamento Higgs-leptone:

2 —
Liy = =Y a <\/—% + n) i (10.78)
l

e Termine di interazione bosone di gauge-Higgs:

LiHtags 12l + Mpl* =

2
— |i0,¢|* (10.79)

Lite

nt

. 7 I
i (8# +igA, - % 4 ig/B#E) 0

da cul infine

Leteetrowear = LI0307" 4+ LIl 4 pLG 4 pHiggs | pHL 4 £fHE (10.80)

free free int int

10.5 QCD

Studiando la teoria GWS, siamo partiti dalla ricerca di un gruppo di sim-
metria U (1), procedendo per SU (2) ed eseguendo tutti i calcoli del caso per
rendere la teoria gauge-invariante per trasformazioni del prodotto diretto
di questi due gruppi.

Quanto abbiamo trovato aveva a che fare con matrici 2x2, con 3 gene-
ratori per SU (2) e 1 per U (1), avendo ricercato la simmetria nello spazio
d’isospin, almeno per quanto riguarda il primo di questi 2 gruppi, cosa che
ci e stata suggerita da certe analogie con l'interazione forte e la teoria di
Yukawa per i doppietti fermionici e i tripletti mesonici.

Il punto di partenza per la ricerca di un gruppo di simmetria in QCD,
la teoria delle interazioni forti, deve essere inevitabilmente SU (3), relativo
alle rotazioni che si possono eseguire nello spazio di colore dei quark. Cio
che ci aspettiamo di trovare ¢ una teoria costruita sulla stessa linea del-
la GWS, dunque gauge-invariante localmente e non abeliana, dove questa
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volta i generatori sono 3> — 1 = 8 e la rappresentazione matriciale, come
abbiamo anticipato in precedenza, non sara data piu dalle matrici di Pauli
e dall’identita, ma da quelle di Gell-Mann.

Prima di addentrarci nella costruzione di una teoria di questo tipo,
vediamo perche n, = 3 € proprio il numero di stati per quark-flavor che ci
serve.

10.5.1 Teoria di Cabibbo

I quark sono dei fermioni di spin % e carica frazionaria. Fondamentalmente
per questo possono essere trattati come i leptoni in teoria GWS. Cio che
pero ci interessa e vedere in che modo.

Per spiegare alcuni dati sperimentali, si propose di introdurre un dop-
pietto (u, d)t; cio spiegava interazioni che comprendevano il pione negativo,
strutturato come ud, ma restavano esclusi processi che invece vedevano pro-
tagonisti i kaoni, come per esempio KT, di struttura us, da cui la necessita
di una corrente debole che accoppi questi 2 quark.

L’idea proposta da Cabibbo fu quella di introddure un doppietto che
contenesse un mixing di flavor:

N; = ( v >L (10.81)

dcosfOc + ssinfc

essendo Oc U'angolo di Cabibbo. Questo angolo si puo misurare sperimen-
talmente esaminando il branching ratio dei processi menzionati:

DK — phy,)
i e——

~sin?0c = 0o ~ 13° (10.82)

Se definiamo sy, = sy, cos 0 — dy, sin ¢ la combinazione lineare ortogonale
dei flavor s e d e i singoletti dr, sr, ugr, possiamo scrivere la densita
lagrangiana per 'interazione

g - 1

I
QAM + _9/7#53;1) Ny,

Lint = Np (m“ 3

/ !
_ g s g _
+ |:59L <—§> Y B.sor — ng'YHBudR —SrY"Busr
2,
+§URQ Y Byur (10.83)
che riscritta in termini di Wj[, Z,, A, mette in evidenza un termine di
corrente neutra
]\_TL037MNLZ“ = [ﬂLvuuL — cos? HCJL%LdL — sin? OcSryust
—sinf¢ cos O (JLWSL + ELWdL)] ZH

dove la parte in sin 8¢ cos 8- cambia la stranezza e non ha riscontro speri-
mentale.

A questo punto entra in gioco il meccanismo GIM, di Glashow, Iliopou-
los, Maiani: sgz, non e un singoletto e si introduce un quarto flavor ¢, detto
charm, tale che

u c
< dcosfc + ssinfe )L’< scosf — dsin O >L (10.84)
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con l'aggiunta del singoletto cr ai 3 precedenti. Adesso quando si verifica
l’accoppiamento con Z° si ottengono 2 termini che cambiano la stranez-
za, provenienti da ciascun doppietto, che all’ordine pii basso si cancellano
esattamente. Molti anni dopo la previsione teorica di ¢, fu scoperta nel
1974 la particella J/¥, o cc.

L’esistenza di ¢ ci impone di considerare sia il contributo di u che quello
di s nella corrente neutra; inoltre anche le correnti cariche subiscono un
cambiamento.

Il modello GIM & in buon accordo con la fenomenologia ed & quasi
simmetrico. In realta per avere una simmetria piu completa dovremo ag-
giungere altri 2 flavor, b e ¢, in modo da avere 3 doppietti left. A questo
punto il mixing deve necessariamente essere formalizzato da una matrice:
questa esiste ed e detta CKM, matrice di Cabibbo, Kobayashi, Maskawa.
Per dare pienamente significato a tale matrice occorre capire la generazione
delle masse.

Ci chiediamo inoltre perche i quark sono in coppie: in effetti questo
cancella le correnti neutre non osservate e permette la rinormalizzazione,
che richiede che i diagrammi di loop triangolari siano soppressi:

q oY VaVaW
0

VAVAWE) (VAVAW

Abbiamo dunque 3 coppie di quark come avevamo considerato 3 coppie
di leptone-neutrino: associando ad ogni quark il numero quantico di colore,
che puo assumere 3 valori, eliminiamo I’anomalia assiale che renderebbe la
teoria inconsistente e che si presenta nel diagramma 1-loop triangolare per
la parte assiale di Z°.

Questa anomalia scompare se per ogni coppia leptonica c’e proprio una
coppia di quark, di conseguenza se si trovasse un altro leptone dovremmo
cercare anche il settimo quark.

L’anomalia si cancella per via dell’esistenza di un fattore moltiplicativo
ne = 3, ma per essere certi che questo sia il numero dei colori, dobbiamo
ritrovare questo valore anche in altri processi.

Consideriamo 7 — ~+: il dato sperimentale e la previsione teorica
differiscono esattamente di un fattore 3. Infatti I'cyp = (7.9 £ 0.05)eV
contro una 'y, = %ev; tenendo conto del fattore n? = 9 a moltiplicare
per la previsione teorica, otteniamo I'y, ~ I'cyp.

Consideriamo i processi ete”™ — hadrons e ete™ — ptpu~ il cui
branching ratio e

R I' (ete™ — hadrons)

10.85
[(etem — ptpu) (10.85)

dove ¢ stato richiesto il fattore n. = 3 per mettere in accordo teoria ed
esperimento.

262



10.5. QCD

Nei processi eTe™ — g per ottenere annichilazione si deve avere /s >
2my e abbiamo

r (e"'e‘ — qq) o i e?ﬁ (Ecm — quf)

R = 10.86
I'(etem — ptp™) = €20 (Ecm — 2my,) ( )

il cui fit restituisce n, = 3. Infine le particelle AT = (uuu), 2~ = (sss),
A~ = (ddd) hanno i rispettivi quark nello stesso stato di flavor e spin totale

%, per cui i quark si trovano anche nel medesimo stato di spin. Essendo
fermioni, questo viola il principio di Pauli: avendo una v simmetrica e
dovendola avere antisimmetrica, ¢ richiesta una parte antisimmetrica che
viene attribuita al colore.

10.5.2 QCD e simmetria SU (3)

Consideriamo dunque una teoria che si basa sul gruppo di simmetria SU (n. = 3),
che come abbiamo visto, deve avere 8 generatori corrispondenti a 8 bosoni
di gauge a massa nulla detti gluoni.

Partiamo dalla densita lagrangiana di fermione libero applicandola ai
quark:

L =g ("0, —m)g

Ovviamente richiediamo come nei casi studiati in precedenza che que-
sta sia invariante per trasformazioni del gruppo scelto e gauge-invariante
localmente.

Qui g va considerato come un vettore nello spazio dei colori: altrimenti
dovremmo specificare che si tratta di un red, green o blue e sommare le 3
densita lagrangiane corrispondenti. Dove non altrimenti specificato, d’ora
in avanti ¢ rappresentera un vettore di colore.

Non ripetendo cid che ¢ gia stato detto, scriviamo per prima cosa
la rappresentazione matriciale di SU (3) e i generatori e la loro algebra,
aspettandoci che anche questa, come per SU (2), porti ad una teoria non
abeliana:

T ==X (10.87)

espressa utilizzando le matrici di Gell-Mann A, tali che
A% N] = 2ifebene (A2 N} = géablgmg + 2d°be)\° (10.88)
essendo d costanti totalmente simmetriche nei 3 indici e f2¢ le costanti di

struttura di SU¢ (3). Inoltre

Tr (A*AP) = 25" (AN*A") 0p = ?&15 (10.89)

La generica rotazione nello spazio di colore € dunque

U(@) _ e—igS%X-G(m)
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10.5. QCD

dove, per analogia con la GWS, notiamo che la costante di accoppiamento ¢
gs al posto di ayy e che le matrici & della rappresentazione sono rimpiazzate
dalle X, ma sostanzialmente i calcoli e le considerazioni rimangono identiche:
I’ordine in cui vengono eseguite le rotazioni nello spazio e fondamentale, ne
segue che d’ora in avanti avremo a che fare nuovamente con un’algebra non
abeliana.

Procediamo analogamente al caso della GWS e della QED introducendo
una derivata covariante e richiedendo la simmetria per trasformazioni locali,
ottenendo quanto gia ottenuto in GWS, per un campo a 8 componenti
stavolta e con le sostituzioni discusse.

Considerando i quark dei campi di Dirac massivi e carichi, la densita
lagrangiana sara del tipo

6
Locp = Z df(iv*D,, — m)qy + other terms
f=1

Se indichiamo con « e 3 'indice di colore, definiamo

O
(Dp)ap = 0apdu — igs <7AM> ] (10.90)

essendo il secondo termine non diagonale e dipendente dalla base di SU (3)
scelta.

Introduciamo il campo di gauge A", che questa volta rappresenta 8
bosoni vettori, che si trasforma come

AL UAU — gi @, 0)U!

= UAU -0, (T9) (10.91)

Scrivendo in funzione dei singoli campi bosonici:
— /\ll a
[Au]aﬁ =\l3 , Al (10.92)

con a3 indici di colore. Sviluppando in serie la U (5) e troncando al primo

termine ed eseguendo tutti i calcoli algebrici, otteniamo
1 X
UA U =4, - gsfabCEHbAfL (10.93)

dove I'ultimo termine & responsabile degli effetti fisici di QCD. Introdotto
il tensore di interazione forte

Frv = gi [D",D,] = 0,4, — 0,4, — ig, [A", AY] (10.94)
Che si trasforma come

Aa
F,,=UF"U™"  F, = 7F;;V (10.95)
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10.5. QCD

da cui, per il singolo campo otteniamo
Ff, = 0,A% — 9,A% + g f*"° AV A (10.96)

Procedendo analogamente a quanto detto nel caso GWS, il termine libero
sara
1
Liree = —Tr (F*'F,,) = —ZF;}VF;”’ (10.97)

che definisce la densita di lagrangiana di Yang-Mills per campi self-interagenti
in SUq (3) (si ritrovano vertici a 3 e 4, da cui ne deduciamo che si tratta
di una teoria self-interagente con costante di accoppiamento gs).

Rimandando al lettore la semplice verifica, quello che otteniamo da
questo termine cinetico, tralasciando la parte non relativa al termine non
abeliano, ¢

CD 1 a a v
£9P = —59sfave (0F — 0, F}!) F'F; (10.98)
che rende conto delle interazioni a 3 gluoni e
cD 1 v b e
£9°P = _Zgg fave P FYFUFS (10.99)

che giustifica la presenza di quelle a 4. In definitiva, sostituendo opportu-
namente avremo

. A i 1
Caon = X0 670+ 0 R Aphost) + 3 S adadm ~ SREE,
f B 7 o

essendo f l'indice di flavor e v, 3 quelli di colore? e avendo omesso il simbolo
di sommatoria sui prodotti che contengono gli indici a, che sono in totale
8 come gia detto in precedenza.

Il primo addendo ¢ quello di lagrangiana libera, il terzo descrive la parte
gluonica, quella libera e di autointerazione (vertici a 3 e a 4).

I gluoni sono privi di massa, ma Lgcp confina rendendo i processi come
se essi fossero massivi. Se fosse m, = 0 oppure la massa fosse la stessa per
tutti i quark ci sarebbe una simmetria per scambio di flavor: SU¢(6).

In realta non e cosi, pertanto si trattano separatamente i flavor leggeri
(u,d, s) e quelli pesanti (c,b,t). Per i primi my, ~ 0 per cui si ricava una
simmetria parziale SU(3) ¢ da non confondere con quella di colore. In questo
caso il termine di lagrangiana libera soddisfa la simmetria chirale'®.

Introducendo i proiettori Pr, e Pr e moltiplicando per tale termine Pr, +
Pr = 1, otteniamo la scissione in diversi termini, da cui ne segue che i quark
non compaiono mai da soli ma in stati legati, barioni e mesoni, in modo
tale che possiamo osservare solo gli stati finali a struttura neutra nel colore,
caratteristica a cui viene dato il nome di confinamento.

9Questa volta non abbiamo considerato g come un vettore nello spazio dei colori e
ne abbiamo esplicitato tutte le componenti.
100vvero & invariante per trasformazioni del tipo ¢ — 7°¢.
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10.5. QCD

10.5.3 Matrice CKM

Abbiamo detto che le masse dei campi vengono generate dall’interazione
con il campo di Higgs e sono direttamente proporzionali all’intensita del-
I’accoppiamento. Abbiamo anche detto che ci sono 3 quark leggeri, la cui
massa € approssimabile a 0 e 3 massivi.

Andando a riconsiderare la densita lagrangiana di Yukawa e il termine
di Higgs che causa la SSB, vediamo in che modo si genera la massa dei
fermioni: leptoni e quark. Sia

¢ = ( v+?{(x) >=v( 1_’_(;1(1) ) H(x):”(;) (10.100)

v

Il termine di Yukawa lo possiamo scrivere nella forma

Ly =cQredr + " QrpTur+ > YLeR+he (10.101)

l=p=,e=, 7~

nella base degli autostati deboli, avendo assunto @ = < ZL > Se i
L

neutrini dovessero avere massa, dovremmo inserire un ulteriore termine
proprio in questa densita. Questa e invariante per trasformazioni di gauge
applicando la SSB otteniamo

H - _
=—(1+ — dd wU 1 10.102
Ly ( +U>[md +m uu—i-;ml ] (10.102)

che ci restituiscono, secondo quanto abbiamo visto in precedenza, dei ter-
mini quadratici da cui tiriamo fuori le masse, essendo

V2

dove le masse dei fermioni diventano dei parametri liberi, su cui la teoria
non ci dice nulla e dipendenti dai coefficienti di Yukawa. Finora abbiamo
considerato i 3 leptoni con la stessa massa, cosa ovviamente non realistica.
Se consideriamo le masse leptoniche diverse, allora avremo

[ma, M, my] = — {c(d),c(“),c(l)} (10.103)

Ly =Y'Qredn +Y"Qro'ur+ Y Y'LR+hec. (10.104)
1

essendo le Y le matrici complesse di Yukawa. Da questa densita lagrangiana
otteniamo, per la SSB, i termini di massa

[Ma, My, M)y, = = Va2, v, v 0] — (10.105)

V2

anch’essi matrici 3x3 non diagonali complesse. La densita diventa

o [, .
Ly = — (1 + —) [dLMddR +aLMyug + ) lLleR] (10.106)
v
!
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Se vogliamo diagonalizzarle per avere le masse corrispondenti sulla diago-
nale, dobbiamo utilizzare una matrice unitaria S tale che

My = S9MySET = diag (mu, me, me) (10.107)
M, = SEMySET = diag (mg, ms, ms) (10.108)
M, = SLMSLT = diag (me, my,my) (10.109)

Noi non conosciamo le matrici .S pero notiamo che ci hanno fatto passare,
mediante una rotazione, dagli autostati deboli nello spazio di flavor a quelli
di massa nello spazio delle masse. In questo spazio avremo

IL,R = Sg,RdL,R uIL,R = Sg,R“L,R l/L.,R = SlL,RlL,R (10.110)

da cui, tenendo conto della definizione delle matrici S, giungiamo a
H kTd / —/ ’ 77 /
ﬁy = — (14—7) [ LMddR+uLMuuR+ZZLMllR (10111)
l

Notiamo che se fr € un leptone o un quark left-handed, otteniamo

Fify =TSt = fufe (10.112)

da cui ne deduciamo che per correnti neutre avremo L, . = L., ovvero

invarianza rispetto alla rotazione eseguita da S. Diverso e invece per i
termini di corrente carica, dove per esempio

ahd, =a,8u83d, = uVd, SY#S% (10.113)

N

dove si nota invece che l'invarianza precedente ¢ scomparsa. Possiamo
riscrivere dunque i termini di densita lagrangiana di corrente neutra e carica
rispettivamente come

€
nc

= St oo Zn 2 " (v —apy? 10.114
2 sin Oy cos Oy “;f7 (vp —ap°) f ( )

dove vy, ay sono rispettivamente i coefficienti di accoppiamento vettoriale
e assiale!!, con diagramma

. 7 )

I - -
~ T (Vg —ag¥s ) ~

Fee = 2L\;§Wu+ D_un" (1=97) Vd;+ 3 my" (1=9°) Vil | +hee.
@7 l

(10.115)

con diagramma

11Quosti coefficienti vengono fuori dalla teoria GWS e sono definiti come ay = o3 e
vy =03 (1 — 4sin? GWQf), essendo @ la carica del fermione corrispondente.
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oW oW
Qg 4 > q, 1 g eV
P ﬁ:l—;’ﬁ]‘\ / jil—‘;’:,\]
essendo
Vud Vus Vub
V=1 Ve Ves Vo (10.116)
Via Vie Vi

la matrice di mixing di Cabibbo, Kobayashi, Maskawa, responsabile di
processi che coinvolgono flavor-changing come

)
LV

Sebbene dunque il mixing sia un fenomeno che riguarda tutti i quark,
abbiamo che partner dello stesso doppietto hanno accoppiamento piu forte:

u C {
» o ] = o
¥ LY ¥ LY

d S b

Per i leptoni dobbiamo vedere cosa accade alla matrice di mixing. Se la
massa dei neutrini ¢ nulla, non abbiamo mescolamento e c’¢ conservazione
separata del numero leptonico; altrimenti se dovesse esistere la componente
right dei neutrini e la loro massa non ¢ esattamente nulla, ci aspettiamo di
ritrovare un mescolamento simile a quello dei quark e si conserva il numero
leptonico totale e non quello delle singole famiglie. A riguardo vengono
realizzati esperimenti volti a verificare una possibile violazione del numero
leptonico con i seguenti risultati:

BR(p— ey)<12-107"" BR(1T — py) <3.1-1077

ovvero non sono stati osservati questi decadimenti proibiti dalla teoria e
si e stabilito un limite superiore, che ¢ tuttavia in contrasto con le misure
attuali che mostrerebbero che i neutrini hanno massa, seppur piccola.
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10.5. QCD

Misura degli elementi di V'

Se consideriamo decadimenti come quello dell’esempio di flavor changing,
potremmo pensare che 'ampiezza di decadimento I' sia proporzionale a
|V;j]?, da cui misurando i rapporti tra le ampiezze possiamo risalire agli
elementi di matrice.

In realta cio non & vero: noi non abbiamo a che fare con quark liberi,
ma con stati legati in adroni, per cui dobbiamo tenere in considerazione i
contributi di QCD alla V;; come per esempio in processi del tipo

s et nt ~d.s

Va considerato che le bande di errore sui diversi elementi sono diverse,
perche diverse sono le correzioni di QCD; inoltre per esperimenti su charm
c’e bassa statistica. Le misure di V4, sono ancora piu imprecise perche
I’'unico esperimento che se ne occupa ¢ il Tevatron. Tuttavia della matrice
CKM conosciamo 'unitarieta, dunque

contro un risultato sperimentale di 0.9980 4 0.0017 e inoltre
> |ViP =1.999+0.025 (10.118)
i=u,c;j=d,s,b

contro il valore teorico di 2. Una matrice unitaria ha in generale NZ pa-

rametri reali: w moduli e w fasi. Nel caso di V' le fasi dei
quark sono arbitrarie e quindi ridefinendo

Ui — ewi Uq dj — ewj dj - ‘/;7 — 69] ¢ ‘/;7

di modo che 2Ng — 1 fasi sono irrilevanti, per cui il numero di parametri
fisici liberi si riduce a (Ng — 1)%, di cui w moduli e w
fasi. Per Ng = 2 si ha un solo parametro, ’angolo di Cabibbo 6+ da cui

- cosfc  sinfco
V= ( —sinfo  cosfc ) (10.119)

mentre per Ng = 3 avremo 3 angoli e una fase. In questo caso esistono
diverse parametrizzazioni della matrice CKM. Quella standard e

C12C13 $12€13 s13e 1%
V = | —si2co3 — C12823513€"%  C1aCo3 — S12823513€'% 523C13
S12823 — C12C23813€"%  —C12823 — S12C23813€"%  Cozcrs
(10.120)

dove ¢;; = cosf;; e s;; = sinf;;. Da notare che con Ng = 2 il modello
standard non sarebbe in grado di spiegare la violazione di simmetria CP
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10.5. QCD

per i processi che coinvolgono i Ko, Ko;

via della presenza del termine di fase
avremo

per Ng = 3 cio ¢ invece possibile per
. In rappresentazione di Wolfenstein

2 .
1—)‘7 A AN3 (p —in)
V= )\ - AN? +0 (M) (10.121)
AN (1 —p—in) —AN? 1
dove
ax Vol _gsis008 VETE A | Y| ~ si
~ g =0 : PP |y | = 0414006 A= sinfo ~ 0.22

Sulla diagonale principale sono rappresentati gli accoppiamenti tra i fer-
mioni della stessa famiglia, che valgono circa 1. I valori sperimentali per la

CKM sono riportati in tabella:

CEM entry Value Source

[Vaual 0.9740 £ 0.0005 Nuclear [ decay [7]
0.9729 £ 0.0012 n— pe i [40]
0.9749 £ 0.0026 xt — 7%etu, [40]
0.9739 £ 0.0005 average

| Vas| 0.2220 £ 0.0025 K — metu, [32.33]
0.2199 £ 0.0026 Hyperon decays [34]
0.2208 £ 0.0034 T decays [35]
0.2219 £ 0.0025 Kt /zxt — ptu,, Lattice [36]
0.2212 £ 0.0025 average

| Ved| 0.224 £ 0.012 vd— cX [7]

| Ves| 0.97+0.11 W+ — 5 [7]

0975+ 0013 | W — had.. V,;. Vq. Vi [20]

[Vab| 0.0414 £ 0.0021 B — D*lp [41]
0.0410 £ 0.0015 b—clp[7]
0.0411 £ 0.0015 average

[Vis| 0.0033 £ 0.0006 B — plo,nlig [7]
0.0047 £ 0.0009 b— wlp [7]
0.0037 £ 0.0005 average

Vil /g [ Veal? 0.97+013 t—=bW/qW [42]
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capitoLo 11

Regole di Feynman

11.1  ¢*—theory

A

1 1
— xop 4 - 242 7Y 4
£=350u070"0 = gm7¢" = 519
i
Scalar propagator: —-p<— = P2 —m2 +ie
¢>4 vertex: = —1A

External scalar: >——— =1

—R— = i(p*bz — b1)
X = —iby
11.2 QED

. . 1
Lopp =i P — M)y + Qemty" b Ay — 7 Fu
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11.3. Non-Abelian gauge theory

o . __iptm)
irac propagator: : = e
Photon pr ator: SN S
oton propagator: P 7 +ic

w
QED vertex: )\ = iQey*

(Q = —1 for an electron)

=u*(p) (initial)
External fermions:
=u*(p) (final)

= v*(p) (initial)
External antifermions:

=v*(p) (final)

= €,(p) (initial)
External photons:
= ¢ (p) (final)

SEEAR

I
—R— = i(pby — b61)
t
= —jen"é,
PR~ = —i(g"g® — ¢'q¥ )8

11.3 Non-Abelian gauge theory

T 1 a v a,; a
L = 1/1(2 @N - m)w - ZF;LVFéL + gAM’L/J’y’ut w

292 (feabAaAb) (fech,ucAud)

nity

g (D AL) AP A
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11.4. Teoria di Yukawa

a, g
Fermion vertex: /j\ = igy"t®

o p abe v
9f* " (k — p)”
3-boson vertex: Py J'k = +g"(p — g
b,v e p +g°(q — k)]
a, f b v —?:{.}2 [fabefcde(gppguo_g,quyp)
4-boson vertex: = + face fbde(guv 977 —g" g"")
D d,o + [l fec (g ghT —ghe gt )
b,
Ghost vertex: = —gfrbepk
AN
a” ‘?) C

.i§a.b
Ghost propagator: g <o = :
propagator: a ; b P+ ic

AR = _z‘(kz'gﬁﬂ _ k“kp)ﬁab53

—Q— =iph

= ’igta’}"u(ﬁl

11.4 Teoria di Yukawa

L = ﬁDirac + ﬁKleinfGordon + /dBIng_”/@
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11.5. Modello 0 — 7

Propagators:
1 i
HNxyply) =  ----- 7 —mﬁ e
L _ (¢ +m)
eyl = P C p?-m? e

[ (.
dlay= D-m-- =1 o= ——=-< =1
1 1
'!,f)lp,S) - ,\_4_ :us(p) (psshf): —4—(\/ :ﬂs(p)
S . P N — y .
fermion fermion
L !
v olks) = S =) (ks| o= o =0k
——" A —— -
antifermion k antifermion Kk

11.5 Modello 0 — 7

L - % (9,40) (9" 0) + % (9,) (8"7) — V (o2 + )
V (02 + 71'2) = %MQ (02 + 71'2) + i)\ (02 + 772)2
; ’ P
o = = T = —
P p? — 2p? p p
)K —  Gi\w J\ = —92i6% )
N
>< = —6i) >< = —2i\6Y
i ¥
ko1 - o o
X = 2\ [61,36}9.‘.' + 6zk63£ + (Sdéjk]
(A
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11.6. Teoria elettrodebole

11.6 Teoria elettrodebole

~i T kMR
p-\_/\/‘\__/\j\v =m{g 12 2(1 E)}
k
7
-_-—*-—— = y
7
[ e
k k* — &m?’
7
W+ m2 ZU 2
_____ =2%TW9W e = 9 g
w5, z°
1 2
* ------ — —’Lm ;' —————— = _33 i mh = —'3?:'%’
& ! 2 v

1] .
v . Z eyt 1, 92
= _jemP =— " (-1 4sin"@
_P\/‘ e }\H cosﬂwSinﬁw( 2 1S W)
€r €r
T — et Z! = _ et (sin2 O)
_ g - cos B, sin @, v
€r Cr

YN =ie(p+ p )" - = delp P —— (3 - sin29w)
o Ap ¢+j-‘p cos &y, sin &,

K T —e[gh (ko =k ) g (g ko) g™ (gt k)]

+ =dgeosfy [g" (ko—k ) + 9" (—g—ko )" + g (g+ky )]
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CAPITOLO 12

Modello standard

12.1 Grande unificazione

Cio che ci chiediamo, alla luce di quanto abbiamo trovato sperimentalmente
e teoricamente per le varie teorie, ¢ se le 3 interazioni fondamentali che
abbiamo studiato possono essere o meno le manifestazioni a diverse energie
di un’unica grande teoria.

Da un lato abbiamo il gruppo Ge,, = SUw (2)@Uy (1) per la teoria elet-
trodebole, dall’altro il gruppo Gs = SUc (3) per la teoria delle interazioni
forti. Cosa accade se tentiamo di unificare queste teorie in un gruppo

SU: (3) @ SUw (2) @ Uy (1) C Gyur (12.1)

essendo Gyt il gruppo della grande unificazione. Georgi e Glashow hanno
proposto il gruppo SU (5) come candidato, con costante di accoppiamento

95 =93 =9=\/39 (12.2)

ma questo presenta dei problemi.

Infatti ad una data scala energetica, le 3 costanti di accoppiamento
relative alle teorie dovrebbero tutte coincidere, ecco cosa abbiamo:

e SUc (3) & non abeliano e la costante & asintoticamente libera: a%

cresce;
e SUyp (2) & non abeliano e la costante O% cresce;
e Uy (1) & abeliano e a% deve decrescere.

Di fatto le 3 costanti non si incontrano mai in un punto:
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[
=
T

[ ]
=
L

—_
(=1
T

10# 108 1012 106 1020
@ (GeV)

Un’altra conseguenza da non sottovalutare e la previsione del decadimento
del protone.

Se le forze si unificano, e possibile avere anche stati ¢ — ¢ in cui la
neutralita della carica di colore non ¢ vincolante. Un processo di questo tipo
non puo avvenire nel nostro mondo alla scala energetica a cui ci troviamo,
in quanto prevederebbe la violazione del numero barionico e leptonico!. Se
x ¢ il bosone dell’interazione, avremmo

1m},
T~ —— my ~ (1£2)10°Agcp  Agep ~ 120 + 150MeV

5
cmp

In Giappone, presso il SuperKamiokande & stato fissato un limite inferiore
sperimentale alla vita media del protone di 7, >~ 1033 anni.

Ultimo problema, da non sottovalutare, ¢ legato all’interazione gravita-
zionale, di gruppo O (1). A grandi energie, quali quelle richieste dalla GUT,
la costante di accoppiamento gravitazionale a .., potrebbe non essere pit
trascurabile.

Definendo la scala di Planck come l'energia per la quale l'interazione
gravitazionale assume valore 1, cioe

1
G -2
MPlanck = <h—fcv) ~ 10"GeV (12.3)

ad energie di 10'GeV V'attrazione gravitazionale & confrontabile con la
forza di gauge dei bosoni vettori della GUT. E come si comporta in tutto
questo la SSB e il bosone di Higgs?

Se il gruppo elettrodebole fosse rotto dal valore di aspettazione del vuoto
di un campo scalare elementare, quel campo scalare dovrebbe fare parte
della GUT. Cid comporta che per avere I’esatta massa di W e Z° il campo

1Un processo di questo tipo sarebbe p — et 79, con evidente violazione di questi
numeri. La violazione del numero barionico, unita alla violazione di parita e di C'P fa
parte delle ipotesi di Sakharov per spiegare I’asimmetria materia-antimateria che regola
I'universo conosciuto. Per approfondimenti: M. De Domenico, Violazione di simmetria
CP e T in sistemi Ko — Kq, Tesi di Laurea triennale, Universita degli studi di Catania,
2005; A.D.Sakharov, JETP Lett. 5 (1967) 24; A.D.Sakharov, JETP Lett. 5 (1967) 27.
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scalare di Higgs dovrebbe avere una massa quadratica negativa dell’ordine
di — (100GeV)?.

Sfortunatamente questo termine riceve rinormalizzazioni additive: in
una teoria con scala di cut-off A, u? puod essere molto inferiore a A? solo
se la vera massa del campo scalare ¢ dell’ordine di —A? e questo valore si
cancella per via delle correzioni radiative di —pu?.

Pertanto, se prevediamo che la nostra teoria della natura contenga le
scale della GUT dobbiamo considerare A > 10'6GeV. Quello che succede &
quanto si ritrova nella teoria sulle transizioni di fase sviluppata da Landau
et al.: le previsioni teoriche vengono smentite in prossimita del punto critico
e il sistema viene descritto da campi scalari continui privi di massa.

In meccanica statistica tutto cio invece ha un senso. In teoria elettro-
debole non esiste una buona modifica che dia alla massa quadratica del
bosone di Higgs un valore di 28 ordini inferiore al suo valore naturale: non
sappiamo spiegare perche la massa dell’Higgs debba essere cosi piccola se
confrontata con la scala della GUT, problema questo che viene indicato
come problema della gerarchia di gauge.

Una possibile strategia sarebbe quella di ricercare una simmetria della
densita lagrangiana che non permetta il termine di massa dell’Higgs, cosa
abbastanza complessa. Cio potrebbe essere risolto se a livello fondamentale
fosse vera l'ipotesi dell’esistenza della supersimmetria, che tratteremo in
seguito.

In una GUT dove il bosone di Higgs ¢ una particella elementare, le masse
di quark e leptoni devono essere ricavate dall’accoppiamento che questi
hanno con I’'Higgs. Solo nel caso in cui questo bosone non ¢ elementare
possiamo dire che la generazione di massa per quark e leptoni richiede la
rottura di simmetria del gruppo Ge, .

Al bosone di Higgs & associato un contributo di self-energy ~ ¢*. 1l
calcolo di quest’ampiezza ci porta a delle correzioni alla sua massa:

d*k 1
dm3; o g2/ @ 2~ g\ (12.4)

termine che diverge come k% con un A\? associato alla massa. Avremo che
dm?; — 0 se e solo se g2 & scelto opportunamente.

Non esiste tuttavia alcun meccanismo naturale che garantisca che dm?% —
0. Occorre un criterio di simmetria nella lagrangiana che ci conduca a
questo risultato.

Per i fermioni abbiamo visto che il termine ma?) non ¢ invariante per
trasformazioni di chiralita

P — ey (12.5)

Infatti perche questo termine sia invariante € necessario, come nel caso della
gauge-invarianza, che sia m = 0. Ma se per ogni loop bosonico ci fosse un
corrispondente loop fermionico, avremo

dm3 ~ g* AL — g\ ~0 (12.6)

bos ferm

che fondamentalmente & 'ipotesi della supersimmetria.

279



12.2. Modello standard

12.2 Modello standard

Il modello standard ¢ quella teoria che unifica la teoria elettrodebole e la
QCD, incluso il meccanismo di Higgs di SSB. Tuttavia abbiamo notato
che man mano che abbiamo costruito ogni sua parte, abbiamo introdotto
degli elementi su cui la teoria stessa non ci dice nulla e che devono essere
rimpiazzati da input sperimentali, i cosiddetti parametri liberi del modello
standard:

2
e QCD: a4 (Myz) = 'Z—; e piccola a grandi energie e grande a piccole
energie, per cui non possiamo fare i calcoli al di fuori della regione

perturbativa;

e Teoria elettrodebole: g, ¢’ 1, X oppure a, Oy, My, My o ancora
«, GFu MZ7 MH7

e Settore di Yukawa: le 3 masse leptoniche e le 6 masse dei quark
piu i 3 angoli di mixing e la fase complessa d13 della matrice CKM;
da notare che se i neutrini avessero massa avremmo altri 7 parametri
liberi, 3 di massa e 4 di mixing.

In totale abbiamo 18 parametri liberi, che potrebbero essere 25 se i neutrini
sterili venissero osservati o se venissero rivelati con massa.

12.2.1 Decadimenti di particelle

Alla luce di quanto detto riguardo la teoria dei quark, ’accoppiamento de-
bole, forte ed e.m., possiamo rivedere i diagrammi di Feynman per processi
che abbiamo gia incontrato e per processi che sono stati studiati grazie a
quanto detto finora, studiabili secondo le regole che abbiamo ricavato.

Decadimenti deboli

Decadimento = — e~ v, 1,:

Processi flavor-changing e decadimenti mesonici:
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Decadimento 7~ — = 7,:

n p
u u
ol [
2\ \ )

W ]
%

Decadimenti forti

Decadimento AT — pr¥:
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)] Lo
‘1 )

Decadimento ATt — prT:

AT p
u u

ol

u g d

Decadimento AT — nxt:

Decadimento O~ — =~ K9:

=
o °

12.2.2 CP violation

Le simmetrie di parita P e di coniugazione di carica C vengono violate in
maniera massimale dai decamenti deboli.
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Agli inizi degli anni ’60, i fisici teorici supponevano che la simmetria
piu generale a cui fossero soggetti tutti i processi di decadimento, o piu in
generale di interazione tra particelle, fosse quella combinata di coniugazione
di carica C' e inversione spaziale o parita P.

Tuttavia, i lavori pioneristici di V.L.Fitch e J.W.Cronin, accompagna-
ti da J.H.Christenson e R.Turlay presso 'AGS dei laboratori nazionali di
Brookhaven, mostrarono che in natura esiste almeno un processo che violi
questa simmetria combinata detta CP.

Il sistema in questione era costituito dal decadimento in 2 pioni dei kaoni
e degli antikaoni neutri: K9 K° — 7t7~. Nello stesso periodo Gell-
Mann e Pais riuscirono a dare un’interpretazione teorica della violazione
alla luce del modello a quark non ancora ben delineato, supponendo di
poter distinguere due specie di mesoni K°: una a vita media breve (KY),
I'altra a vita media diverse centinaia di volte superiore a questa (KJ). Tali
specie si suppose potessero essere descritte come una qualche combinazione
lineare degli stati |[K° >, |K° >.

Cio che i fisici di Brookhaven trovarono dai loro esperimenti, tenendo
conto del fattore di rigenerazione dei kaoni neutri, fu un sorprendente accor-
do con le previsioni teoriche della percentuale di decadimenti che violassero
CP, dell’ordine di 1073,

Lo sviluppo di una teoria coerente che spiegasse il perche CP dovesse
essere violata, ¢ rimandato agli ultimi anni con le modifiche opportune
apportate all’attuale modello standard. A questo punto, la ricerca di una
simmetria che venisse sempre rispettata, porto i fisici a supporre che fosse
CPT, essendo 7 l'inversione temporale, ad essere la principale candidata.

A partire da un’analisi degli operatori C, P e 7, si mostra come la
simmetria CP7 rappresenti una 4-inversione nello spazio di Minkowsky,
che prevede l'inversione dei 4 assi coordinati e lo scambio delle particelle
del sistema con le rispettive antiparticelle, nonche lo scambio degli stati
iniziali con quelli finali dell’interazione.

La violazione CP, implica teoricamente una violazione 7 affinche il
teorema CP7T resti valido.

Le argomentazioni di Cronin sulla conservazione CP7 nell’esperimento
da lui condotto con il gruppo di Brookhaven e i risultati sperimentali hanno
provato che anche la simmetria 7, oltre la CP, era stata violata come
previsto teoricamente.

Questa violazione ha significati profondi: i mesoni K%, K° hanno un
senso 'proprio’ del tempo (come conseguenza della violazione 7°) e 1’esperi-
mento condotto su un fascio di essi ci rende in grado di capire se il mondo
in cui lo svolgiamo ¢ composto di materia o di antimateria.

Alla base di tale asimmetria e a partire dalle pubblicazioni di A.Sakharov
sul finire degli anni ’60, e possibile spiegare il perche viviamo in un mondo
di materia e non in uno di antimateria, a partire dalle ipotesi che: in na-
tura esistono le violazioni C e CP (verificate sperimentalmente); il numero
barionico possa essere violato; 'universo da un determinato istante in poi
non sia stato piu in equilibrio termodinamico.
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12.2. Modello standard

Triangolo di unitarieta

Matematicamente possiamo descrivere la violazione di CP all’interno del
modello standard soltanto se ammettiamo 'esistenza di fasi complesse e di
effetti di interferenza. Consideriamo i mesoni BY (ub) e B° e supponiamo
di studiarne i decadimenti in quanto sono i processi a massa minore dove
le 3 famiglie di quark giocano un ruolo chiave, come mostrato in figura:

q uct b q W b
- ? - - e e FAVANST A NANS e
3
W% W ucty \u,ct
- —— § = —':—M"‘M"‘—-‘—
b u,ct q b W q

Il meccanismo con cui intendiamo dimostrare che il modello standard pre-
vede la violazione di CP & basata sull’'unitarieta della matrice CKM.

In precedenza abbiamo trattato 2 test di unitarieta per tale matrice,
ma abbiamo detto che la violazione di CP ha a che fare con la fase, per cui
andiamo a guardare altri test di unitarieta piu interessanti:

VitVus + ViVes + VigVis = 0 (12.7)
ViV + ViV + ViV = 0 (12.8)
VarVud + ViVea + ViVia = 0 (12.9)

che possono essere rappresentate come un triangolo sul piano complesso,
come

(P
Ry R
i (B
(0,0) (1,0)
di area %, essendo
j = 0126236§3812523513 Sin513 ~ AQ)\6T] < 1074 (1210)
quel parametro tale che
3
Im [V Vi ViVl =T ) €itmejin (12.11)
m,n=1
. e a1 Vi Vi VAV
che deriva dall’'unitarietd di V e R, = #Vc; e Ry = % Da que-

c
sto si deduce inoltre che le violazioni di CP devono anche essere piccole.
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Introdotto il parametro di asimmetria A tale che

I (B — J/UK,) T (B" — J/UK,)
A= ['(B" — J/UK,)+T (B° — J/UK,) (12.12)

ci aspettiamo A = 0 per processi simmetrici, in cui CP ¢ conservata in
questo caso, altrimenti un valore diverso da zero. Quello che si trova e
un risultato modulato, tipico dell’interferenza tra 2 ampiezze per via delle
possibili configurazioni

B — f
B — BY—

essendo f lo stato finale dei prodotti del decadimento. In rappresentazione
di Wolfenstein la violazione di CP e legata al parametro 7, che deve dunque
essere diverso da zero. Tornando al triangolo di unitarieta abbiamo

nzn(l—%) p=p(1—%> (12.13)

dove imporre 1 # 0 significa imporre che il triangolo non sia degenere. Del
triangolo si possono anche misurare gli angoli e finora sono stati ottenuti i
valori

a~98° Ba24° o~ 58° (12.14)

per cui la violazione di C'P prevista risulta verificata.

12.3 Neutrini di Majorana

Un decadimento [ tradizionale prevede I’emissione di un p, un e~ e un
V. Esiste tuttavia un processo, non osservato sperimentalmente, chiamato
decadimento 3 v—Iless, ovvero senza emissione di neutrini.

Perche questo possa accadere € necessario che v, e U, non siano particelle
distinte e che il numero leptonico di famiglia non si conservi. Tutto cio a
sua volta implica che v, abbia una massa, che significa che non possiamo
piu utilizzare le equazioni di Weyl per descriverli e I'elicita non si conserva
nel processo.

Per permettere un processo di questo tipo, definiamo tali v, come neu-
trino di Majorana e il termine di massa deve accoppiare neutrini left-handed
con antineutrini right-handed. Consideriamo dunque un termine di massa
del tipo di Dirac

Lp =mpirp =mp (Yrvr + YrYL) (12.15)
L’autostato della massa e ¢ = 91, + 1 e indicando con
U° =Cyt =ity W =tc

Y5 = () = 5 (144%) ¥ = (@)
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12.3. Neutrini di Majorana

Un termine di massa di Majorana accoppia componenti left con componenti
right di campi coniugati per carica:

Lya = ma(Xx) =ma (oL +ivr) (12.16)
Lyp = mp(@w) =my (VrYr + EYR) (12.17)

L’autostato di massa e

X=%L+vY] w=vr+Yg

con x = x¢ e w = w* per via della auto-coniugazione, il che implica l'iden-
ticita della particella con la sua antiparticella. Considerando un termine di
massa con particelle di Dirac e Majorana avremo unad ensita lagrangiana

Loy = mprr +maivrn + +mpGir + hee.

1
= ED (Xw + @wx) + Axx + Bow

= (;z,@)< ;4 %f > < z> (12.18)

dove diagonalizzando la matrice si ottengono gli autovalori per la massa

My, = % [(A +B)+4/(A-B)*+ DQ] (12.19)

da cui gli autostati di Majorana

m = cosby —sinf,
n2 = sinf, + cosf,
con tan (260) = %. Da tutto cio si ricavano
D = (Ml — MQ) sin (29)
A = Mcos?0+ M,sin®6
B = M;sin?0+ Mscos?6

La densita lagrangiana £ responsabile del termine di massa, & piu generale
di quella di Dirac e si riduce a questa per A = B = 0e ¢ = 7. Di
conseguenza uno spinore di Dirac consiste di 2 particelle di Majorana con
masse differenti My e Ms.

Nessun fermione elementare, salvo i neutrini, possono avere masse di
Majorana A = B = 0, altrimenti verrebbe violata la conservazione di
qualunque quantita associata al campo v, carica elettrica inclusa.

Nel caso del neutrino, £ viola la conservazione del numero leptonico con
0L = 2; se i neutrini di Majorana esistessero, potremmo osservare processi
del tipo K= — wtete™.

Se il numero leptonico non si conserva, la corrispondente simmetria
verrebbe rotta, e in maniera analoga al meccanismo di Higgs cio condur-
rebbe all’esistenza di un bosone di Goldstone detto majorone, la cui ricerca
sperimentale finora non e giunta ad alcun risultato.
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12.4 Supersimmetria

I generatori di supersimmetria sono operatori che commutano con ’hamil-
toniano e che convertono stati bosonici in stati fermionici. Sia Q,, con
a = 1,2 la componente spinoriale left-handed di un tale operatore; allora
Q! sard la componente right-handed.

L’anticommutatore ¢ una matrice 2x2 con elementi positivi sulla dia-
gonale: essa commuta con H ma si trasforma in maniera complessa per
trasformazioni di Lorentz

{Qa, QL) = 20, P" (12.20)

dove P ¢ un 4-vettore che si conserva. Esiste un teorema, di Coleman e
Mandula, che asserisce che se una teoria quantistica di campo a piu di 2
dimensioni ha un altro vettore che si conserva, in aggiunta a quello energia-
momento, allora la matrice di scattering é l’identita e non sono permessi
scattering. Di conseguenza PH deve essere il vettore energia-momento.
Questo teorema esclude anche che i generatori di supersimmetria pos-
sano avere spin maggiori o uguali a %
Se questa simmetria € un elemento fondamentale della teoria, dobbiamo
ritrovarla in ogni teoria di campo. La rappresentazione della sua algebra
mette sullo stesso livello ogni stato bosonico e fermionico con la stessa
energia e viceversa. Anche il campo gravitazionale deve avere il suo partner
fermionico in un modello realistico, cio implica che le equazioni di Einstein

devono essere generalizzate per tenere conto di un campo fermionico a spin
3

Una delle prime implicazioni della supersimmetria ¢ 'esistenza di un
fermione di gauge, il gaugino, supersimmetrico del corrispondente bosone
di gauge e mediatore dell’interazione tra i partner supersimmetrici delle
particelle coinvolte nell'interazione stessa.

La supersimmetria ¢ un grosso aiuto nei calcoli: infatti, richiedendo
I’esistenza di un partner con la stessa massa, queste hanno la stessa ri-
normalizzazione di massa; essa implica che la divergenza quadratica dei
termini di massa scalari svanisce automaticamente. Le elisioni si hanno ad
ogni ordine perturbativo: ogni loop bosonico ha un loop fermionico che lo
semplifica.

Nella teoria supersimmetrica lo stato di vuoto ha momento nullo: P!|0 >=
0. Se lo stato di vuoto & supersimmetrico allora < 0|H|0 >= 0, che
risolverebbe il problema della costante cosmologica.

Abbiamo gia notato che i campi bosonici danno contributi energetici
positivi all’energia di vuoto attraverso la loro energia di punto zero, mentre
i fermioni danno contributi negativi: nel modello supersimmetrico questi
contributi si cancellano esattamente ad ogni ordine perturbativo.

A titolo di esempio consideriamo 1’oscillatore armonico supersimmetrico
di hamiltoniano

2
(12.21)

. 1 1 1 1
H = §w3{a,(ﬂ} + S WF [b, bT] — F = wp (nB + 5) +wp (nF — —)

da cui, se nell’ipotesi supersimmetrica abbiamo wp = wp, otterremo F =
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w (ng + np), con un valore di energia di punto zero pari a zero, in contrasto
con quanto abbiamo ricavato per 1'oscillatore quantistico.

La supersimmetria modifica anche I’andamento delle costanti di accop-
piamento:

104 108 1012 1016 1020
497 Q (GeV) 830345

dove questa volta si ¢ trovata la scala energetica, 10'6GeV, prima del quale
la simmetria & rotta e dopo il quale vi ¢ la grande unificazione.

Il problema del modello supersimmetrico € che non riusciamo a trovare
sperimentalmente le s-particelle. Pero ha un vantaggio: otteniamo

smi ~ g (mp — m%) (12.22)
che ¢ al piu dell’ordine del T'eV e quindi verificabile con gli acceleratori di
nuova generazione.

12.5 MSSM

Acronimo di Minimal Supersymmetric Standard Model, ¢ 1’estensione mi-
nima del modello standard che comprende la teoria supersimmetrica.

MSSM fu proposto nel 1981 per fissare la scala debole, risolvendo il
problema della gerarchia di gauge. La massa di Higgs del modello standard
¢ instabile per correzioni quantistiche e la teoria predice che la scala debole
dovrebbe essere piu debole di quanto si sia osservato. In MSSM, il bosone
di Higgs ha un partner supersimmetrico fermionico, chiamato Higgsino, che
avrebbe la stessa massa se la supersimmetria fosse una simmetria esatta.
Poiche le masse dei fermioni sono radiativamente stabili, la massa dell’Higgs
erediterebbe questa stabilita.

Il solo modo efficiente per confermare la supersimmetria & quello di
produrre s-particelle in laboratorio. Poicheé queste dovrebbero avere masse
tra 100 e 1000 volte piu pesanti del protone, la teoria richiede enormi energie
per crearle.

Il Tevatron attualmente ¢ l'acceleratore di particelle a piu alta energia
e sta attivamente cercando evidenze della produzione di s-particelle.

Molti fisici credono che la supersimmetria sara scoperta a LHC se questa
dovesse essere davvero responsabile di stabilizzare la scala debole. Ci sono 5
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classi di particelle per i superpartners del modello standard: squarks, glui-
nos, charginos, neutralinos, sleptons. Queste s-particelle hanno le loro inte-
razioni e decadimenti descritti da MSSM, ciascuna con delle caratteristiche
specifiche.

An ecample of a faver changing
revtral current process in MSSHL A strange quark smits a bine, furning inks a
sdovrn-type quark, which then emit= a T boson and reabscrbe the bins, furning
inbo a down quark. If the MISSHI sqiiark masses are fxvor viclbing, such a
process cah oociir.

MSSM impone la R—parita? per spiegare la stabilita del protone. Que-
sta teoria aggiunge la rottura di supersimmetria introducendo esplicitamen-
te degli operatori di rottura nella densita lagrangiana, la cui dinamica non
& pero specificata.

Questo significa che ci sono 120 nuovi parametri nella teoria, molti dei
quali conducono a fenomeni non fisicamente accettabili come grandi fla-
vor changing di correnti neutre o grandi momenti di dipolo elettrico per il
neutrone e l’elettrone.

Motivazioni teoriche

Vi sono 3 ragioni teoriche, principalmente, per pensare che MSSM sia
candidata a divenire la teoria da scoprire in LHC o al Tevatron:

e Spontaneita;
e Unificazione di gauge coupling;
e Materia oscura.

Inizialmente MSSM fu proposta per stabilizzare la massa dell’Higgs nelle
correzioni radiative che sono quadraticamente divergenti nel modello stan-
dard (problema della gerarchia di gauge). Nei modelli supersimmetrici gli
scalari sono messi in relazione con i fermioni e hanno le medesime masse.
Poiche queste sono logaritmicamente divergenti, le masse degli scalari ere-
ditano la stessa stabilita radiativa. Il valore di aspettazione del vuoto di
Higgs e legato alla massa scalare negativa nella densita lagrangiana.

Per fare in modo che le correzioni radiative alla massa dell’Higgs non
siano drasticamente piu grandi del valore attuale, la massa dei superpart-
ners del modello standard non dovrebbe essere molto pili pesante del valore
di aspettazione del vuoto di Higgs, circa 100GeV. Questa scala di masse

2E’ definita come R = (—1)3B+L+257 essendo B, L, S rispettivamente il numero
barionico, leptonico e lo spin: per particelle si ha R = 1, per super-particelle R = —1

289



12.5. MSSM
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Figura 12.1: Cancellazione, in termini di diagrammi di Feynman, del termine qua-
dratico della rinormalizzazione di massa del bosone di Higgs fra un
loop fermionico del quark top e lo scalare squark stop in un’estensione
supersimmetrica del modello standard.

e sotto analisi attualmente al Tevatron e sara ulteriormente setacciata a
LHC.

Se i superparteners del modello standard sono nei pressi del TeV, gli
accoppiamenti di gauge misurati dei 3 gruppi di gauge si unificano ad alte
energie e le funzioni beta per il gauge coupling di MSSM sono date da

Gauge group | a~ 1 (Mzo) | b755M
SU(3) 85 =3
SU (2) 29.6 +1

U) 59.2 +62

dove al_l ¢ misurata nella normalizzazione di SU (5), differente per un
fattore % da quella che proviene dalla normalizzazione del modello standard
e predetta da Georgi e Glashow. La condizione per 'unificazione di gauge

- —1
—® __ bos—boo
—a; ! bo2—bo1

coupling a 1-loop & zil , che & soddisfatta entro i limiti degli
errori sperimentali. ’

Ci sono anche correzioni 2-loop e correzioni di soglia per entrambe le
scale del TeV e della GUT che alterano questa condizione di unificazione di
gauge coupling, e i risultati di calcoli pit1 complessi rivelano che essa viene
osservata con una precisione dell’1%, sebbene questa sia a circa 3 deviazioni
standard dalla previsione teorica.

Questa previsione €& generalmente considerata come evidenza indiretta
per MSSM e SUSY GUTs. Da notare che l'unificazione di gauge cou-
pling non implica necessariamente la GUT ed esistono altri meccanismi per
riprodurre lo stesso risultato.

In definitiva se i superpartners venissero scoperti nel prossimo futuro, il
successo apparente della teoria suggerirebbe che una GUT supersimmetrica
sarebbe un’ottima candidata per la fisica ad alte scale.

Infine, se la R—parita fosse davvero preservata, la particella supersim-
metrica piu leggera (LSP) di MSSM sarebbe stabile e sarebbe una WIMP
(Weakly Interacting Massive Particle), che non interagisce elettrodebol-
mente. Questo fa di LSP un’ottima candidata per la materia oscura e
sarebbe classificata come una particella CDM (Cold Dark Matter).
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MSSM a Tevatron e LHC

Ci sono 4 neutralini che sono fermioni e sono elettricamente neutri e stabi-
li. Essi vengono indicati generalmente con N?, ..., N?. Questi 4 stati sono
mixing di Bino, Wino neutro e Higgsini neutri. Poiche queste particelle in-
teragiscono solo con i bosoni vettori deboli, non sono prodotti direttamente
presso gli hadron colliders in grande numero. Principalmente appaiono co-
me particelle in decadimenti a cascata di particelle pesanti, generalmente
create da s-particelle colorate come squark o gluini.

Nei modelli che prevedono la conservazione di R—parita, il neutralino
piu leggero e stabile e tutte le cascate di decadimenti supersimmetrici si
concludono decadendo in questa particella non rivelata dal rivelatore e la cui
esistenza puo essere dedotta soltanto osservando i momenti non bilanciati
nel rivelatore.

I neutralini pit pesanti decadono generalmente attraverso Z° in un neu-
tralino pit1 leggero o tramite W+ in un chargino. Un decadimento tipico

N

(§]

V) —  CEWT — NYWEWT — Missing energy + £+0~
~20 — N{JZO — Missing energy + ¢4~

Ci sono 2 chargini che sono fermioni elettricamente carichi. Il chargino
pitl pesante puo decadere tramite Z° in un chargino pilt leggero; entrambi
possono decadere tramite W= in neutralini.

Gli squarks invece sono superpartners scalari dei quark e ve n’e uno per
ogni quark del modello standard. In accordo con i limiti fenomenologici
imposti dal flavor changing in correnti neutre, generalmente le 2 generazioni
piu leggere di squarks devono essere circa le stesse in massa e quindi non
vi sono dati nomi differenti.

I superpartners del top e del bottom possono essere divisi da squarks
piu leggeri e sono chiamati stops e sbottoms. Gli squarks possono essere
prodotti da interazioni forti e quindi facilmente ricreati negli hadron colli-
ders. Questi decadono in quarks e neutralini o chargini che poi decadono
a loro volta. Gli squarks sono generalmente prodotti in coppia e quindi un
tipico segnale &

GG — qNPGN? — 2 jets + Missing energy
GG — qNYGN? — qNYLGNY — 2 jets + 2 leptons + Missing energy
I gluini sono i partners fermionici di Majorana dei gluoni: questo signi-
fica che sono antiparticelle di se stesse. Essi interagiscono con forza forte
e quindi possono essere prodotti in gran numero a LHC; possono decadere
solo in un quark e in uno squark, quindi come
99 — (a0)(a@) — (agN7)(gaN}) — 4 jets + Missing encrgy

Essendo particelle di Majorana, possono decadere sia in coppie quark-
antisquark sia in coppie squark-antiquark con la stessa probabilita, e quindi
avremo anche

39— (q0)(ad) — (aqCy)(qaCy) — (qaW*)(agW ™) —
4 jets+0T ¢t Missing energy
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che ha un fondo molto piccolo nel modello standard.

Infine abbiamo gli sleptoni, superpartners dei leptoni del modello stan-
dard. Essinon interagiscono per via forte e quindi non sono prodotti spesso
negli hadron colliders a meno che non siano molto leggeri. Generalmente li
troviamo in decadimenti di chargini e neutralini se sono leggeri abbastanza
per essere prodotti di decadimento:

ct — [ty

NO — gte

Campi e Supercampi

I fermioni hanno superpartners bosonici e viceversa. Per la maggior parte
delle particelle del modello standard questo legame ¢ molto accentuato,
invece per il bosone di Higgs ¢ un po piu complesso.

Un singolo higgsino condurrebbe ad un’anomalia di gauge e rendereb-
be la teoria inconsistente, ¢ per questo che viene aggiunta una coppia di
higgsini.

La teoria piu semplice include questa coppia e quindi una coppia di
doppietti scalari di Higgs, chiamati up-type e down-type Higgs, che sono
richiesti anche per ottenere accoppiamenti di Yukawa rinormalizzabili fra
I'Higgs e tutti i fermioni del modello standard.

SM Particle type Particle Symbol Spin R-Parity Superpartner Symbol Spin R-parity

Fermions Quark ¢ ! Squark g 0 -1
Lepton  ( 5+ Slepton ¢ S
Bosons w w 1+ Wino w3 -l
B B 1+ Bino B T -1
Gmon g 1 +1  Ghino g 3
Higgs bosons Higes Al 0 +1 Higgsinos ﬁu;ﬁ'd % -1

La formulazione supersimmetrica dei supercampi € molto conveniente
per scrivere teorie manifestamente supersimmetriche (dove non & necessario
verificare che ogni termine della lagrangiana sia supersimmetrico).

MSSM contiene supercampi vettoriali associati ai gruppi di gauge del
modello standard che contengono i bosoni vettori e i relativi gaugini. Inoltre
contiene supercampi chirali per i fermioni del modello standard e per i
bosoni di Higgs e per i loro rispettivi superpartners.
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field multiplicity representation Z,-parify

Q 3 (3,2): -
ve 3 (3.1 -
D° 3 3D -
L 3 (1,2)_% -
Ee 3 (1.1, -
H, 1 (1,2)% +
Hy 1 1,2+

Lagrangiana
La densita lagrangiana di MSSM contiene diversi termini:

e Il potenziale di Kahler per la materia e i campi di Higgs, che produce
i termini cinetici per i campi;

e [l superpotenziale del campo di gauge che produce i termini cinetici
per i bosoni di gauge e i gaugini;

e [l superpotenziale per la materia e i campi di Higgs, che produce gli
accoppiamenti di Yukawa per i fermioni del modello standard e anche
il termine di massa per gli higgsini. Dopo aver imposto la R—parita,
gli operatori rinormalizzabili e gauge-invarianti nel superpotenziale
Sono

W =pH,Hq+y,H, QU + yaHaQD + y Hy LE®

L’ultimo termine ¢ la lagrangiana responsabile di una piccola rottura di
supersimmetria (SUSY breaking): la maggior parte dei parametri di MSSM
sono proprio qui. Questo & composto da 3 parti:

e Termine delle masse dei gaugini:

LD m%S\S\—I—h.c.

essendo A i gaugini e m 1 e diverso per wino, bino e gluino;
e Termine delle masse per i campi scalari:
Lo meo'é

essendo ¢ scalari di MSSM e mg matrici hermitiane 3x3 per squarks
e sleptoni per dati numeri quantici di gauge;

e Termine di A e B:
L D Buhyha 4+ Ahyque + Ahggde + Ahgle® + h.c.

essendo i termini in A matrici 3x3 come quelle delle masse scalari.
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Teoria quantistica dei
campi con metodo
funzionale
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cAapiToLo 13

Path integral

13.1 Metodo funzionale

13.1.1 Meccanica quantistica

Consideriamo una particella quantistica non relativistica che si muove lungo
una dimensione. L’hamiltoniano per questo sistema ¢ semplicemente

P2

H=—+V(x

5 T V()
Supponiamo inoltre di poter calcolare 'ampiezza di probabilita che que-
sta particella ha di giungere da un punto x, ad uno xp in un tempo 7T
detta U(z,, 2p, T') tale ampiezza, la possiamo rappresentare nel formalismo
canonico come

U, 2, T) =< zole” FHT |z, >

ovvero 'operatore di evoluzione temporale nella rappresentazione di Schr.
Nel formalismo di path integral quest’ampiezza ha una definizione differente
ma tuttavia equivalente a quella data.

In meccanica quantistica classica ricordiamo il principio di sovrappo-
sizione: quando un processo puo avere luogo in piu di un modo, la sua
ampiezza totale ¢ la somma coerente delle ampiezze per ciascun modo (esat-
tamente come nella spiegazione dell’esperimento di diffrazione di Young).
Di conseguenza, per riformulare 'ampiezza precedente, dobbiamo tenere
conto di tutti i possibili modi (cammini) che la particella puo utilizzare per
spostarsi:

Ulxq,2p,T) = Z e = /Dx(t)ei“’ (13.1)

tutti i cammini

essendo ¢ un fattore di fase, che ci permette di non privilegiare alcun cam-
mino rispetto ad un altro. Quella data va assunta come una definizione
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simbolica. Possiamo tuttavia definire l'integrale utilizzando la tradizionale
analisi funzionale.

L’integrando di fatto & un funzionale poiche associa un’ampiezza com-
plessa con una funzione z(t). Generalmente il funzionale si indica con
la notazione F'[z(t)] e come una funzione y(z) pud essere integrata su un
insieme di punti (z appunto), esso puo essere integrato su un set di funzioni.

Il funzionale puo anche essere differenziato e derivato, indicando tale
operazione con 5?&;;” . Resta da chiarire il ruolo di ¢.

Nel limite classico troveremmo un solo cammino a dare contributo nella
somma (la traiettoria classica): pertanto utilizzando un principio variazio-
nale puntiamo a trovare tale cammino x;(¢) al limite di una condizione di
stazionarieta del tipo

Soy @) =0

Zel
Il cammino classico & I'unico a soddisfare il principio di minima azione

0
foy (S]] =0

Lel

portandoci dunque a supporre la relazione ¢ < S, di fatto ¢ cio che faremo,
e poiche la fase ¢ adimensionale, adimensionalizziamo 1’azione dividendo
per h, ottenendo infine

i S
2

< zale W T 2y >= Uz, 20, T) = /D:c(t)ei , (13.2)

Tuttavia non ¢ ancora definito operativamente il simbolo Dz(t) nel caso con-
tinuo (infiniti cammini). Per fare cio supponiamo di sezionare 'intervallo
temporale [0, 7] in dei sottointervalli di ampiezza €; cosi facendo possiamo
supporre che la linea che leghi due punti successivi sia retta:

In—1 Iy
t=T ! »
B —
t=c¢
Tq Kol T2

Avendo discretizzato il cammino, possiamo scrivere l'azione discreta da
quella continua:

S = /OT dt (%m:‘vQ - V(w)) — > BmM — (bﬁﬂ

k
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Possiamo dunque definire il path integral come

o 1 dﬁCl dl‘g dl‘N 1 - dl‘k
Da(t) == o ) 0 ) e = H/ (13.3)

essendo C'(e) una costante da determinare. Per riallacciarci a cio da cui
siamo partiti ci porremo nel limite ¢ — 0. Usiamo questa definizione
al secondo membro della (13.2) e mostriamo che entrambi i membri della
(13.2) sono ottenuti dall’integrazione delle stesse equazioni differenziali (con
ovviamente le stesse condizioni al contorno). In accordo con quanto detto
finora possiamo scrivere

S 1, @)

e"l? ‘ EV(M);I ﬂU(a:a,x/,T—e) (13.4)

Vw1 = [ 22

Al limite ¢ — 0 avremo ' — 3 tramite rapide oscillazioni che ci
permettono di espandere I'esponente nell’integrale in termini di (z' — ay):

. 1 2 / i1 WA
expl [Qmi(xb ew) —€eV (wb;x )} = exp [%Emi(xb ew) ]

h

- [1 ~ %d/(xb) + ] [1 + (2" — xb)% + (2" — xb)272 + ]

Tornando agli integrali, notiamo che adesso sono gaussiani, ovvero della
forma

che ci portano a

1 2mhe i 1 0?
wan,T) = [ ——y /) 1L — ihe— 2
U(zg,zp,T) (C(e) —im) [ heV(a?b)—l- 5t ef)xﬁ + O(e )}
U(xg,2', T —¢€)

che nel limite ¢ — 0 non ha senso, salvo che il termine tra parentesi quadre
valga 1, cioe se
27he

—m

C(e) =

(13.5)

che fissa la costante. Fatto cio ¢ evidente che

. Uxa, 2, T) = U(xa,zp, T —€)| i zh 0?
Jny ¢ = mnV@)+ g5 912 Ul@a, 20, T)
L OU (g, 2, T) n? 92
ZFLT = 2m 8:171) + V(l’b) U(l’a, (Eb,T)
L OU (g, 2, T)
ZFLT = HU((EQ,.’L'[),T)

che ¢ I'equazione di Schr.; si dimostra facilmente che I’evoluzione temporale
U come 'abbiamo definita in precedenza soddisfa questa equazione. Per
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avere la consistenza delle soluzioni richiediamo anche le stesse condizioni
iniziali. Di fatto

k3

Tlim0 < xgle” ﬁHT|xb >=§(xq — Tp)

s

2
gmn=z Lo

€

-

A 2 ~ o)

come dalla definizione di § di Dirac. Abbiamo dunque ottenuto il nostro
scopo: la definizione hamiltoniana canonica dell’operatore di evoluzione
temporale e quella del path integral, sono equivalenti.

Abbiamo fin qui svolto i calcoli per un sistema relativamente semplice
e monodimensionale. Vogliamo generalizzare il formalismo ad un siste-
ma descritto in coordinate lagrangiane generalizzate, secondo il formalismo
hamiltoniano. Questa volta avremo

U(qas @5, T) =< qale” " |qy >

avendo nuovamente assunto 7 = 1 per comodita. Per determinare l'inte-
grale funzionale dobbiamo prima decomporre in intervalli tali che Ne = T
e quindi

e~ THT _ —iHe,~iHe  —iHe
Sfruttiamo la nota proprieta di un set completo di stati

7= H/dqﬂqk >< gl (13.6)

e inseriamo tra ogni fattore questa identita, ottenendo un prodotto di fattori
del tipo

< qk+1|67m€|qk >=< qp1|(1 — iHe + ...)|qx >

dove abbiamo espresso in tale forma anche il primo e l'ultimo termine,
avendo assunto ¢y = q4 € gn = ¢»- Supponiamo che H dipenda solo da g per
il momento. L’elemento di matrice associato, utilizzando lo stratagemma
precedente, sarebbe del tipo

< gl f@las >= Fla) TL 006k — abon)

Riscriviamolo nella forma

< gealf@lae >= 7 (27 00) (H / %> o Sk sk =h)

Consideriamo adesso H una funzione pura dei soli momenti e scriviamo

< Qk+1|f(P)|Qk >= f(pk) <H/ %) ezzipk(qk+1_‘bc)
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in modo tale che se ¢ funzione di entrambi i set di variabili avremo

d + . i i i
< @1 Mg, p)lgx >= (H/ p’f) (qki;k“’po ¢t 2 Pi(dha = i)

Purtroppo questa forma non & ben costruita, poiche in generale i pro-
dotti del tipo gp sono importanti nell’ordine in cui sono formati (p, ¢ non
commutano) a sinistra dell’uguaglianza essendo qui H un operatore, mentre
non sono importanti a destra, dove H € una funzione.

Possiamo tuttavia fare in modo che questo non costituisca un problema,
ordinando H secondo la procedura di Weyl.

Definizione 31 (Weyl Ordering) Dato il prodotto din operatori Or,...,0,,
si definisce Weyl ordering la somma su tutte le possibili permutazioni P (i1, ..., 15
degli indici:

(H 0) ~NY [0 (13.7)
i=1 w P k=1

essendo N un termine di normalizzazione pari al numero di permutazioni
effettuate.

Ecco alcuni esempi di Weyl ordering;:

1

(pQ)W = (ﬁq + Cjﬁ)

DO |

. 1, ann Aa
(56*)y = g(pq2+qpq+q2p)

Si puo dimostrare che in generale

N
(@+@W—Z(Q>M”M@NW%,
k=0
da cui
k l
0 = g (0) (35) (@pt o0 (13.5)

Assumendo che il nostro hamiltoniano Hyy sia Weyl ordered, possiamo
asserire in virtu di quanto detto in precedenza che

+ . 7 7 7
< qk+1|e zeHW|qk —— <H/dpk> *157-( W,pk)ezzipk(qkﬂ—qk)

Per ottenere U(qq, qv, T') dobbiamo moltiplicare N di questi fattori, uno per
ogni k, e integrare su gy:

. dnt
Utwav.7) = |1 [ aai [ 5
ik
- exp [ZZ (Zpk (Ghor1 — a) — €M (%,pk)ﬂ
k 4
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che ¢ la discretizzazione della forma continua

U(qaq, T) = (H/’Dq (t) Dp (t)) exp lz/o dt <Zp’ - (qi,pi)>J13.9)

Questa misura funzionale e proprio il prodotto dei comuni integrali sullo

spazio delle fasi
H / dq*dp’
; 27h

ad ogni istante. La (13.9) & la legge pili generale per calcolare le ampiezze
di transizione con il metodo del path integral.

13.2 Quantizzazione del campo scalare reale
spin-0

Estendiamo 'approccio del paragrafo precedente alla teoria dei campi. Poi-
che la (13.9) & valida per ogni sistema quantistico, essa sara valida anche
nel caso della QFT.

Per il campo scalare reale spin-0 le coordinate ¢* sono le ¢ (z) e I’ha-
miltoniano & quello (5.17). Pertanto avremo

< op (@) e Ty (2) > = / DyDII
T
- exp ll/o d*z (H%b - %HQ - % (V<P)2 - V(‘P))

dove le funzioni ¢, (x) e ¢y (x) corrispondono agli estremi dell’evoluzio-
ne temporale nell’intervallo [0,T]. L’esponente ¢ quadratico in II per cui
possiamo completare il quadrato e calcolare I'integrale in DII ottenendo

. T
< op (z) le”H T p, (2) > = /Dcp exp [z/ d*zL (13.10)
0

essendo £ la (5.15).

13.2.1 Regole di Feynman

Vogliamo adesso calcolare alcune funzioni di correlazione direttamente dal
secondo membro dell’eguaglianza precedente: ovvero ricavare le regole di
Feynman per il campo in analisi.

Cominceremo con il calcolare la funzione di correlazione tra 2 punti
nella teoria libera di Klein-Gordon per poi passare alla generalizzazione al
caso di pill correlazioni. Infine considereremo la ¢*—theory, dove opere-
remo un’espansione perturbativa per ottenere le stesse regole di Feynman
ottenute nei capitoli precedenti.

Consideriamo dapprima il campo scalare reale libero

So = /d4:c£0 = /d4x B (B.0)° — %m2<p2 (13.11)
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Essendo Ly quadratica nel campo, quest’integrale funzionale assumera
la forma del prodotto di infiniti integrali gaussiani generalizzati: & questo
il motivo per cui siamo capaci di svolgere i calcoli.

Dobbiamo prima di tutto definire I'integrale Dy sulle configurazioni
del campo e per farlo, procederemo come nel caso del paragrafo preceden-
te, considerando l'integrale continuo come il limite di un numero enorme,
seppur finito, di integrali. Rimpiazziamo dunque ¢ () con ¢ (z;), che da
il valore del campo nel punto x; di un lattice 4-dimensionale i cui punti
adiacenti distano € e di volume L e definiamo

Dy = Hd(p () (13.12)

espandendo poi in modi, discreti, di Fourier (sottointendendo che stiamo
lavorando con 4-vettori):

o (i) = % > e G (k) (13.13)

H . . . .
essendo kf = 27—, n# un intero, [k*| < T e V = L*. T coefficienti di

Fourier ¢ (ky,) sono complessi e poiche ¢ () ¢ reale, dobbiamo imporre che
@* (kn) = ¢ (—kn).

Consideriamo dunque parte reale it e immaginaria & dei ¢ (k;,), con
kY > 0 variabili indipendenti. Il passaggio dalle variabili ¢ (z;) a quelle
& (ky) € una trasformazione unitaria, per cui potremo scrivere

Do = [[ dR[p (ka)] dS (2 (kn)] (13.14)
kO >0

e in seguito prenderemo il limite L — oo e ¢ — 0, che convertono la
somma discreta nell’integrale

1 d*k
- zn: — / PR (13.15)

Tutto cio riprodurra la teoria perturbativa di Feynman che gia abbiamo
incontrato, senza pero eliminare le divergenze infrarosse e ultraviolette dei
diagrammi di Feynman: siamo solo al punto di partenza. Detto cid dobbia-
mo riscrivere anche la densita lagrangiana nei termini delle nuove variabili
di integrazione:

[t =g = e o [ e

d*K 1 d*k  d*K o
X 6”/ e—zk Tx (RN — _m2/ e—zkme—zk T3 (k)G (K
l (27T)4 ® ( )] B (271’)4 (27T)4 ¥ ( ) ® ( )

303



13.2. Quantizzazione del campo scalare reale spin-0

da cui, ricordando le proprieta della funzione §:

- 1 ﬂﬁ 7T4 4 _ I\ A =1 [ /_m2
= 2/(277)4(277)4 2m)*6* (k— k) ¢ (k) ¢ (K') (—kk )

4
= 3] G WE B (2 )

2m)
_’ _% (%) {RE®) +S[p k) (13.16)
kS >0
ottenendo dunque
[oees = | TT dRlo (b)) a3 fo (1)

kS >0
o |- 3 (T ) i + 9 1o 7
kS >0

Si nota che ¢ possibile spezzare questo integrale nel prodotto di 2 inte-
grali dove parte reale e2immaginaria sono separate e formano integrali di
tipo gaussiano [ dze %"

= T (aemew |-+ 3 (255 mipwy

k9 >0 kS >0

aslplew |- 3 (55 ) s w?

k>0

Consideriamo l'integrale gaussiano generalizzato

<H/d§k> e~ & Bt (13.17)

essendo B una matrice simmetrica con autovalori b;. Per calcolare que-
sto integrale scriviamo & = O;;jz; essendo O la matrice ortogonale di
autovettori che diagonalizzano B. Cambiando variabile da ; a x; otteniamo

(H/d§k> o EiBLE <H/d$’“> e
1:[ (/ dxie_b””f>
H \/bzz = cost - [detB]_% (13.18)
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da cui, tornando a cio da cui eravamo partiti, avremo

—irV - V —irV
/Dgoezs‘) _ H i \/ 2 _ 1T (13'19)
0

m2 — k2
k9 >0 n

che ¢ evidentemente complesso: questo significa che la nostra funzione di
correlazione oscillera, essendo questo valore ad esponente, e per garantirne
la convergenza dobbiamo aggiungere un termine in —ie. Questo completa
il calcolo del denominatore dell’espressione della funzione di correlazione.
Dobbiamo adesso calcolare il fattore integrale

[ Peeae @)

a numeratore. Espandiamo in modi discreti di Fourier il campo nei 2 punti:

—ikmT —ikjx
v (1) ¢ (22) v Z "omy v Z e

avendo indicato per semplicta di notazione ¢, = @ (kn) € o1 = @ (k).
Dunque il numeratore della funzione di correlazione sara

1 )
g et (] / AR [pn] dS [pn]
m,l

kO >0
(R om] +iS [om]) R o] + iS5 [@1])
e [—3 3 (02— k) [(Rlpn)* + (S o)’
kO >0

Per m # [ i termini si cancellano, poiche rendono l'integrale dispari.
Dobbiamo invece analizzare il caso in cui m = £[. Supponiamo dunque che

m =1L
(R [om] + 1S [om]) (Rlpm] + S [pm]) = Rlpm))* = (Spm))* =0
che pertanto si annullano. Invece per m = —[ avremo

(Rlpm] +iSlpm]) Rlp-m] + S [p-m]) = Rlpm])* + (Slpm])® # 0

I contributi all’integrale provengono solo da questi termini, avendo in
totale

ize*ikm(zlfzﬂ H —iV -V

V2 m2 —k2 | m2—k2 —
m k9 >0 " "

Il termine in parentesi ¢ identico al denominatore, calcolato in pre-

cedenza, mentre i restanti fattori sono la rappresentazione discreta del
propagatore di Feynman. Passando al limite del continuo avremo infine:

<QT [p(z1) p(x2)] 2> = /ﬁe—ik(m—zz) 1
A a (2r)* k? —m? +ie
= Drp (21— 22) (13.20)
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che ¢ proprio il propagatore di Feynman che stavamo cercando. Prima
di passare alla teoria perturbativa, che tratteremo in seguito, dobbiamo
calcolare funzioni di correlazione di ordine superiore.

Al terzo ordine la funzione di correlazione si annulla poicheé al nu-
meratore l'integrando ¢ dispari. Analogamente per tutti gli altri ordini
dispari.

Al quarto ordine, la funzione di correlazione ha 4 campi a numeratore,
che espansi in modi discreti di Fourier, e seguendo il procedimento prece-
dente, restituisce un integrale che contiene la somma sugli indici m, [, p,q
del prodotto

R [pm] +iS [om]) R o] + 1S []) (R [pp] + 1S [0p]) (R 2] + i3 [0q))

dove ancora una volta molti termini si annullano poiche rendono 'integrale
dispari. I termini che non svaniscono sono quelli per k; = =k, e ky = =k,
che dopo le integrazioni gaussiane portano al numeratore

i Z e*ikm(xlfxg)efikp(xlfxg) H _ZTrV _ZV _ZV
V4

2 2 2 2 2 2 _
m? —k m? — k2 —iem? — k2 — ic
m,p k9 >0 n m P

che per V — oo tende a

11 B Dp (21 — 22) Dp (v3 — 24) (13.21)

2 2
m? —k
k9 >0 n

dove ancora una volta il fattore in parentesi si cancella con il denominatore.
Otteniamo termini simili per gli altri 2 modi di accoppiare i 4 momenti.
Per tenere conto di tutti questi termini definiamo la contrazione di 2 campi
come

[ Dpet®op (x1) p (22)

@ (21) @ (x2) = T Dpeiss = Dp (z1 — x2) (13.22)

esattamente come la definizione che abbiamo dato nei capitoli precedenti.
A questo punto la funzione a 4 punti sara semplicemente
< QT [p(z1) @ (x2) @ (x3) @ (z4)] |2 > = somma su tutte le contrazioni
= Dr (21 —22) DF (v3 — 74)
Dp (1 —x3) Dp (292 — 24)
Dp (x1 — 24) DF (72 — x3)
(13.23)

+ +

ovvero la stessa espressione che abbiamo ottenuto con il teorema di Wick.
Per ordini superiori otteniamo, da un procedimento analogo, un risultato
analogo, e in generale sempre l’equivalente in path integral del teorema di
Wick, che viene fuori dalle regole che governano l'integrazione gaussiana.

A questo punto possiamo spostarci dalla teoria libera di Klein-Gordon
alla p*—theory. Ci basta aggiungere a L il termine di interazione —%@4
e, assumendo A piccolo, espandere:

exp [i/d‘lxﬁ} = exp {z‘/d“xﬁo} (1 —i/d4x%<p4+...> (13.24)
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13.2. Quantizzazione del campo scalare reale spin-0

Facendo questa espansione sia a numeratore che a denominatore del-
la funzione di correlazione, vediamo che ciascuno & espresso interamen-
te in termini di funzioni di correlazione di campo libero. Inoltre, poiche
) f d3xLine = —iH;pny, otteniamo la stessa espansione della teoria perturba-
tiva che abbiamo gia trattato.

Possiamo infine esprimere la funzione di correlazione con l'interazio-
ne fondamentale di Feynman data dal vertice con 4 diramazioni, che vale
—iX (2m)* 0% (3 p), esattamente quello che abbiamo gid trovato in prece-
denza. Una volta che i termini quadratici della lagrangiana sono calcolati,
i vertici possono essere letti direttamente da questa come i coefficienti dei
termini cubici e di ordini superiori.

13.2.2 Derivata funzionale e generatore funzionale

Per utilizzare in maniera operativa 'integrale funzionale abbiamo bisogno
di una formula per calcolare le funzioni di correlazione. Definiamo prima
di tutto la derivata funzionale %(I) come segue:

0 o 0 o
a—inJ_(SZJ — —6J($)J(y)_6 (x—y)

g =k — g [ e = e

dove abbiamo messo in evidenza il passaggo dal caso discreto a quello conti-
nuo. Per calcolare la derivata funzionale di funzionali pit complessi possia-
mo utilizzare la le tradizionali regole per la derivata delle funzioni composte.
Per esempio

e |i [ dar e w)| =ie@en i [ dar6)ew)
Quando il funzionale dipende da una derivata di J, prima integriamo per
parti e poi applichiamo la derivata funzionale:

o
—— [ d*y0uJ (y) V" (y) = =0, V"
T T @V @) = =0,V @
In questo formalismo 1'oggetto fondamentale diventa il funzionale genera-
tore Z [J]. Nella teoria di campo scalare esso & definito come

Z[J) = /Dtp exp [d'zL + J (z) ¢ (2)] (13.25)

dove notiamo un termine di sorgente esterna J(x)p (x) in aggiunta a L.
A questo punto al funzione di correlazione per il campo di Klein-Gordon
puo essere dedotta dalla derivata funzionale del generatore. Per la funzione
libera di 2 punti:

0Tl ) g @l10 5= 5 (=i ) (=i ) 2 U152

essendo Zy = Z [J = 0]. In una teoria di campo libero il generatore puo es-
sere espresso in forma esplicita. Consideriamo 1’esponente nella definizione
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13.2. Quantizzazione del campo scalare reale spin-0

del generatore funzionale nella teoria di campo scalare reale e integriamo
per parti:

/d% (Lo (p) + Jp] = /d% ng (=0% —m® +ie) p+ Jop

essendo i€ un termine di convergenza per l'integrale funzionale. Introdu-
cendo un campo shiftato

o (z) = () —i/d4yDF ()] ()

Operando la sostituzione e tenendo conto del fatto che Dp (x —y) & la
funzione di Green dell’operatore di Klein-Gordon avremo

/d4x [Lo (@) +Tp] = /d4:1: ng’ (=0 —m® +ie) ¢’
- [ dadty3s @) (-iDe) (2.) T )

Operiamo la stessa sostituzione nella (13.25); essendo la trasformazione un
semplice shift lo jacobiano e 1:

[ D¢ exp [daa ()] exp [—z’ [ ety @) iD= ) S (y)}

da cuil

1

ZJ] = Zyexp [—5 /d4xd4y%J () Dp (x —y)J (y)} (13.27)

A questo punto & facile mostrare per esempio che

< O[T [ (z1) @ (22)] [0 >

0 ) 1 1
Y (1) 0J (x2) o [—§/d4xd4y§J () Dr (@ =) J (y)} J=0
— 570 |5 [ @uDr e =) 1) - § [ @407 ) D o)
2]
Zo J=0
= DF (:El — xz)

che ¢ il risultato che ci aspettavamo e di fatto e corretto. Con questo
approccio possiamo dunque calcolare le funzioni di correlazione. A partire
da questo non e difficile mostrare che

e (@) ¢ (w2)exp [i [7 d'£]
QT z x2)] |2 >= lim
< QT [on (1) or (22)] Q2 > Jim Do [Z ffT d4£]
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13.3. Quantizzazione del campo di Maxwell

13.2.3 Analogie con la meccanica statistica

Formalmente la (13.25) di un integrale su tutte le possibili configurazioni di
un peso statistico esponenziale. La sorgente J (x) gioca il ruolo di campo
esterno.

L’analogia puo essere resa piu evidente manipolando gli estremi di in-
tegrazione temporale. Abbiamo utilizzato il termine i€, una rotazione infi-
nitesima, per ottenere il propagatore di Feynman; passando al caso finito
operiamo una rotazione di Wick t — —ixg, che crea il prodotto euclideo

o = = |7 — = (0)” = |7* = —|zp|?

E’ possibile mostrare che il prolungamento analitico della variabile tempo-
rale in una funzione di Green di una QFT crea una funzione di correlazione
invariante per rotazioni di uno spazio euclideo 4-dimensionale; la rotazione
di Wick fa proprio questo all’interno dell’integrale funzionale in maniera
piu generale. Per meglio comprendere cosa abbiamo detto portiamo un
esempio. L’azione della ¢*—theory accoppiata alla sorgente &

1 1 A
/d4x (L+ Jp) = /d4x {5 (8#90)2 - §m2 2 Etp‘l + Jcp}

che dopo la rotazione di Wick assume la forma
1 1 A
i/d4xE (L —Jp) = i/d4xE [5 ((’“)Eﬂcp)2 — §m2<p2 — Ecp4 + Jgo}

che ¢ identica in forma all’espressione per ’energia libera di Gibbs per un
ferromagnete nella teoria di Landau, dove ¢ (zg) gioca il ruolo del campo
di spin fluttuante s (Z) e la sorgente J fa la parte del campo magnetico
esterno. Il generatore funzione dopo la rotazione di Wick assume la forma

Z[J] = /’Dgoexp [—/d‘%E (Lg — Jgo)} (13.28)

dove 'esponenziale ¢ un buon peso statistico per le fluttuazioni di ¢: qui
7 [J] & proprio la funzione di partizione che descrive la meccanica statistica
di un sistema mascroscopico. Da questa possiamo calcolare il propagatore
di Feynman come abbiamo fatto in precedenza.

Per la teoria di campo libera (A = 0) una serie di operazioni simili a
quelle gia fatte portano alla funzione di correlazione per ¢

d4kE eikE (IEl *1E2)
(2m)*  kE+m?

<p(rg)p(rr,) >= / (13.29)

13.3 Quantizzazione del campo di Maxwell

Il nostro primo obiettivo ¢ quello di derivare I’espressione per il propagatore
di Feynman per un fotone. Consideriamo dunque 'integrale funzionale

/ DA (13.30)
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13.3. Quantizzazione del campo di Maxwell

essendo S [A] 'azione per il campo elettromagnetico libero e DA il volume
di integrazione DA°DA'DA%?DA3. Integrando per parti ed espandendo in
modi di Fourier possiamo riscrivere ’azione come

1 v
/ d*x [—ZFWF“ }

_ % / dizA, (z) (02g™ — 940 A, ()

S

— 1 ﬂN 2 H BEVY A (—
- 2/(%)4,4”(/@( kg + kFEY) Ay (—k) (13.31)

Questa espressione si annulla per A, (k) = k,a (k), che ha come con-
seguenza la divergenza dell’integrale funzionale di partenza, in quanto in-
tegriamo (su un volume che facciamo tendere ad infinito) Pintegrando 1.
Analogamente le equazioni che definiscono il propagatore di Feynman D%

(0?9 — 0,0,) DY (x —y) = 65" (x — y)
(=k>guw + kuky) DY (k) = id",

non hanno soluzione, poiche la matrice 4x4 (—kzgw, + k#k,,) e singolare.

Questo ¢ dovuto all'invarianza di gauge. Poiche F),,, e dunque £, sono
invarianti sotto trasformazioni generali di gauge della forma A, (z) —
A, (z) + 19,0 (x), anche l'azione deve preservare questa caratteristica.
Dunque non ci basta una configurazione non divergente: devono esserlo
tutte. Infatti il funzionale integrale non e ben definito poiche integriamo
senza senso su un infinita di campi equivalenti fisicamente.

Possiamo risolvere il problema isolando la parte del funzionale che vo-
gliamo conti ogni singola configurazione, diversa dalle altre fisicamente, una
sola volta: applichiamo il meccanismo di Faddeev e Popov.

Sia g (A) una qualche funzione che si annulli come una fissata condi-
zione di gauge!, imponendo cosi all'integrale funzionale di coprire solo le
configurazioni con g (A) = 0 inserendo una distribuzione § [g (A4)].

Supponiamo di avere un vettore n—dimensionale di componenti a;,

sappiamo che
1= H/da- 5 (3 (@)] det (22
; ' da;

Indicando con Af} (z) — A (z)+ 19,0 () il campo gauge-trasformato
possiamo considerare 1’equivalente della precedente equazione nel caso con-
tinuo:

1= /Da (z) 8 [g (A*)] det [592‘4&)} (13.32)

«

11 determinante funzionale? non dipende da A per cui ¢ costante nell’inte-
grale funzionale dentro al quale andiamo a sostituire la nostra identita:

det [59 ;21“)] / Da / DA [g(A)]

1Per esempio g (A) = 9, A nel caso di gauge di Lorentz.
2

2Esso ¢ pari a det (% .
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13.3. Quantizzazione del campo di Maxwell

Si fa uno shift di variabile da A a A%, ovvero una traslazione, per cui si ha
DA = DA” e per la guage invarianza S [A] = S [A®]. Infine scrivere A® o
A non cambia, quindi evitiamo di portarci dietro 'indice e riscriviamo

/’DAeiS[A] = det [%} /’Da/’DAeiS[A]é[g (A)] (13.33)

Adesso 'integrale funzionale su A, per via della delta, e ristretto alle
sole configurazioni di campo non fisicamente equivalenti.

Per procedere da adesso in poi ci occorre specificare la funzione che fissa
la gauge. Scegliamo

g(A) =0"A4, (z) —w(z) (13.34)

essendo w (z) una funzione scalare. Porre g (A) = 0 ci da una generaliz-
zazione della gauge di Lorentz. Il determinante funzionale e lo stesso che
nella gauge di Lorentz quindi potremo scrivere

/ DA = det (%a?) < / Da> / DA [9R A, () — w ()]13.35)

Quest’uguaglianza vale sempre e pertanto varra anche per ogni combi-
nazione lineare, opportunamente normalizzata, che coinvolge diverse w ()
e per finire integriamo su tutte queste w (x) con una funzione di peso

gaussiana exp [—i f d4xg’—§} centrata su w = 0, ottenendo quindi

N(&)/DweXp [—z’/d‘*x;”—;] det <262> </Da> /DAeiS[AJ
S0P A, (2) — w(@)] = N (€) det (éa2> ( / Da> / PASHAl
-exp {—i/d%% (6”AM)2] (13.36)

essendo N (£) un fattore di normalizzazione e scegliendo £ come costante
finita. In effetti quello che abbiamo fatto ¢ stato aggiungere un termine alla
densita lagrangiana: —% ((’“)“AM)2.

Abbiamo gia visto le funzioni di correlazione e la loro espressione, pero
ci siamo soffermati finora soltanto sul denominatore della formula ricavata
alla fine del paragrafo. Possiamo operare allo stesso modo per il numeratore,
utilizzando un operatore O (A) gauge invariante (se cosi non fosse lo shift
fatto in precedenza non sarebbe valido). Supposto cio calcoliamo la sua
funzione di correlazione:

[DAO (A) exp [—i S dtaL — & (8%4#)2]

<QT[0 (A)] |9 >= Tliﬁn}l00 — - 5
| DAexp [—z o dial — 2 (01 Ay) }

3Ricordiamo che siamo nel caso di una teoria abeliana, quindi il meccanismo & rela-
tivamente semplice. Per teorie non abeliane il meccanismo di Faddeev e Popov richiede
di operare una traslazione, una rotazione e inserire i campi di Goldstone.
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

Abbiamo detto che I'azione S [A] non ci restituiva il propagatore fotonico
corretto, ma con il termine aggiuntivo in & 1’equazione per il propagatore
che non aveva soluzione diviene

1 -
[—k2g,w + (1 — 5) kuku} DY (k) =idh,
la cui soluzione e

7
k2 +ie

D (k) =

Wﬂ (13.37)

[Q”V—(l—ﬁ)?

che & proprio I'espressione del propagatore che stavamo cercando. Quello
che si fa generalmente ¢ fissare £ e svolgere i calcoli del problema interessato.
Il valore £ = 0 viene detto gauge di Landau, & = 1 € la gauge di Feynman,
ovvero quella che abbiamo utilizzato implicitamente nei capitoli precedenti.

Il meccanismo di Faddeev e Popov garantisce che il valore di una qua-
lunque funzione di correlazione di operatori gauge-invarianti computata dai
diagrammi di Feynman, sara indipendente dal valore di & usato nei calcoli.

13.4 Rottura spontanea della simmetria

Abbiamo gia trattato in precedenza, all’interno delle teorie di gauge, del
meccanismo di rottura spontanea della simmetria in una teoria di campo
classica. La nostra analisi e stata principalmente di tipo geometrico: abbia-
mo trovato lo stato di aspettazione del vuoto andando a cercare i minimi
della superficie del potenziale.

Tuttavia questo modo di procedere perde quasi completamente di senso
nei calcoli one-loop. Per questo motivo, per avere una teoria quantistica
dei campi completa, dobbiamo andare a ricercare il valore di aspettazione
del vuoto del campo in funzione dei parametri della lagrangiana.

Classicamente abbiamo minimizzato il potenziale: ma questo & alterato
significativamente dalle correzioni radiative. Il nostro obiettivo & quello
di trovare una funzione che minimizzata ci dia lo stesso valore di < ¢ >.
Questa deve inoltre essere in accordo con la teoria classica ai piu bassi ordini
perturbativi e scostarsi da essa a quelli piu alti.

Una funzione con queste proprieta verra definita potenziale efficace, che
rappresentera uno strumento valido per l'analisi della rinormalizzabilita
delle teorie con simmetrie nascoste.

Per poter identificare il potenziale efficace , riconsideriamo le analogie
tra la teoria quantistica dei campi e la meccanica statistica che abbiamo
trattato in precedenza.

In quel paragrafo abbiamo stabilito una relazione tra la funzione di
correlazione di un campo quantistico e i parametri di un sistema statistico,
rimpiazzando le fluttuazioni quantistiche con quelle termiche.

A temperatura zero il ground state termodinamico ¢ lo stato di piu
bassa energia, mentre a temperature superiori abbiamo ancora un quadro
geometrico dello stato termodinamico: questo stato € quello che minimizza
I'energia libera di Gibbs.

312



13.4. Rottura spontanea della simmetria

Per esempio consideriamo un sistema di spin, dunque magnetico, e
definiamo l'energia libera di Helmotz F' (H) tale che

Z(H) =PI / Ds exp {_5 / daH [s| — Hs (z) (13.38)

essendo H il campo magnetico esterno, H [s] la densita di energia di spin
e f = % Fissato [ possiamo trovare la magnetizzazione del sistema
differenziando F (H):

OF 1 0
“om|, ~ pon ™’

_ % / dx / Dss () exp [_5 / oM [s] — Hs @:)}13.39)
= /d:v<s(x) >=M

L’energia libera di Gibbs ¢ definita dalla trasformazione di Legendre G =
F + MH tale che

£=£+M6—H+H=6—Hai+Ma—H+H=H (13.40)

oM  OM oM oM OH oM
dove ricordiamo che tutte le derivate sono fatte con (3 fissato. Se H = 0
I’energia di Gibbs raggiunge un estremo in corrispondenza del valore di M.
Lo stato termodinamico piu stabile € il minimo di G (M), che dunque da un
quadro dello stato termodinamico preferito, che ¢ geometrico, e allo stesso
tempo include tutti gli effetti delle fluttuazioni termiche. Per analogia
possiamo costruire una quantita simile in teoria quantistica dei campi, e
per semplicita opereremo solo nel caso di un campo scalare reale. Resta il
fatto che i risultati sono comunque genealizzabili a piu campi scalari, a a
campi spinoriali e vettoriali.

Consideriamo dunque il nostro campo scalare reale ¢ e una sorgente

esterna J (z), passando dunque a definire un funzionale d’energia E[J]
come

ZJ] = e B = /Dgo exp [i/d% (Lol + Jo) (13.41)

dove a destra abbiamo la rappresentazione funzionale dell’ampiezza < Qe *H7|Q) >,
dove T' & un tempo, da non confondere con la temperatura. Qui il funzionale

E [J] gioca il ruolo dell’energia libera di Gibbs, mentre J assume quello del

campo magnetico esterno. Poiche ormai abbiamo gia trattato il formalismo

e le operazioni funzionali, possiamo calcolare

5 - 5 B J"'D(peifd‘lw(ﬁ-i-ﬁﬂ)sp (JJ)
57 (:zr)E [J] = 57 (@) InZz=— fD(peifd41(L+JS") (13.42)
che abbreviamo come
1)
57 (:zr)E [J] == < Qe (z)| >, (13.43)

313



13.4. Rottura spontanea della simmetria

che ¢ il valore di aspettazione del vuoto in presenta di una sorgente esterna
J. Analogamente al caso statistico, abbiamo una derivata funzionale che
da un valore di aspettazione del vuoto in presenza di una sorgente variabile.
Definiamo ¢, (), il campo classico, come

per (z) =< Qg (2) [ >, (13.44)

che ¢ legato a ¢ esattamente come la magnetizzazione M era legata al
campo locale di spin s (x). Da notare che ¢ (z) dipende da J esattamente
come M dipende da H, dunque in analogia con la costruzione dell’energia
libera di Gibbs definiamo la trasformata di Legendre di E [.J]

Plpal = ~E L)~ [ ' ) pa ) (13.45)

quantita nota come azione efficace. Quindi sempre in analogia con la
precedente, avremo

B 67 (y) OE |y 57 ()
B _/d4y690cl ()07 (y) _/d4y6$0cl ()7 =
. (13.46)

Riassumiamo le analogie tra le quantita che abbiamo usato:

Sistema magnetico QFT

5(7) o ()
H J(x)
H(s) L ()
Z (H) Z 7]
F(H) E[J]
M Pel (I)
G (M) =T [pei]

L’ultima relazione in particolare implica che nel caso in cui la sorgente
esterna sia nulla, ’azione efficace soddisfa 1’equazione

1)
dper (I)

le cui soluzioni sono i valori di < ¢ (z) > nello stato quantico stabile della
teoria. Per uno stato di vuoto invariante per traslazioni troveremo una
soluzione in cui ¢.; € indipendente da x: dunque ¢ tale invarianza a per-
metterci di considerare il campo classico costante, dove nel caso in cui la
dipendenza da x € presente la rottura di simmetria e esplicita.

In termini termodinamici I' ¢ una quantita estensiva: e proporziona-
le al volume della regione spazio-temporale sul quale ¢ preso l'integrale
funzionale. Se T ¢ il tempo e V il volume 3-dimensionale possiamo scrivere

I [pa] =0 (13.47)

Dlpal = = (VT) Vegs (par) (13.48)
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

essendo V¢ il potenziale efficace. La condizione che I' abbia un estremo
si riduce all’equazione

0
Vo () =0 13.49
PmCH (¢et) ( )

le cui soluzioni sono stati invarianti per traslazione con J = 0. In questo
caso avremo dunque I' = —F e quindi che V¢, calcolato in una soluzione
dell’equazione precedente, ¢ proprio la densita di energia dello stato cor-
rispondente, che & legato a effetti di fluttuazione quantistica e non e una
modifica ad hoc del potenziale classico.

13.4.1 Calcolo del potenziale efficace

Possiamo calcolare ’azione efficace in diversi modi. Il piu semplice con-
siste nel valutare 'azione efficace completa dalla sua definizione integrale
funzionale, per poi passare al calcolo di V.

Quello che vogliamo fare ¢ trovare un’espansione perturbativa per il
funzionale generatore Z a partire dalla sua definizione data nel paragra-
fo precedente. In secondo luogo calcoleremo il logaritmo per ottenere il
funzionale di energia F e infine faremo una trasformata di Legendre per
ottenere I'.

Faremo questo nel semplice caso di un campo scalare reale. Partiamo
dunque dalla lagrangiana

(D) — %m2902 —-V(¥?) (13.50)
che e manifestamente invariante per la trasformazione ¢ — —¢, che co-
me ricordiamo dalla SSB classica, rappresentano gli stati fondamentali del
campo. L’azione sara S = L+ Jp

L’equazione del campo in presenza di una sorgente esterna, dalle equa-
zioni di Eulero-Lagrange per ’azione del caso in analisi, e

(0,0" +m?) oo + V' (par) = J (13.51)

che nel caso in cui V' = 0 risulta essere I’equazione di campo libero. Faccia-
mo adesso uno sviluppo perturbativo di ¢.; attorno alla soluzione classica:
@ = @a +n e d’ora in avanti porremo @, = ¢g. In questo modo avremo

1 1
L = 3 (Ouspo + 3M7)2 - EmQ (¢o + 77)2
ov 1 0%V 1 0"V
- V(SDO)+8— nt35 552 772+Z—,8n 77”1
P lo=¢0 7 lo=¢p0o n>2 e 0P o=y

(13.52)

La parte dipendente da g, di azione classica (quindi stiamo includendo il
termine di corrente), &

1

1
5 Qup)” = 5m?ef =V (go) + Ty (13.53)
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

mentre quello che ci resta e

1 2 L 22 2 o

5 (0,m)” + (9upo) (9un) oM = mpon 0P |y !

1o R A . (13.54)
P lo=g0 R

in cui, integrandone alcuni termini per parti, e mettendo 7 in evidenza, si
ottiene

(8u%p0) (8um) — mPon — V (o) 1 + Jn = =1 [(0.0" o) — m*eo — V (o) + J]

che si annulla poiche ¢g € soluzione dell’equazione di campo classica. Ci
restano i termini quadratici e quelli di interazione del campo quantistico e
di quello classico di partenza. Avremo

Z1] = e dleartical / Dy
1 1 1
exp i/d4x = (3#90)2 — =m?p® — V" (pa)
2 2 2
Z " n
n.
n>2

Il termine in derivata seconda del potenziale ridefinisce la massa, es-
sendo il coefficiente di un termine quadratico. La massa delle fluttuazioni
quantistiche non e quella che si evince dalla lagrangiana, ma dipende da
et se e nullo non cambia, ma se il minimo si ha ad un valore diverso da
zero allora la massa ¢ ridefinita e gli integrali li sappiamo calcolare poiche
sono di tipo gaussiano.

Per integrali divergenti, che coinvolgono gli altri termini di ordine su-
periore al secondo, va fatto uno sviluppo in serie di potenze ottenendo una
parte gaussiana per un polinomio e svolgendo il calcolo di un integrale gaus-
siano co—dimensionale come abbiamo gia visto in precedenza, ottenendo
risultati in funzione del determinante funzionale. Ad esempio consideriamo
Iintegrale funzionale

1

So = 3 /d4x<p (—82 — mz) %)

Nl

/D(peiSO = cost - [det (m® + ¢*)]

Inoltre

detB = Hbi = exp [Z In bi] = exp [Tr (In B)]
= lrzl (detB) = Trz(ln B) (13.55)

Torniamo a Z [J]. Nei calcoli riscaleremo le parti quadratiche come ¢ —
77%% in quanto n ¢ la scala delle fluttuazioni quantistiche, pertanto dob-

biamo riscalare tutti i termini di potenze (di peso 4 — 1) in maniera da
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

rispattare lo scaling. Detto cio sviluppiamo in potenze di n*:

; 1 1
A [J] = elS(‘/’cl) /DQD exp |:’L/d4$ |:§ (6;190)2 - 5902 (mZ + v ((pcl))
S el ml)H (13.50)
n>2 ’

La parte quadratica vale
. 1 1
/’Dgo exp [z/d4x [5 ((’“)ng)2 — 5(,02 (m2 + Vv (cpcl))”

— /Dtpexp [i/d"‘x [ (O+m* + V" (pa)) w}]

= det (kalkv)_

[N

(13.57)

essendo kg = O+ m? e k, = O+ m? + V" (o), quest'ultimo ridefinisce
la massa ed € ancora una volta un propagatore libero, tuttavia con una
massa diversa. Se ¢, dipende da x non sappiamo piu svolgere I'integrale
funzionale. Quindi avremo

Z1J] x det (kg ') * = In Z o _71111 [det (kglkv)’ﬂ (13.58)

dove k; 'k, & diagonale nello spazio degli impulsi se vi & invarianza trasla-
zionale e vale

ko ke =14+ G (z—y) V" (a) (13.59)
Poiche
In [det (kg ) | = T (1n (g ) (13.60)
per quanto detto finora avremo:
mZ ~ Trn(1+Gx—y) V" (pa))

~ Y B mer ar (13.61)
n=1

n

che si ottiene sviluppando in serie il logaritmo di (1 + z) e nello spazio degli
impulsi avremo

[t 16 @V (o) = V" (o) ~ Bt (13.62

e troviamo la loop-expansion

4Abbiamo qui voluto mantenere una formulazione pilt generale della scala in cui
studiamo il processo: generalmente arrivati a questo punto, poiche il nostro interesse
principale ¢ la scala di Planck, si pone n = h.
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13.4. Rottura spontanea della simmetria

SRR

i cui integrali hanno andamenti di

. . » 74
e 1: divergenza quadratica come | %;
- di " d'k.
e 2: divergenza logaritmica come | 9';

» g4
e 3: convergenza come %;

Infine il potenziale efficace

1 [ d'k 392
Vipr == = (1 ——2f 13.63
1 2”/(2ﬂf n( k2—nn2+¢e) ( )

dove lo sviluppo del logaritmo equivale al calcolo di tutti i diagrammi e
I'integrale e di sua natura divergente e dunque richiede la rinormalizzazione.
Definita la costante rinormalizzata 1), ad una certa scala M come

d"Very
dp

v =

4 4 2
Pel 2 Pa Pel 25
o=M 15 =M T G < VG >

si ha un minimo per ¢, # 0 e dunque la SSB ¢ dovuta a fluttuazioni
. . 5 . .. . . . . .

quantistiche®. Le fluttuazioni in interazioni quantistiche rompono dunque

la simmetria senza alcun intervento esterno.

5Cid trova applicazione in materia condensata, nello studio delle transizioni di fase
quantistiche.
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cAPIToLO 14

Rinormalizzazione

Nel calcolo delle correzioni radiative abbiamo incontrato diagrammi con
loop, con correzioni al propagatore o al vertice o altre ancora. In ogni
caso le divergenze ultraviolette causate da queste correzioni possono essere
cancellate.

Prima di tutto partiamo con il classificare le divergenze ultraviolette
che possono comparire in una teoria quantistica dei campi e poi per ognuna
vedremo come rinormalizzarla.

La relazione che intercorre tra i gradi di liberta a due scale differenti,
dipende appunto dalla rinormalizzazione.

14.1 Classificazione delle divergenze ultravio-
lette

Vediamo di capire quando un diagramma di Feynman contiene una diver-
genza ultravioletta, e cominciamo dalla QED. Diamo un nome alle quantita
che useremo:

e N.: numero di linee fermioniche esterne;

e N,: numero di linee fotoniche esterne;

P,.: numero di propagatori fermionici;
e P,: numero di propagatori fotonici;
e V: numero di vertici;

e [: numero di loop.

Un diagramma tipico puo essere
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14.1. Classificazione delle divergenze ultraviolette

N/ diky dky - dYky
(#;—m)-- (k7). (k2)

dove per ogni loop c¢’e un integrale sul 4-impulso potenzialmente divergente.
Definiamo il grado di divergenza superficiale D come

D = Potenze di k£ al numeratore — Potenze di k al denominatore
= 4L - P, - 2P, (14.1)

Se A ¢ il momento di cutoff, ci aspettiamo dunque che un diagramma abbia:

e divergenza proporzionale a AP per D > 0;
e divergenza proporzionale a In A per D = 0;

e convergenza per D < 0;

Tuttavia questo rappresenta un calcolo piuttosto superficiale, in quanto
potrebbe darsi che il diagramma contenga un sottodiagramma la cui di-
vergenza non ¢ quella indicata da D oppure la presenza di una simmetria
(come lidentitd di Ward) potrebbe cancellare alcuni termini e ridurre o
eliminare completamente la divergenza. Infine, si noti come un diagramma
senza propagatori e loops abbia D = (0 ma nessuna divergenza.

Possiamo pero utilizzare ugualmente D per i nostri scopi. Il numero
delle integrazioni di loop in un diagramma &

L=P.+P,—-V+1 (14.2)

poiche nelle regole di Feynman ogni propagatore ha un integrale sul mo-
mento e ogni vertice ha una & che permette la conservazione totale del
momento. Dunque il numero di vertici e

1
V =2P,+ N, = 3 (2P. + N.) (14.3)

poicheé ogni vertice coinvolge esattamente una linea fotonica e due fermio-
niche. Riassumendo avremo

D:4(P8+P7—V+1)—Pe—2PV:4—N7+gNe (14.4)

indipendente dal numero di vertici. Ecco alcuni esempi:
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14.1. Classificazione delle divergenze ultraviolette

>M~ D=0 finite
{>“ D=0 ~log A
V\O’” D=2 ~log A
m D=-2 ~log A
m D=2 finite

Siamo arrivati dunque alla conclusione che il grado di divergenza super-
ficiale, in QED, dipende soltanto dal numero di linee esterne. In accordo
con quanto trovato per D solo i diagrammi con un piccolo numero di linee
esterne hanno D > 0.

Poiche le linee esterne non rientrano in integrali potenzialmente diver-
genti possiamo soffermarci sui diagrammi amputati, cioe fatti solo di linee
interne. Possiamo inoltre analizzare i diagrammi 1PI, poiche i diagrammi
riducibili sono i prodotti degli integrali corrispondenti alle loro parti irridu-
cibili. Quindi riduciamo il problema dell’analisi dei diagrammi divergenti in
QED a quello dell’analisi di 7 tipi amputati 1PI, che riportiamo di seguito:

(a) D=4 (b) D=3

Tutti gli altri diagrammi possono divergere solo se contengono almeno
uno di questi come sottodiagramma. Da un’analisi piu accurata di questi
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14.1. Classificazione delle divergenze ultraviolette

diagrammi si trova che sono soltanto 3 le ampiezze primitive divergenti in
QED, quelle relative alle correzioni al vertice, alla linea fermionica esterna
e al propagatore.

La dipendenza di queste dai momenti esterni ¢ semplice: espandendo
ciascuna di esse in serie di potenze nei momenti esterni si trovano solo
4 coefficienti divergenti nell’espansione. In altre parole la QED contiene
solo 4 numeri divergenti, che possono essere assorbiti in parametri della
lagrangiana non osservabili in maniera tale che le ampiezze di scattering
osservabili siano sempre finite.

La teoria della QED nello spazio-tempo 4-dimensionale ¢ un caso parti-
colare, vediamo di generalizzare la QED al caso di d dimensioni. In questo
€aso avremo

D =dL— P, —2P, (14.5)

poiche ogni loop contribuisce a integrali sul momento d—dimensionali. Quel-
lo che abbiamo detto prima sui vertici vale ancora, dunque potremo riscri-

vere
D=d+ (%) V- (%) N, — (%) N, (14.6)

in cui si nota subito che D non dipende da V solo nel caso particolare di
d = 4, cioe nel nostro spazio-tempo.

Per d < 4 i diagrammi con piu vertici hanno un minore grado di
divergenza, in questo modo il numero di diagrammi divergenti ¢ finito.

Per d > 4 i diagrammi con pit vertici hanno un maggiore grado di diver-
genza, in questo modo ogni ampiezza diventa superficialmente divergente
ad ordini molto elevati in teoria perturbativa.

Tutto cio ci serve per classificare le teorie, che possono essere rinor-
malizzabili o meno in funzione dello spazio-tempo in cui sono definite.
Avremo:

e Teorie super-rinormalizzabili: diverge superficialmente solo un
numero finito di diagrammi di Feynman;

e Teorie rinormalizzabili: diverge superficialmente solo un numero
finito di ampiezze, tuttavia le divergenze si manifestano ad ogni ordine
perturbativo;

e Teorie non rinormalizzabili: tutte le ampiezze sono divergenti a
ordini sufficientemente elevati in teoria perturbativa.

Possiamo dunque dire che la QED & rinormalizzabile in 4 dimensioni,
super-rinormalizzabile in meno di 4 dimensioni e non rinormalizzabile oltre
le 4 dimensioni.

Consideriamo per esempio il campo reale scalare in d dimensioni con un
termine di interazione ":

1 a2 1 545 X,
L= 3 (Oup)” — ST T e (14.7)
Sia N il numero di linee esterne nel diagramma, P il numero dei pro-
pagatori e V quello dei vertici. Il numero dei loops nel diagramma sara

L=P-V+1.
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14.1. Classificazione delle divergenze ultraviolette

Ci sono n linee che si incontrano ad ogni vertice cosi che nV = N + 2P
e di conseguenza D = dL — 2P, ovvero piu esplicitamente

D=d+ [n (%) —d] = (?) N (14.8)

In 4 dimensioni un accoppiamento ¢* & rinormalizzabile, mentre ordini
pilt alti non lo sono. In 3 dimensioni un accoppiamento ¢% diventa rinorma-
lizzabile, mentre uno ¢* & super-rinormalizzabile. Infine, in 2 dimensioni,
ogni accoppiamento ¢" ¢ super-rinormalizzabile.

Possiamo tuttavia ricavare I'espressione (14.8) anche in un modo alter-
nativo. In ogni teoria quantistica di campo, I'azione S deve essere adi-
mensionata poiche lavoriamo in unita naturali con A = 1. In d dimensioni
avremo l'integrale [ d?zL: dunque d?z ha dimensioni di massa~? e di con-
seguenza £ le ha di massa?. Passiamo dunque a studiare le dimensioni dei
termini della lagrangiana in esame e per semplicita di notazione eviteremo
di riportare sempre le masse nei nostri calcoli dimensionali, ci limiteremo a
dare solo 'ordine d.

Dal termine cinetico possiamo vedere che [¢] = % e sfruttando questo
risultato, concludiamo che [¢"] = n4:2 e quindi che [A\] = d — n4:2.

Consideriamo un diagramma con N linee esterne, che si presenta per
esempio per un’interazione del tipo 9o nella lagrangiana. Avremo [n] =
d—N % e quindi possiamo concludere che ogni diagramma amputato con
N linee esterne ha questa dimensione.

Nel caso in analisi noi abbiamo solo il vertice Ap™, e se il diagramma
ha V vertici ¢ divergente, la sua parte divergente & proporzionale a AV AP,
essendo A il momento di cut-off e D il grado superficiale di divergenza.
Applicando I'analisi dimensionale otteniamo

d—N%-V[d—n%]—i—D (14.9)

in pieno accordo con quanto trovato in precedenza. Da notare che in questa
espressione, il fattore moltiplicativo di V' & proprio la dimensione di .
Dunque possiamo ricaratterizzare i 3 gradi di rinormalizzabilita nel modo
seguente:

e Teorie super-rinormalizzabili: costante di accoppiamento dimen-
sionata positivamente come una massa;

e Teorie rinormalizzabili: costante di accoppiamento adimensionata;

e Teorie non rinormalizzabili: costante di accoppiamento dimensio-
nata negativamente come una massa.

Queste sono le stesse conclusioni a cui eravamo giunti in teoria classia
dei campi senza aver pero svolto dimostrazione alcuna.

Se A & per esempio una massa, la teoria sara super-rinormalizzabile; la
teoria di Fermi, al contrario, non lo ¢, come ¢ facile verificare.

A questo punto quello che ci interessa ¢ trovare una relazione tra le
cariche classiche e quelle efficaci, tra le masse classiche e quelle efficaci, che
inglobi i termini di rinormalizzazione e ci faccia trovare ’accordo con i dati
sperimentali.
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14.2. Teoria perturbativa rinormalizzata

14.2 Teoria perturbativa rinormalizzata

Abbiamo visto come una teoria quantistica di campo rinormalizzabile con-
tenga un piccolo numero di ampiezze superficialmente divergenti.

In QED per esempio ne esistono solo 3, che contengono 4 costanti infini-
te. Alla fine dei nostri calcoli svolti in precedenza questi infiniti svanivano
sempre: 'infinito nel diagramma di correzione al vertice era cancellata dalla
rinormalizzazione dell’intensita del campo dell’elettrone, mentre l'infinito
nel diagramma di polarizzazione del vuoto ci ha dato solo uno shift non
osservabile nella carica dell’elettrone.

In generale questo € sempre vero: in una teoria quantistica di campo
rinormalizzabile, le divergenze non vengono fuori su quantita osservabili.

Per ottenere un risultato finito su un’ampiezza che coinvolge diagrammi
divergenti dobbiamo:

e Si calcolano i diagrammi per ottenere un’espressione che dipenda da
mo, €g ¢ il cut-off A;

e Si calcolano la massa m e la costante di accoppiamento e a qualunque
ordine rimanga consistente con il resto del calcolo; queste quantita
dipenderanno dalle precedenti;

e Si calcolano gli elementi di matrice S oltre alla funzione di correla-
zione;

e Si combinano i risultati eliminando mg, eg per mantenere m, e: questo
step e chiamato rinormalizzazione.

Il risultato ottenuto deve essere finito al limite A — oo. Tuttavia que-
sta procedura puo essere tediosa, specie agli ordini perturbativi pitt elevati.
Quindi svilupperemo una procedura alternativa che lavora in maniera piu
automatica.

Cominciamo prima per la ¢*—theory. Assumiamo la densita lagrangia-
na

1 A
(0u9) — 5m3e* — S (14.10)

L= 5

N | =

dove abbiamo scritto mg e Ag per sottolineare che stiamo utilizzando quan-
tita non effettive, ovvero quelle misurate sperimentalmente.

Il grado di divergenza superficiale di un diagramma con N linee esterne
e D =4 — N, e poiche la teoria ¢ invariante per lo scambio ¢ — —,
tutte le ampiezze con un numero dispari di linee esterne svaniscono. Le
sole ampiezze divergenti saranno dunque:
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14.2. Teoria perturbativa rinormalizzata

o
153 (unobservable vacuum energy shift);
LR

~A*  p*log A + (finite terms);

~log A + (finite terms).

Se ignoriamo il diagramma del vuoto, il primo, queste ampiezze conten-
gono 3 costanti infinite: vediamo adesso di riuscire a inglobarle dentro 3
parametri non osservabili della teoria, ovvero mg, eg e 'intensita del campo.

Per riuscirci, dovremo riformulare I’espansione perturbativa in maniera
tale che tali quantita non osservabili non rientrino nelle regole di Feynman
esplicitamente. La funzione di correlazione a 2 punti ha la forma

A

e <arip@ o> - 2 2

5 + termini finiti per pP=m

dove m ¢ la massa fisica. Se riscaliamo ¢ = Z %gor, semplifichiamo Z e il
residuo del propagatore al polo vale 1. Riscrivendo la lagrangiana dopo il
rescaling e defininendo 8z = Z — 1, §,, = m3Z% —m?, 5, = MZ? — ),
otterremo:

1 5 1 A
L = ) (‘%@r) - §m(2)%2« - z@f
1 5 1 A
+ 552 (6u90r) - §5m<pf - Iékﬁpﬁ (14.11)

La prima riga della lagrangiana e strutturalmente identica a quella da
cui siamo partiti, ma e scritta in termini di massa e costante di accoppia-
mento fisiche. I termini della seconda riga sono detti controtermini e hanno
assorbito gli shift infiniti ma non osservabili tra i parametri teorici e quelli
fisici.

L’equazione della funziona di correlazione per 2 punti definisce m? come
il punto in cui il propagatore ha un polo. Possiamo definire A come la
grandezza dell’ampiezza di scattering a momento nullo. Avremo:

i
= ——— + (terms regular at p* = m?);
o ( g p )

= —iA at s =4m?, t =u=0.

amputated

che sono chiamate condizioni di rinormalizzazione. La lagrangiana dopo le
correzioni di rinormalizzazione dara luogo a delle nuove regole di Feynman
che terranno conto delle quantita in §:

325



14.3. Rinormalizzazione p*—theory one-loop

()
—_— =

P p? —m? + e

= —i)

— & =i(p*bz — 6m)

= —idy

che possiamo utilizzare per calcolare qualunque ampiezza in ¢* —theory.

L’utilizzo delle regole di Feynman con i controtermini prende il nome
teoria perturbativa rinormalizzata. Essa € equivalente alla teoria perturba-
tiva che gia conoscevamo, ma ¢ tecnicamente piu semplice da utilizzare in
presenza di loop.

14.3 Rinormalizzazione ©*—theory one-loop

Vediamo di applicare ad un esempio concreto quello che abbiamo visto
finora. Consideriamo I'ampiezza di scattering fondamentale tra 2 particelle:

Definendo p = p; + p2 il secondo diagramma ¢

(—iN? [ &k i
2 (2m)4 k2 —m? (k +p)? — m?

k k+p =

= (—iN)? - iV (p?).

Ma p? & uguale a s, il primo invariante di Mandelstam. Gli altri 2
diagrammi sono identici al primo, con la sola differenza che va sostituito ¢
e u rispettivamente, a s. Possiamo quindi scrivere

iM = —id+ (—iN)? [iV () + iV (t) + iV (u)] — 6y (14.12)
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14.3. Rinormalizzazione ¢*—theory one-loop

che in accordo con le condizioni di rinormalizzazione per la ¢*—theory,
possiamo eguagliare a —i\ per s = 4m?,t = u = 0. Dobbiamo inoltre
imporre

6y = =M [V (4m?) + 2V (0)] (14.13)

per eliminare le divergenze dai controtermini. Possiamo calcolare espli-
citamente V' (pz) usando la regolarizzazione dimensionale, secondo una
procedura che abbiamo gia visto!:

Introduciamo un parametro di Feynman;

Shiftiamo la variabile di integrazione;
e Ruotiamo lo spazio euclideo;
e Calcoliamo l'integrale.

Quello che si ottiene, € una divergenza per V' (p2) e d) nel caso in cui
d — 4: combinando pero il tutto con le condizioni di rinormalizzazione e
I’ampiezza di scattering rinormalizzata avremo un risultato finito, seppur
algebricamente complicato.

Per determinare 6z e d,, dovremo calcolare la funzione di correlazione
tra 2 punti. Definendo —iM? (p?) come la somma di tutte le parti 1PI del
propagatore, avremo la serie geometrica

- T = MG

che ci da la funzione di correlazione completa tra 2 punti. Le condizioni di
rinormalizzazione richiedono che il polo di tale funzione sia p? = m? e che
qui abbia residuo pari a 1, condizioni queste, equivalenti rispettivamente a

d
M? (p? =0 — M? (p? =0 14.14
() o LI (14.14)
che al primo ordine di loop portano a
—iM*(p?) = ( ) + —®—
N ki _
= —iA +i(p%6z — bm)

27 ) (2r)d k2 —m2

A1 1y
2 (4m)yd/2 (m2)1-4/2

+i(p*6z — 6m).

1Per una descrizione piti dettagliata, vedi par.10.2, M.E.Peskin, D.V.Schroeder,
Introduction to Quantum Field Theory, Perseus Books.
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14.4. Rinormalizzazione della QED

Poiche il primo termine ¢ indipendente da p?, ponendo

r(i-4
Sz7=0  p=— A . ( 22 (14.15)
2(4m)2 (m2)'"2

porta a M? (p?) = 0 per ogni p?, che soddisfa entrambe le nostre richie-
ste. I primi contributi non nulli a M? (p?) e dz sono proporzionali a A e
provengono dai diagrammi

G+ Q e

dove il secondo contiene il controtermine ¢y, che abbiamo gia calcolato.
Questo cancella le divergenze ultraviolette del primo diagramma che si pre-
sentano quando uno dei momenti di loop € grande e l'altro ¢ piccolo. 1l
terzo diagramma @ il controtermine p2dz — 6.

Il fatto che il controtermine éz si annulla all’ordine one-loop € una
caratteristica della p*—theory: la teoria di Yukawa? per esempio, richiede
questo controtermine per le correzioni one-loop.

14.4 Rinormalizzazione della QED

La procedura che abbiamo seguito nel paragrafo precedente per arrivare ad
una teoria perturbativa rinormalizzata in termini di parametri misurabili
fisicamente, puo essere riassunta nel modo seguente:

e Si assorbono le rinormalizzazioni nella lagrangiana riscalando i campi;

e Si separano i termini della lagrangiana in 2 parti, assorbendo gli
infiniti e le quantita non osservabili dentro i controtermini;

e Si specificano le condizioni di rinormalizzazione che definiscono le
masse fisiche e le costanti di accoppiamento e mantengono le rinor-
malizzazioni dell'intensita del campo pari a 1;

e Si calcolano le ampiezze con le nuove regole di Feynman, modifi-
cando i controtermini in maniera tale da rispettare le condizioni di
rinormalizzazione.

Possiamo utilizzare la stessa procedura per rinormalizzare anche la QED.
Scriviamo la lagrangiana

L= —ZFu P (0 P —mo) ¥ — eolr"vA, (14.16)

Calcolando i propagatori fermionici e fotonici otteniamo in generale

2Si mostra che le correzioni al propagatore all’ordine one-loop richiedono una
rinormalizzazione della massa quadraticamente divergente e dell’intensita di campo
logaritmicamente divergente. Situazione, questa, tipica nelle teorie di campo scalari.
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140 —1Z3G,,.
+ e :—32‘9-“’_+
—m q

Per assorbire Z5 e Z3 in L, e quindi eliminarli dalla formula per la matrice
S, dobbiamo riscalare i campi come abbiamo fatto per la p*—theory, in

questo caso 1 = ZQ% Py e AP = Z?,% A, ottenendo
1 _ L
E = —ZZ?,FMUTF',HU + ZQQ/JT (7/ a — mo) ’(/JT — 6022232 wT/waTAMT (1417)

Introduciamo la carica elettrica fisica e misurata a grandi distanze (¢ = 0)
definendo il fattore di scala

02223 = e (14.18)

Se vogliamo che m sia la massa fisica, ovvero il punto in cui il propa-
gatore elettronico ha il suo polo, dobbiamo dividere la lagrangiana in 2
parti:

1 o L
L = _ZZ3FHVTFTHV + Z2w7‘ (Z @ - mO) wT - 60Z2Z32 wr’yueruT

1 _ _
- 163FMUTF7HU + "/Jr (7/62 @ - 6m) wr - eélwr’y‘uerur (1419)
con

63 = Z3 -1 62 = ZQ -1 5m = ngo —m (1420)
=2 —1=2L2,73 1 (14.21)
&

Oltre ai tradizionali vertici e propagatori, troviamo 3 vertici di con-
trotermine. I vertici ee e eey possono essere letti direttamente dalla la-
grangiana rinormalizzata, mentre per derivare il vertice di controtermi-
ne vy dobbiamo integrare il termine cinetico libero per parti, ottenendo
_%Au (—829’“’ + 6“8”).

Ognuno dei 4 coefficienti di controtermine deve essere fissato da una
condizione di rinormalizzazione: 2 di queste fissano la rinormalizzazione
dell’intensita dei 2 campi a 1, mentre le altre 2 definiscono massa e carica
fisica. Ricordiamo quanto trovato a proposito del modello perturbativo:

“V = i1 (q) = i(g"¢* — ¢"¢")11(¢°)

1P1 = —i%(p),

= —iel"{(p', p).

amputated
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

ottenendo le regole di Feynman per la QED rinormalizzata:

_%g v
PNV _ K
- 2 ic (Feynman gauge)

1
S £
p ¥ m+ic

I
= —iey"

v 2

o RV = —i(g""q" — ¢"q" )83

—Q— = (P — 6m)

= —jey"é

con le 4 condizioni di rinormalizzazione seguenti:

Y(p=m)=0
Lyw| =0
i~
11 (q2) =0
—iel™ (p —p=0) = —iey" (14.22)

La prima condizione fissa la massa m dell’elettrone, la seconda e la
terza fissano il residuo dei propagatori a 1, ed infine la quarta fissa la carica
elettrica e.

Per esempio, nel caso del processo ete™ — hadrons tree-level, la corre-
zione ¢ piccola e vale Z=. Nei loop si hanno elettroni di qualunque impulso:
ma allora come e possibile che i gradi di liberta a cosi alta energia influiscano
con una correzione tanto piccola?

14.5 Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Questo paragrafo ¢ la risposta alla domanda con la quale abbiamo concluso
quello precedente. Finora abbiamo determinato quando e come la cancel-
lazione delle divergenze ultraviolette trova posto in teoria quantistica dei
campi.

Abbiamo potuto constatare come ci siao classi di grandi teorie che
contengono alla fine pochi parametri divergenti, come masse, costanti di
accoppiamento o controtermini in teoria perturbativa rinormalizzata.
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Tuttavia resta sorprendente come le particelle virtuali con cosi grande
impulso non giochino un ruolo fondamentale sulla teoria in profondita. Una
delle caratteristiche principali della QFT ¢ la localita: campi in punti diffe-
renti dello spazio-tempo sono gradi di liberta indipendenti, con fluttuazioni
quantistiche anch’esse indipendenti. Le fluttuazioni quantistiche a distante
arbitrariamente brevi, compaiono nel calcolo dei diagrammi di Feynman
come quanti virtuali con momenti arbitrari.

In una teoria rinormalizzabile gli integrali di loop sui momenti delle
particelle virtuali sono sempre dominati da valori comparabili ai momenti
finiti delle particelle esterne. Non & facile capire come queste fluttuazioni
possono essere cosl innocue da influire su una teoria solo tramite i valori di
pochi dei suoi parametri.

Wilson, premio nobel nel 1971, fu quello che per primo diede un quadro
fisicamente accettabile per spiegare questo comportamento insolito e queste
esemplificazioni controintuitive.

Questo quadro generalizza l'idea di carica elettrica dipendente dalla
scala o dalla distanza, introdotta in precedenza, suggerendo che tutti i
parametri di una teoria di campo rinormalizzata possono essere pensati
come entita dipendenti da una scala.

Vedremo che questa dipendenza ¢ descritta da semplici equazioni diffe-
renziali chiamate equazioni del gruppo di rinormalizzazione, le cui soluzioni
ci condurranno a previsioni fisiche di tipo nuovo: le funzioni di correlazio-
ne di un campo quantistico, in opportune circostanze, mostrano leggi di
scaling, insolite ma calcolabili, in funzione delle loro coordinate.

Il metodo di Wilson & basato sull’approccio dell’integrale funzionale
alla teoria dei campi, in cui i gradi di liberta di un campo quantistico sono
variabili di integrazione.

In questo modo ¢ possibile studiare le divergenze ultraviolette isolando
la dipendenza dell’integrale funzionale sui gradi di liberta del campo a breve
distanza. Per avere un esempio concreto, applicheremo il metodo di Wilson
alla p* —theory: il passaggio alla QED puo essere eseguito nello stesso modo.

Abbiamo gia scritto la funzione di Green per la teoria in termini di una
rappresentazione integrale funzionale del funzionale generatore Z [J]. Le
variabili di integrazione di base sono le componenti di Fourier del campo
¢ (k), cosi che

Z[J] = /weif[LJrJtP] _ (H/d(p (k)) el [1L+T ] (14.23)
k

Per imporre un cut-off ultravioletto A, restringiamo il numero delle
variabili di integrazione dell’equazione precedente, integrando su ¢ (k) se
|k] < A e imponendo ¢ (k) = 0 per |k] > A, ovvero studiamo leffetto
dei modi in prossimita del cut-off trascurando tutti quelli al di sopra della
soglia.

Questa modifica nell’integrale funzionale ci suggerisce un metodo per
stimare I'influenza delle fluttuazioni quantistiche a distanze veramente pic-
cole, o equivalentemente, a momenti veramente grandi. In tale rappresenta-
zione, queste sono rappresentate dagli integrali sulle componenti di Fourier
di ¢ con momento in prossimita del cut-off.
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Ci potremmo chiedere perche non calcolare direttamente gli integrali
su queste variabili: procedendo in questo modo potremo poi comparare il
risultato con quello dell’integrale funzionale originale e dunque determinare
con precisione 'influenza di questi modi ad alto momento sulle previsioni
fisiche della teoria.

Sembrerebbe naturale definire il cut-off nello spazio di Minkowski: tut-
tavia k2 < A2 non sarebbe del tutto corretto, poiche in direzioni di tipo
luce le componenti di k possono essere grandi pur mantenendo k? piccolo.
Per questa ragione imporremo il cut-off sui momenti euclidei ottenuti dopo
la rotazione di Wick. Allo stesso modo, consideriamo la forma euclidea del
funzionale integrale e restringiamo le sue variabili ¢ (k) con k| < A e k
euclideo.

La transizione allo spazio euclideo ci porta anche pia vicini alla connes-
sione con la meccanica statistica di cui abbiamo gia parlato.

Il campo ¢ (x) & interpretato come il campo fluttuante di spin s (x):
un magnete reale e fatto di atomi, la cui distanza tra loro fornisce un cut-
off sulle fluttuazioni a cui possono dare luogo. In un magnete ¢ semplice
visualizzare le fluttuazioni statistiche degli spin su scala atomica: infatti,
per valori della temperatura lontani dai punti critici, le fluttuazioni stati-
stiche sono rilegate a questa scala; a distanze superiori il magnete mostra
la sua omoegeneita. In questo caso la massa m e determinata dallo spazio
interatomico e ci aspettiamo m ~ A.

Nei nostri calcoli eravamo interessati al caso m << A e abbiamo modi-
ficato i parametri della teoria per soddisfare questa condizione.

Ma c’¢ una condizione in cui le correlazioni del camp di spin sono molto
piu lunghe dello spazio interatomico, cosi che m << A. Quando il siste-
ma di spin comincia a magnetizzarsi, in prossimita del punto critico nasce
una correlazione degli spin a lunghe distanze nel magnete, che per essere
studiate necessitano una modifica della temperatura che porti il sistema in
prossimita della transizione di fase.

Allo stesso modo possiamo pensare di fare un aggiustamento lieve del
parametro m della ¢*—theory nella regione dei parametri dove troviamo
correlazioni del campo ¢ (z) su distanze pit grandi di 1.

Detto cio, riscriviamo il funzionale integrale piu esplicitamente, appli-
cando il cut-off appena descritto e ponendo J = 0 per semplicita:

Z= / [Dy) , exp [—/dda: (% (8u0)” + %m2<p2 + %&)] (14.24)
dove

Dely = [] de (k) (14.25)
[k|<A

ed essendo m, A parametri non fisici, quindi ecco spiegata ’assenza dei
controtermini. Dividiamo adesso le variabili di integrazione in 2 gruppi
e sia b < 1. Le variabili con bA < |k| < A sono i gradi di liberta di alto
momento su cui integreremo, e per definire meglio queste variabili scriviamo

[ ek) bA<I|K <A
b (@) = { 0 altrimenti (14.26)
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Ora definiamo un nuovo ¢ (k), identico al precedente per |k| < bA e nullo per
|k| > bA, rimpiazzando il vecchio ¢ con la somma ¢ + ¢ nella lagrangiana:

Z

1 1
[ oeppenn | [t (5 @ue + 0,0 + g o+ 07

1 1 1 1
AN 2030 4 20232 £ —ppd 1t
+ (6(’0 ‘P+4<P‘P +6<P<P +4!<P

(14.27)

dove abbiamo riscritto tutti i termini indipendenti da ¢ utilizzando £ (¢).
Da notare che i termini misti si annullanno, poiché componenti i Fou-
rier di differente lunghezza d’onda sono ortogonali. Quello che otteniamo
integrando e

Z:/mp]b,\ exp {—/ddxceff] (14.28)

dove Ley s () coinvolge solo le componenti ¢ (k) con |k| < bA. Vedremo che
questa differisce da L (@) per dei termini correttivi proporzionali a potenze
di A\, che compensano la rimozione delle componenti ¢ a grande k fornendo
I'interazione tra le rimanenti ¢ (k) che in precedenza erano mediate dalle
fluttuazioni di ¢.

Notando che i termini in L£.f¢ possono essere messi in forma diagram-
matica e trattando i termini quartici, tutti proporzionali a A, come pertur-
bazioni, elimineremo gli integrali su ¢.

Questo metodo ¢ universale e si utilizza ogni volta che si hanno teorie
con scale molto differenti: il processo si reitera considerando altri gusci fino
a quando si arriva alla scala desiderata, ovvero circa al cut-off, per poterne
quindi considerare gli effetti. I termini che non sappiamo trattare sono
quelli in A, che quindi affronteremo perturbativamente.

Poiche siamo interessati principalmente al caso in cui m? << A? trat-
teremo anche il termine $m?@? come una perturbazione: in questo modo
avremo

d

che porta al propagatore

A67f£0 A~ N
¢ (k)¢ (p) = fo D@g_@f(iz@ W) _ % (2m) ¢ (k + p) © (k) (14.30)

con

1 bA<|kl <A

0 altrimenti (14.31)

@(k)_{
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

I contributi dei restanti termini in ¢, visti come perturbazioni in Z pos-
sono essere calcolati applicando il teorema di Wick su questo propagatore.

Consideriamo prima il termine che risulta dall’espansione alla prima
potenza del termine p?(? nell’esponente in Z; decomponendo in modi di
Fourier e calcolando, avremo

A 1 dky
— [ dixZp? o :——/— k —k 14.32
[ #3880 =5 | oo k) 4

dove p? ¢$ equivale al diagramma3

~—

? P

2

essendo p un coefliciente che proviene dalla contrazione dei 2 campi:

A A%k 1 A 1—0v42
= 5/ = AT (1433)
bA<|k|<A (27) (4m)2T () ¢~

Dall’espansione otteniamo un termine del tipo exp [— fdd%ucpz + }
il coefficiente p sembra dare dunque una correzione positiva al termine di
massa di £. Se d = 4 avremo

Ao, o A _ _ _ _
—/dd:czgﬁ QP = —Z/d4x/d4k1d4k2d4k3d4k4cp(kl)go(kg)cp(kg)go(/a;)
—1 x 1
ek thathatha) k_§64 (ks + k4) © (k3)

che tenendo conto dei termini che scompaiono per via della d e svolgendo i
calcoli, porta a definire

A dks 1
= —/ ——3 (14.34)
2 Jon<ikj<a (2m)" k3
che ci da infine
A 1 [ d*k,
— d4—2M:——/— k —k 14.35
/ N4 5 (%)4#@( 1) ¢ (—k1) ( )

il cui contributo corrisponde al diagramma

3Si rappresenta il propagatore con una doppia linea: il propagatore connettera cop-
pie di campi ¢ dalle varie interazioni quartiche. Si rappresentano i campi ¢ in queste
interazioni, sui quali non si integra, come linee esterne singole.
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

Ad ordine A\?, tra gli altri contributi, avremo termini che coinvolgono le
contrazioni di 2 termini di interazione A\p?»2. Ogni termine corrisponde a
un vertice che connette due linee singole e due linee doppie, di cui vi sono
2 possibili diagrammi:

2
- XX

dove il primo proviene dal termine in A? dello sviluppo dell’esponenziale
exp [— I dd%me + } e il secondo € un nuovo contributo che diventera
una correzione all'interazione ¢* in £ ().

Per valutarlo esplicitamente, consideriamo per semplicita il limite in cui
i momenti esterni trasportati dal fattore ¢ sono veramente piccoli rispetto
a bA, in maniera tale che possiamo ignorarli. Il diagramma avra dunque
valore

~i d4a ¢t (14.36)

Y Lo ) g
20\4) Joagri<a (2m)? \K? (47T)%F(%) d=1

che stavolta per d = 4 sembra presentare una singolarita. Infine avremo

2
3/\11

AN N 14.
1672 b (14.37)

dh—n>14< T

Il 2 a numeratore conta le 2 possibili contrazioni, non essendoci fattori
combinatorici aggiuntivi dal counting delle linee esterne o vertici.

In precedenza nell’analisi della ¢*—theory, abbiamo incontrato un dia-
gramma simile integrato da 0 a A, che produceva una divergenza ultra-
violetta logaritmica. Tuttavia nella formulazione di Wilson questa non e
una patologia ma semplicemente & sintomo del fatto che il diagramma sta
ricevendo contributi da tutte le scale di momento. Dunque non ¢ assoluta-
mente detto che L.rr somigli a quella di partenza, in quanto la somma dei
diagrammi connessi porta modifiche a m? e \.

Potremo usare L.sr per calcolare le funzioni di correlazione di ¢ (k) o
gli elementi di matrice S.

Vediamo di definire meglio le differenze tra

7= /['Dgo]A e~ JdlaL (14.38)

Per farlo, riscaliamo le distanze e i momenti nella seconda come k' = % e
x’ = xb cosi che k' sia integrata su |k’'| < A come k. Tutto cio ci riconduce,
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14.5. Gruppo di rinormalizzazione di Wilson

perd=4, a
/d4x£eff = ‘/d‘lgc'b_4 B (1+A2)*p? ((’“)ch)2 + % (m? + Am?) ¢
1
+ 7 +AN ot + } (14.40)

Quello che vogliamo ¢ che L.y contenga sempre un termine cinetico, per
ottenere il propagatore iniziale, ridefinendo m’? e X\'2. In effetti, riscalando

=

¢ =[0b(1+AZ)%¢ (14.41)

otteniamo
4 4 1 1., A2 1 2 2 1., 14
dalesy = [ |5 (009) +5m™e? + N¢" + . (14.42)

dove non abbiamo esplicitato termini di ordine superiore dove compaiono
nuovi operatori di campo C’, D', etc., che potrebbero anche rendere la teoria
non rinormalizzabile, che non significherebbe comunque che anche la teoria
di partenza lo sia.

La teoria di Fermi a 4 fermioni per esempio, ¢ point-like e non rinor-
malizzabile: cio non significa che & sbagliata, poiche funziona ad una certa
scala. Cio significa soltanto che e la teoria effettiva di una teoria piu fon-
damentale che si manifesta a scale energetiche superiori, ovvero la teoria
elettrodebole. I nuovi parametri della lagrangiana sono

m? = (m?+Am?) (1+AZ) b2
No= A+AN14A2)72 (14.43)

Combinando l'integrazione fuori dai gradi di liberta ad alto momento e il
rescaling, abbiamo riscritto quest’operazione come una trasformazione della
lagrangiana. Continuando con questa procedura, potremmo integrare su
un’altra shell dello spazio dei momenti e trasformare ancora la lagrangiana.

Piu il parametro b & vicino a 1, piu le shell sono sottili e le trasformazioni
divengono continue: possiamo descrivere tutto cido come una traiettoria o
un flusso nello spazio di tutte le possibili lagrangiane.

Per ragioni storiche queste trasformazioni prendono il nome di gruppo di
rinormalizzazione, anche se non formano un gruppo vero e proprio poiche
I'integrazione fuori dai gradi di liberta non e invertibile.

Si puo dimostrare che almeno in prossimita del punto fisso di accop-
piamento zero, una lagrangiana arbitrariamente complessa alla scala del
cut-off degenera in una contenente solo un numero finito di interazioni ri-
normalizzabili. Al limite A — oo otteniamo predizioni ben definite solo se
la lagrangiana non contiene termini di massa negativi: sembra dunque che
la QED, che non li contiene, sia una teoria fortunata!

L’analisi di Wilson rovescia il punto di vista: ogni teoria quantistica di
campo e definita fondamentalmente con un cut-off che ha un certo signifi-
cato fisico. In QED e altre teorie che descrivono la fisica delle particelle,
il cut-off dovrebbe essere associato con la granulosita dello spazio-tempo,
forse un risultato delle fluttuazioni quantistiche nella gravita.
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14.6 Il potenziale di Coleman-Weinberg

Abbiamo parlato nei paragrafi precedenti di un potenziale efficace per la
¢*—theory in 4 dimensioni. Abbiamo calcolato le correzioni perturbative a
questo potenziale e usato il gruppo di rinormalizzazione per chiarire il com-
portamento del potenziale per piccoli valori della massa del campo scalare,
trovando che la dipendenza dal parametro di massa restava immutato da
tali correzioni.

Il ruolo delle correzioni di loop & quello di fornire aggiustamenti lo-
garitmici al comportamento dello scaling nei pressi della transizione di
fase.

Tuttavia possono esistere sistemi la cui struttura di transizione di fase
puo essere alterata significativamente dalle correzioni loop. L’esempio piu
semplice di un sistema di questo tipo e il modello di Coleman-Weinberg.

Questo modello & l'elettrodinamica quantistica di un campo scalare in
4 dimensioni considerato nel caso di piccoli valori della massa del campo.
La lagrangiana ¢

1 v A 2
L=~ FuF" + (Dup) Do —m?olo - 5 (¢'¢) (14.44)
essendo ¢ () il campo scalare complesso spin-0 e D,, la derivata covariante
che gia conosciamo.

e Assumiamo che m? = —p? < 0 in modo tale da rompere spontanea-
mente la simmetria ¢ — e~**p. Scrivendo
1
)=y +—(c(x)+im(x
0() = g0+ 75 (0 (@) +im (2)
ovvero il campo intorno allo stato di rottura, riscriviamo la lagran-

giana. Si verifica che il campo A, acquisisce massa, secondo il mec-
canismo di Higgs che conosciamo bene;

e Ci poniamo nella gauge di Landau 9" A4, = 0, computando la corre-
zione one-loop al potenziale efficace V' (¢.;), che € rinormalizzato dai
controtermini per m? e . Si rinormalizza e si introduce una scala di
rinormalizzazione M.

e Calcoliamo il limite per u?> — 0 del risultato ottenuto: dovremmo
avere adesso un potenziale efficace invariante dalla scale. Analizzando
Pespressione per A piccolo si mostra che V () ha un minimo che
rompe la simmetria, per un valore di . dove il logaritmo non &
grande, cosl che un’analisi perturbativa sia ancora valida. Dunque si
evidenzia che per queste costanti di accoppiamento, la teoria u? = 0
ha ancora un SSB dovuto all’influenza delle correzioni quantistiche.

e Costruiamo il gruppo di rinormalizzazione del potenziale efficace a
u? = 0 computando < ¢ > e la massa della particella o in funzione
di )\, e?, M. Calcoliamo il rapporto z—: per A << e2.

e Includendo gli effetti di un m? non nullo nell’analisi precedente, si
mostra che il rapporto assume un valore minimo non nullo non appe-

na m? aumenta da zero, prima che lo stato di rottura di simmetria
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14.6. 1l potenziale di Coleman-Weinberg

scompaia del tutto. Calcoliamo questo valore in funzione di e? per
A << el

La lagrangiana di questo problema, nella sua forma euclidea, & equiva-

lente all’energia libera di Landau per un superconduttore in d dimen-

sioni, accoppiata ad un campo elettromagnetico ed € nota come ener-

gia libera di Landau—GT'nzburg. Effetti importanti nella transizione di
T

fase si hanno solo per ;—TC‘ < 1075,
C
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