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CAPITOLO 1

Crisi della meccanica classica

1.1 Introduzione

Abbiamo già parlato nell’introduzione della relatività ristretta di come la
meccanica newtoniana non trovasse più riscontri sperimentali: in particola-
re la meccanica statistica, che si basava su quella classica, trovò non poche
difficoltà nel discutere, teoricamente prima e nei risultati sperimentali poi, i
comportamenti anomali di alcuni esperimenti all’apparenza privi di insidie
per le fondamenta della teoria stessa.

I lavori pioneristici di Boltzmann, per citarne uno, non erano sufficen-
ti a spiegare l’evolversi di alcuni eventi, che citeremo in questo capitolo
introduttivo.

1.2 Radiazione di corpo nero

Tutti i corpi emettono onde elettromagnetiche, la cui intensità e compo-
sizione spettrale dipendono in linea di massima dalla temperatura e dalla
costituzione fisica della superficie di questi stessi.

Esiste un caso particolare chiamato corpo nero, che, al contrario di
ogni altro corpo osservato in natura, è tale da non riflettere alcuna parte
della radiazione da cui viene investito, assorbendola completamente. La
sua migliore realizzazione sperimentale consiste di una cavità che comunica
con l’esterno per mezzo di un piccolo foro.

La radiazione penetra all’interno e qui viene intrappolata seppur riflessa:
questo implica la creazione di una miriade di dipoli oscillanti di frequenza
identica a quella della radiazione incidente1. Si forma dunque una compli-
catissima onda elettromagnetica: essa è generata dalle interazioni dei dipoli
(che coprono di conseguenza un vasto range di frequenze) e può uscire dalla
piccola apertura2; di conseguenza il corpo nero è rappresentato proprio dal

1Ricordiamo che questo avviene per via del campo elettrico oscillante.
2Il lettore non dimentichi che questa non è più la radiazione entrante.
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1.2. Radiazione di corpo nero

foro, poichè la cavità è solo risonante e non ci importa di come sia fatta o
sia realizzata.

Sperimentalmente la radiazione di corpo nero dipende dalla sua tempe-
ratura in modo speciale ma tuttavia universale, ovvero non dipende dal tipo
di materiale con cui è costruito. Questo dipende dal fatto che gli oscillatori
all’interno compiono le loro oscillazioni in seguito alla radiazione iniziale in
aggiunta a quelle derivanti dalla temperatura del corpo, come prevede il
modello classico termodinamico del concetto di temperatura.

Si verrà dunque a creare un equilibrio termico in senso statistico tra
la superficie interna e la radiazione all’interno, come conseguenza di un
continuo scambio di energia.

A questo equilibrio statistico si può finalmente applicare la meccanica
statistica di Boltzmann: secondo le regole classiche, tale equilibrio si ottiene
soltanto dopo che i dipoli hanno assorbito ed emesso.

Definendo la radianza totale del foro, la potenza elettromagnetica
emessa per unità di superficie, si nota sperimentalmente che essa secondo
la legge di Stefan-Boltzmann vale

I = σT 4 (σ = 5.67 · 10−8 W

m2◦K
) (1.1)

Volendo graficare come varia la radianza specifica, osserviamo che essa
aumenta con T e dipende da λ come in figura:

L’area sottesa dalla singola curva fornisce il valore di I. La curva ha
massimi ma non per uguali valori di λ, ciò significa che essi dipendono dalla
temperatura, per cui è stata fornita una nuova legge, detta spostamento di

Wien, secondo cui aumentando T il massimo si sposta verso sinistra.
Con tecniche di meccanica statistica si perviene alla legge di Rayleigh-

Jeans all’equilibrio statistico:

I = 2πk
T

λ2
(1.2)

essendo k la costante di Boltzmann. Dal punto di vista sperimentale pos-
siamo osservare che è sbagliata in quanto la radianza dipende dalla quarta
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1.2. Radiazione di corpo nero

potenza della temperatura come abbiamo visto in (1.1); inoltre è anche
logicamente sbagliata in quanto potremmo dire che l’intensità specifica è

I(λ) =
α

λ2
∼ βν2

Ma l’elemento infinitesimo di energia è dE(λ) = I(λ)dλ, per cui avrem-
mo che la radianza totale sarebbe

I =

∫ ∞

0

I(λ)dλ

che riportata in funzione di ν restituisce

I =

∫ ∞

0

I(ν)dν =

∫ ∞

0

βν2dν =∞

che è ovviamente impossibile in quanto rappresenterebbe la catastrofe del-
l’ultravioletto!

Tuttavia si nota sia sperimentalmente che graficamente, la legge di
Rayleigh-Jeans vale per basse ν, dunque soltanto localmente e non uni-
versalmente.

Per superare i problemi causati dalle incongruenze intrinseche di mec-
canica classica e statistica, un altro fisico, Planck, propose una teoria alter-
nativa. Classicamente lo scambio di energia tra dipoli oscillanti e radiazioni
avviene in maniera continua; supponendo che tale scambio avvenga invece
per pacchetti finiti (non infinitesimi), ossia per quanti o al massimo per loro
multipli interi, si ottiene qualcosa di inaspettato.

L’ipotesi di Planck è che

δE = hν =⇒ ∆E = nhν (1.3)

Pur essendo per lui un modo di operare, questo procedimento è al di
fuori della meccanica classica: infatti il secondo passo consisteva nel far
tendere a zero h, riottenendo tuttavia le sfortunate leggi precedenti. Ma
per h 6= 0 otteneva

I =
2πν2

c2
hν

e
hν
kT − 1

(1.4)

che riproduceva esattamente i valori sperimentali per ogni ν. Le leggi che lo
precedevano possono essere subito dedotte imponendo in questa, una volta
ν grande, un’altra ν piccola, come può verificare facilmente il lettore.

Perchè i risultati teorici fossero consistenti con quelli sperimentali, bi-
sognava introdurre per la costante di Planck il valore h = 6.625 · 10−34Js,
che ha le dimensioni di un impulso per posizione, o di energia per tempo,
o in generale di un’azione.

Con questo risultato si cap̀ı che la meccanica classica doveva essere
abbandonata; al tradizionale concetto di energia variabile con continuità,
Planck sostituisce quello di energia variabile in modo discreto per pacchetti,
quanti, di energia. Esiste dunque un limite minimo allo scambio energetico:
hν, che come vedremo nel prossimo paragrafo fu interpretato da Einstein
come quello dovuto ad un corpuscolo portatore di energia chiamato fotone.
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1.3. Effetto fotoelettrico

1.3 Effetto fotoelettrico

Alcuni metalli in natura, se investiti da radizione elettromagnetica di op-
portuna frequenza, emettono elettroni.

In breve, consideriamo un fascio di luce monocromatica di alta frequenza
che incide su una superficie metallica, estraendo da essa fotoelettroni. Se tra
questa e un collettore C si stabilisce un’opportuna differenza di potenziale,
gli elettroni estratti saranno raccolti in C e potranno essere rilevati come
corrente fotoelettrica.

Si trova che l’energia cinetica dei fotoeletroni non dipende dall’intensità
della radiazione incidente, ma solo dalla frequenza di questa. Sulla superfi-
cie del metallo ci sono elettroni di conduzione; il fascio di luce che trasporta
energia fa acquistare pian piano nel tempo agli elettroni, l’energia neces-
saria per superare la barriera di potenziale stabilita attorno al metallo: la
conseguenza di questo modo classico di schematizzare il problema è che
l’energia di estrazione necessaria a strappare via l’elettrone debba dipen-
dere dall’intensità della radiazione I piuttosto che dalla sua frequenza ν, in
quanto non vi sarebbe motivo di pensare il contrario.

Inoltre classicamente gli elettroni dovrebbero essere estratti per una
qualunque frequenza di radiazione incidente, a patto di aspettare un op-
portuno lasso di tempo: al contrario sperimentalmente ci si è accorti che
esiste una particolare frequenza di soglia ν0 tale che per ogni ν < ν0 non si
hanno fotoelettroni e per ogni ν > ν0 bastano anche radiazioni di bassissima
intensità per averne un grande numero.

Questo è incompatibile con la meccanica classica: l’elettrone dovrebbe
acquistare energia in funzione della sezione esposta a radiazione dell’atomo
a cui appartiene e solo dopo un pò di tempo esso dovrebbe scappare avendo
acquisito energia necessaria come detto in precedenza.

Nel 1905 Einstein ipotizza che la natura della luce non è conciliabile nel
contesto della meccanica classica: ma ammettendo che la luce è composta
da corpuscoli puntiformi (al posto delle onde) con velocità c, senza massa e
la cui energia è proporzionale a ν, egli supera l’ipotesi di Planck asserendo
che non solo gli scambi energetici, ma anche il campo elettromagnetico deve
avere energia E = hν, con ν frequenza3 del fascio di luce.

La luce risulta cos̀ı composta da un fascio di corpuscoli ciascuno di ener-
gia ε = hν: ad hoc ammettiamo che nell’urto elastico con un elettrone il
fotone γ gli trasmetta la sua energia, totalmente assorbita dall’e−, anni-
chilendosi. In questo modo è possibile spiegare l’effetto fotoelettrico come
segue:

• L’energia iniziale del fotone all’inizio è Ei = hν mentre quella dell’e-
lettrone fermo è nulla;

• L’energia di estrazione necessaria (che dipende dal metallo) è W =
hν0; l’energia finale dopo il processo fotoelettrico sarà Ef = T +W =
hν per la conservazione.

Di conseguenza T = h(ν−ν0) e si spiega come l’energia cinetica dipenda

3Il lettore rifletta su come Einstein attribùı aclassicamente una frequenza ad un
corpuscolo, annunciando il dualismo onda-particella risolto da De Broglie in seguito.
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1.4. Effetto Compton

solo da ν e non dall’intensità del fascio luminoso e come deve essere la
frequenza di quest’ultimo ν > ν0, poichè T è una quantita definita positiva.

L’ipotesi di Einstein anche se fatta ad hoc spiega perfettamente la di-
namica dell’effetto e per questo egli vincerà più tardi il nobel. Infine il
valore della costante h che compare nell’ipotesi coincide sperimentalmente
con quello della costante che compare nell’ipotesi di Planck.

Tuttavia pur risolvendo la questione dell’effetto fotoelettrico, Einstein
aveva risollevvato un problema secolare: la luce ha natura corpuscolare o
ondulatoria? Entrambi gli esperimenti del tedesco e di Planck sembravano
dare ragione a entrambe.

In termini classici un’onda elettromagnetica possiede una densità di
energia p per cui vale U = pc. Ma negli urti dunque, la luce (o il singolo
fotone) trasporta anche un impulso che si ricava dalla legge relativistica
speciale

|~p| = E

c
=
h

c
ν =

h

λ

tenendo a mente quanto trovato in precedenza. Nel 1923 il fisico Compton
tenta di verificarlo sperimentalmente facendo collidere (urti elastici) fotoni
con elettroni per diffusione.

1.4 Effetto Compton

Consideriamo una sorgente di raggi X; ogni singolo fotone colpisce un elet-
trone del bersaglio e viene diffuso, mentre l’elettrone che era fermo ac-
quista impulso ~pe: il fotone verrà deviato dalla sua traiettoria e cambierà
frequenza.

Considerando la conservazione del quadrimpulso:

{
~pν = ~pe + ~pν′

hν = hν′ + ~pec
(1.5)

I fotoni possono essere diffusi in tutte le direzioni, ma la loro frequenza
dipende dall’angolo ϕ tra fascio sorgente e asse delle ascisse, se schema-
tizziamo il processo in un sistema cartesiano. Cosa si può prevedere? In
effetti Compton rimase meravigliato dei suoi risultati:
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1.5. Esperimento di Davisson e Germer

Si possono notare 2 picchi dovuti a fotoni deviati (quelli supposti dalla
teoria) di frequenza prevista, ma anche fotoni non deviati ma respinti con
un’altra frequenza, come generati da un secondo fascio di luce. La loro
esistenza è spiegata da quella di elettroni non liberi sul bersaglio, troppo
legati alla massa totale.

Questo esperimento mette in luce la natura corpuscolare della luce cos̀ı
come quella ondulatoria in maniera altrettanto ottima.

Compton perviene cos̀ı ad una legge che ancora oggi porta il suo nome,
che lega la lunghezza d’onda del fascio diffuso a quella del fascio incidente:

∆λ = λ′ − λ =
h

m0c
(1− cosϕ) (1.6)

1.5 Esperimento di Davisson e Germer

I due aspetti della luce non compaiono mai contemporaneamente. Nella sua
tesi di laurea De Broglie propone che oltre la luce, tutte le particelle hanno
questa doppia natura, per cui se una di queste ha massa m, avrà di conse-
guenza anche lunghezza d’onda λ, come nel caso dei fotoni. Perciò suppone
che è possibile sempre associare una particella ad un’onda opportuna, tale
che

p =
h

λ
⇐⇒ λ =

h

p
(1.7)

Nel 1927 Davisson e Germer confermarono l’ipotesi di De Broglie os-
servando per elettroni effetti di interferenza. In breve il loro esperimento
consisteva di un cannoncino che sparava elettroni che venivano convogliati
verso un bersaglio, urtando e venendo riflessi. Un rivelatore ad angolo va-
riabile rileva le particelle riflesse: si ottiene che gli elettroni vengono riflessi
con angoli particolari, analogamente ai raggi X di Bragg in un cristallo. Ne
usc̀ı fuori la legge di Bragg

nλ = d sinϕ λ =
h

p
(1.8)

Schroëdinger rielabora la nuova meccanica ondulatoria, descrivendo gli
eventi in funzione della probabilità che essi avvengano.
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1.6. Spettro di righe di emissione dell’atomo di H

1.6 Spettro di righe di emissione dell’atomo

di H

Portando ad alta temperatura l’idrogeno tramite uno spettrometro è possi-
bile rilevare le righe del suo spettro: non un’emissione continua, ma soltanto
componenti discrete per determinate frequenze.

Questo classicamente era incomprensibile: la previsione era di uno spet-
tro continuo. Nel 1913 Bohr ipotizzò che non tutte le orbite dell’elettrone
intorno al nucleo di H fossero possibili, ma che solo quelle per cui il momento
angolare dell’elettrone risultasse un multiplo intero di l = n h

2π = n~ pote-
vano verificarsi. Queste orbite sono quelle per cui è necessaria un’energia
En = RH

n
, con RH costante di Rydberg e n il livello energetico.

E’ possibile che un elettrone passi da un livello energetico ad un altro a
patto di fargli acquistare o perdere energia.

Nel passaggio da un livello n ad uno inferiorem viene prodotto un fotone
secondo la relazione

hνnm = En − Em = −RH(
1

n2
− 1

m2
) (1.9)

In effetti questo è proprio quello che si osserva! Tuttavia anche questa
è una teoria costruita ad hoc e non classica:

• Si basa sull’imposizione non classica dell’orbita non distribuita conti-
nuamente;

• Sta al di fuori dell’elettrodinamica classica: quando un carica è acce-
lerata (elettrone che ruota intorno al nucleo) emette radiazione e.m.
legata al suo momento angolare; ma emettendo energia, per conser-
vazione dovrebbe muoversi a spirale verso il nucleo non descrivendo
alcuna orbita stazionaria e infine scontrandosi con esso, risultando
cos̀ı che ogni atomo è instabile, contro ogni osservazione.

1.7 Prime conclusioni

Un oggetto può essere descritto sia come onda sia come particella. De
Broglie propose che ad una particella di impulso ~p è associata un’onda
piana di λ = h

p
. Come descrivere questo e gli altri esperimenti all’interno

di una teoria coerente?
In ottica si comincia definendo i raggi: essa nel caso geometrico può con-

siderarsi un’approssimazione di quella ondulatoria. Dunque per analogia,
potrebbe essere che la meccanica classica sia una prima approssimazione di
una nuova meccanica ondulatoria. Schroëdinger si preoccupò di costruire
questa teoria almeno alla base con la sua funzione d’onda Ψ, che però non
trova subito una interpretazione.

In quesgli stessi anni Heisenberg, da uno sviluppo diverso di quello di
Bohr, elabora una teoria delle matrici, che porta agli stessi risultati della
meccanica ondulatoria. Più tardi Dirac avrebbe risistemato entrambe le
teorie nell’ambiente perfetto della meccanica quantistica.
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1.7. Prime conclusioni

Quanto esposto in questo capitolo ha messo in risalto la crisi della mec-
canica classica: la visione di interazioni infinitesime lascia il posto al limite
inferiore di scambio di azione di Planck h, causando indeterminazione na-
tuarale indipendente dalle misure dello sperimentatore; inoltre non è asso-
lutamente possibile osservare per studiare un sistema fisico senza interagire
con esso e disturbarlo, causando cos̀ı una inevitabile perdita di informazio-
ne. Vedremo come sia profondamente strano il mondo microscopico della
meccanica quantistica.
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CAPITOLO 2

I principi della meccanica ondulatoria

Abbiamo mostrato l’impossibilità di mantenere un sistema fisico impertur-
bato se sottoposto ad un qualunque processo di misura volto a conoscere
informazioni sulle sue variabili dinamiche.

Adesso metteremo in luce il principio fondamentale su cui costruiremo
l’apparato teorico che servirà per incollare insieme quanto detto nel capitolo
precedente.

Di cosa stiamo parlando, in breve? Se operiamo una misura, per esempio
su un elettrone che si muove da un punto ad un altro, dobbiamo osservare.
Cosa significa osservare? Significa mandare dei fotoni su ciò che stiamo os-
servando e rilevare come vengono diffusi: la variazione della loro frequenza
di uscita, legata alla lunghezza d’onda, ci permette di ’vedere’. E’ ovvio
che, ricordando dalla relatività che un fotone è un portatore di quadrim-
pulso, all’urto con ciò che misuriamo, il bersaglio subirà un disturbo legato
all’impulso del fotone: questo è influente per oggetti mcroscopici ma è as-
solutamente rilevante a livello quantistico, per oggetti come gli elettroni!
Di conseguenza osservare un elettrone automaticamente distrugge le nostre
speranze di conoscere ogni informazione sul suo stato.

Ma quello che vedremo è che la natura possiede una sorta di allarme
intrinseco che scatta non appena pretendiamo di conoscere qualcosa di più
su un sistema: vedremo che se osserviamo solo gli effetti di un esperimento
come quello di Young, otterremo un risultato, ma se vogliamo conoscere
per esempio che cammino ha percorso anche un solo singolo fotone, avremo
un risultato totalmente differente, per via del disturbo che abbiamo recato
con l’osservazione.

2.1 Esperimento di Young

Riprendiamo brevemente in cosa consiste questo esperimento volto a dimo-
strare la natura ondulatoria della luce.

Abbiamo una sorgente di luce monocromatica coerente che incide su uno
schermo con due fenditure: per effetto della diffrazione su ogni fenditura
i raggi in uscita si distribuiranno in un certo modo (che adesso andremo
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2.1. Esperimento di Young

a vedere) facendo interferenza, effetto che può essere visualizzato su un
secondo schermo.

Consideriamo prima uno schermo ad una fenditura, ottenendo qualcosa
di simile per quanto riguarda la distribuzione di intensità luminosa sul
secondo schermo:

Fig.1

La figura mostra la distribuzione a campana dell’intensità luminosa.
Se però abbiamo uno schermo Σ1 a 2 fenditure, non si ottiene, come si
potrebbe dedurre erroneamente, la media delle 2 campane, bens̀ı si ottiene
una figura di interferenza (linea tratteggiata):

Fig.2

Ovvero una figura con dei massimi e dei minimi e non una ’campana
media’ come quella di figura 3 (linea tratteggiata), ben diversa da quella di
figura 2:
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2.2. Caso macroscopico

Fig.3

Questo breve resoconto ci servirà come base concettuale per i prossimi
paragrafi.

2.2 Caso macroscopico

Vogliamo eseguire un esperimento del tutto simile a quello di Young almeno
in teoria, solo che al posto di un fascio di luce utilizzeremo una raffica di
oggetti macroscopici, per esempio proiettili, lanciati nella stessa direzione
e a velocità costante (pressochè l’equivalente luminoso di fascio coerente e
monocromatico).

Se la mitragliatrice restasse ferma nel tempo, i proiettili finirebbero tutti
nello stesso punto: ma noi vogliamo ricreare un equivalente macroscopico
dell’esperimento di Young, perciò consideriamo che essa si possa muovere
casualmente lungo la verticale, in questo modo emuleremo il fenomeno della
diffrazione.

2.2.1 Una fenditura

Sperimentalmente si nota che se Σ1 ha una fenditura e se consideriamo
come intensità il numero di proiettili che colpiscono ogni punto di Σ2, la
figura che si ottiene è del tutto identica a quella di fig.1.

Andando a contare per ogni punto y di Σ2 il numero di proiettili, pos-
siamo dunque costruire una funzione N(y) che associa ad ogni punto la
quantità di essi che vi sono stati sparati casualmente.

Poichè non possiamo predire le condizioni iniziali (il modo in cui i pro-
iettili verranno sparati e da quale punto), non possiamo ragionare deter-
ministicamente in maniera classica ma dobbiamo appellarci alle leggi della
probabilità e della statistica. Ripetendo l’esperimento un grande numero
di volte e con sempre più proiettili, si nota che, se NT è il numero totale

di essi, il rapporto N(y)
NT

tende a stabilizzarsi: ma questo può assumere un
significato di probabilità, infatti la somma di tutti gli N(y) è 1 (evento
certo), e tutti i rapporti appena introdotti sono compresi tra 0 e 1.

Consideriamo dunque di avere appena finito si sparare NT proiettili, di
avere la nostra curva di intensità, etc...: se sparo un altro proiettile, posso
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2.2. Caso macroscopico

dire dove finirà? Evidentemente no, però posso dire che può finire in un
preciso y0 con probabilità N(y0): ciò non toglie che ci finirà! Possiamo in

definitiva dire che la funzione p(y) = N(y)
NT

ci restituisce la probabilità che
un proiettile finisca nel punto y di Σ2.

2.2.2 Due fenditure

Adesso consideriamo il nostro esperimento Young-equivalente con due fen-
diture al posto di una. L’apparato ha esattamente la stessa forma di quello
di fig.2, ma come vedremo diversi saranno i risultati.

Questa volta i proiettili passeranno una volta da una fenditura una
volta dall’altra. Ovviamente se ne chiudiamo una o l’altra riotteniamo il
risultato del caso precedente. Ma se entrambe sono aperte, cosa si può dire
sulla figura d’intensità risultante?

Sia f1(y) = N1(y)
N1
T

la figura generata dalla prima fenditura se la seconda

fosse chiusa e f2(y) = N2(y)
N2
T

quella generata dalla seconda se la prima fosse

chiusa. Sappiamo che ogni singolo proiettile passa o dalla prima fenditura o
dalla seconda, mai da entrambe; dunque questi due eventi sono mutuamente
esclusivi e questo significa che per le leggi della probabilità classica posso
scrivere che la probabilità di trovare un proiettile in y è la somma di quella
relativa al fatto che esso è passato dalla prima fenditura e di quella relativa
al fatto che esso è passato dalla seconda fenditura:

f12(y) =
N(y)

NT
=
N1(y) +N2(y)

NT
=
N1(y)

NT
+
N2(y)

NT
=

=
N1(y)

N1
T

N1
T

NT
+
N2(y)

N2
T

N2
T

NT

essendo N1
T e N2

T , rispettivamente, il numero totale di proiettili che sono
passati dalla prima fenditura e dalla seconda, e tali che N1

T + N2
T = NT .

A questo punto, se spariamo tanti proiettili possiamo con buona approssi-
mazione (legge di Bernoulli dei grandi numeri) che N1

T ≃ N2
T ≃ NT

2 , e di
conseguenza, tornando alla precedente:

f12(y) =
N1(y)

N1
T

N1
T

NT
+
N2(y)

N2
T

N2
T

NT
=

1

2
f1(y) +

1

2
f2(y) =

1

2
(f1(y) + f2(y))(2.1)

ossia il valore medio delle due distribuzioni singole! Dunque il grafico che
prevediamo non è quello di Young a due fenditure (fig.2), ma quello che noi
abbiamo definito erroneo per casi ondulatori di fig.3.

Ma perchè è accaduto questo? Effettivamente il nostro osservare da
quale fenditura passano i proiettili disturba il loro moto, ma in modo cos̀ı
trascurabile che non riesce ad alterarlo significativamente: non abbiamo
pagato il prezzo di una pesante interferenza osservatore-osservato. E’ im-
portante sottolineare che questo risultato deriva dal fatto che gli eventi
erano mutuamente esclusivi.
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2.3 Caso microscopico

Riprendiamo un attimo l’esperimento di Young, ma con una variante: ese-
guiamo le misure di intensità sullo schermo Σ2 diminuendo di volta in volta
quella della sorgente.

Ci si accorge che non appena si arriva ad intensità debolissime, tanto da
dover cambiare il rilevatore con una serie di fotomoltiplicatori (un numero
finito, perciò abbiamo già compiuto una discretizzazione). A questo punto
ci accorgiamo che non accade mai che due fotomoltiplicatori si accendano
contemporaneamente, ma sempre uno per volta. Non abbiamo più un vero
e proprio fascio di luce, bens̀ı singoli fotoni! Allora ci chiediamo: perchè non
provare con i fotoni quanto abbiamo provato con i proiettili? Le condizioni
sono esattamente le stesse, con l’unica differenza che qui si tratta di scale
microscopiche.

Poichè possiamo ripetere esattamente le stesse osservazioni su f1(y) e
f2(y), le fenditure, le distribuzioni di ogni singola fenditura e quant’altro,
saltiamo inutili ripetizioni e soffermiamoci sul risultato.

Distinguiamo due casi: in uno non ci interessa da quale fenditura passa
ogni singolo fotone, nell’altro invece vogliamo questa informazione e perciò
su ogni fenditura poniamo una potente telecamera che ce la darà.

2.3.1 Nessuna informazione sul cammino

Ammettiamo in un primo momento di non voler sapere nulla per quanto
riguarda il cammino percorso da ogni singolo fotone tra la sorgente e Σ2,
nè tanto meno riguardo quale fenditura ha attraversato.

Ripetiamo per una fenditura, poi per l’altra e poi per entrambe aperte.
Ebbene, sperimentalmente in queste condizioni di ignoranza di informazione
da parte nostra, visualizziamo la figura di interferenza di fig.2!

Ma ricordiamo che siamo nell’analogo microscopico dei proiettili: dun-
que siamo obbligati a dire che su scala quantistica le cose vanno ben diver-
samente da come siamo abituati a pensare o prevedere, esattamente come
nel caso della relatività speciale dobbiamo abituarci ad un nuovo modo di
vedere e interpretare i fatti.

Tuttavia qui abbiamo supposto di non voler conoscere da dove passano
i fotoni nè di voler sapere quanti ne passano da ogni fenditura: chiamiamo
questo stato di cose alternative interferenti, in opposizione alle alternative

mutuamente esclusive già discusse.

2.3.2 Informazione sul cammino

Supponiamo adesso di ripetere lo stesso esperimento di prima, ma questa
volta interessandoci di verificare con opportuni rivelatori da quale fenditura
passano i fotoni e quanti ne passano per ciascuna.

Ripetiamo per una fenditura, poi per l’altra e poi per entrambe aperte,
ottenendo un risultato inaspettato: una figura come fig.3.

Questa volta abbiamo pagato il prezzo della conoscenza dell’informa-
zione: abbiamo alterato il moto dei fotoni con la nostra osservazione can-
cellando la possibilità di alternative interferenti e ripristinando quelle di
mutua esclusione già discussa nel caso dei proiettili.
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2.4. Questioni di alternative

Come spiegare questa differenza di risultati? Non possiamo utilizzare
l’effetto Compton, poichè in quel caso si parlava di utilizzare raggi X e non
fotoni. Resta da chiederci se l’interferenza compare o meno a seconda che
noi chiediamo di sapere da quale fenditura passano i fotoni o no.

Per questo ripetiamo esattamente lo stesso esperimento prima ad una e
poi a due fenditure, per esempio con dei neutroni: sperimentalmente riotte-
niamo le figure ottenute nel caso dei fotoni, rispettivamente con ignoranza
di informazione e con informazione. Ma questo significa che questa sorta
di legge naturale che ci nega la conoscenza esatta vale anche per i neutroni
e come vedremo, per qualunque altra particella (protoni per esempio) o in
generale, qualunque altro oggetto quantistico!

Possiamo concludere che avremo interferenza1 fino a quando avremo
ambiguità sulla fenditura scelta da ogni particella: non appena chiediamo
di sapere, inevitabilmente distruggiamo tutto causando mutua esclusione.

Non esiste modo di superare questa barriera naturale. Infatti potrem-
mo per esempio diminuire l’intensità del fascio, la frequenza ν dei fotoni,
ma avremmo allora grandi λ e di conseguenza maggiore effetto diffrattivo
arrivando al punto che i bagliorisaranno cos̀ı ampi da coinvolgere entram-
be le fenditure, poichè si allargano i fronti d’onda diffratti e interferiscono
a vicenda. Ma proprio per questo non siamo più capaci di distinguere i
bagliori dei fotoni diffusi e di fatto osserviamo interferenza!

Possiamo concludere che non esiste apparato tanto più delicato quanto
più preciso: queste due proprietà sono inversamente proporzionali.

Quello che abbiamo appena detto altro non è che il principio di com-
plementarità: non è possibile costruire un dispositivo sperimentale che

sia tanto preciso quanto delicato da non interferire con un evento.

2.4 Questioni di alternative

Abbiamo mostrato come in ogni caso di eventi mutuamente esclusivi, il
grafico dell’intensità che ricaviamo è la media aritmetica dei grafici che
otterremmo considerando separatamente le due fenditure.

Cosa dire invece per la probabilità riguardante alternative interferenti?
Sicuramente abbiamo visto che in questo caso p12(y) 6= p1(y) + p2(y) e

che in generale è p12[p1(y), p2(y)].
Per l’esperimento di Young sappiamo che nel generico punto P di Σ2 i

raggi provenienti dalle 2 fenditure interferiscono; questo perchè arrivano in
generale con una differenza di fase. Poichè si tratta di onde piane monocro-
matiche, e poichè consideriamo ϕ0 = 0, possiamo scrivere i campi elettrici
delle onde diffratte dalle due fenditure, in forma complessa, rispettivamente
come

{
E1 = E0e

i(kr1−wt)

E2 = E0e
i(kr2−wt) (2.2)

Ricordiamo che k = 2π
λ

è il vettore d’onda e w = 2πν la pulsazione

dell’onda, ed essi sono legati dalla relazione di dispersione k
w

= 1
c

(solo
perchè siamo nel caso di onde piane monocromatiche).

1Ecco perchè il nome di alternative interferenti.
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2.4. Questioni di alternative

Questo significa che il campo elettrico risultante in P è

E = E0[ei(kr1−wt) + ei(kr2−wt)] (2.3)

Sia adesso r = r1+r2
2 e ∆r = r2 − r1; allora possiamo dire che

{
r1 = r − ∆r

2

r2 = r + ∆r
2

(2.4)

Questo porta a

E = E0[ei(k[r−
∆r
2

]−wt) + ei(k[r+
∆r
2

]−wt)] =

2E0e
i(kr−wt) [eik

∆r
2 + e−ik

∆r
2 ]

2
= 2E0e

i(kr−wt) cos(k
∆r

2
) (2.5)

Per conoscere l’intensità I(P ) ci interessa |E|2 o comunque la parte di
E che non dipende dal tempo, ossia la sua ampiezza: infatti ricordiamo che
in generale |e±ix| = 1, per cui anche il modulo quadro è 1. Dunque

I12(P ) = α|E|2 = 4αE2
0 cos2(k

∆r

2
) = 4I0 cos2(k

∆r

2
) 6=

I1 + I2 = αE2
01 + αE2

02 (2.6)

ovvero non riotteniamo una media, come dimostra l’osservazione sperimen-
tale. Se la luce non fosse un’onda ci aspetteremmo I = 2I0.

Nell’esperimento di Young abbiamo visto che l’interfernza è descritta
da un numero complesso: perchè allora non dire che per descrivere un
evento serve proprio un numero di questo tipo? Non una probabilità, ma
l’ampiezza di un numero complesso in cui, come nel caso precedente, il suo
modulo quadro mi dia la probabilità dell’evento. Questa diventerebbe una
nuova interpretazione fisica del numero complesso in quest’ambito.

Riassumendo possiamo dire che considerando singolarmente le due fen-
diture abbiamo due ampiezze ϕ1 e ϕ2 i cui moduli quadri mi danno rispet-
tivamente p1 e p2. Quando entrambe le fenditure sono aperte avremo:

• Mutua eclusione: p12 = p1 + p2 = |ϕ1|2 + |ϕ2|2;

• Interferenza: p12 = f(p1, p2) = |ϕ12|2 = |ϕ1 + ϕ2|2;

Il caso interferente può essere scritto come segue:

|ϕ12|2 = |ϕ1 + ϕ2|2 = |ϕ1|2 + |ϕ2|2 + (ϕ∗
1ϕ2 + ϕ1ϕ

∗
2) (2.7)

che si distingue dal primo caso per il termine aggiuntivo della somma dei
prodotti dei complessi coniugati delle ampiezze.

Abbiamo stabilito in un certo senso come scegliere le operazioni sulle
ampiezze, ma resta da stabilire la loro forma. Prima di tutto precisiamo
che ogni ampiezza non è univocamente determinata perchè il modulo di
un numero complesso non cambia se lo si moltiplica per un fattore di fase

del tipo eiψ, ovvero sia ϕ che ϕ′ = ϕeiψ hanno lo stesso modulo. Ma ci
accorgeremo più avanti che questo è un problema di secondaria importanza
in meccanica quantistica.
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2.5 Stati quantistici

Supponiamo di avere una sorgente di elettroni, tutti con uguali proprietà
fisiche (queste proprietà le indicheremo con il termine di stato del sistema,
in questo caso l’elettrone). Ne vogliamo misurare l’impulso per esempio,
ma potremmo benissimo scegliere qualunque altra variabile dinamica Λ.

Di conseguenza porremo dei dispositivi per compiere tutte le possibili
n misure2 ξ1, ξ2, ..., ξn. Costruiamo n rivelatori Ri in modo che ciascuno di
essi si attivi soltanto se Λ = ξi e in nessun altro caso.

Nel tempo vedremo che una volta si attiverà R2, un’altra R12 e cos̀ı via,
pur avendo preparato ogni elettrone sparato nello stesso stato!

Ma questo ha come unica spiegazione che l’apparato sperimentale inter-
ferisce troppo significamente sull’evento osservato: su un totale di N casi
abbiamo ottenuto ni < N risposte da Ri, per ogni i = 1, 2, ..., n. Come al
solito possimo dire che per grandi N , ogni rapporto ni

N
tende a stabilizzarsi

statisticamente, pertanto dette p(ξi) = ni
N

le probabilità che un elettrone
colpisca il rivelatore Ri, possiamo dire che esse dipendono dalle condizioni
degli elettroni: dunque non ci importa del singolo per poter studiare quello
che desideriamo, ma della moltitudine, della distribuzione degli elettroni
proprio come nel caso dell’esperimento di Young.

A priori non sapremo dove andrà a finire l’(n+1)−esimo elettrone, però
potremo dire con quale probabilità può arrivare in ogni rivelatore.

Ad ogni elettrone corrisponde tutta la serie di probabilità ed esse sono
strettamente correlate alla variabile dinamica Λ1 o in generale allo stato di
emissione dalla sorgente. La stabilità dei rapporti su indicati ci conferma
che l’apparato emissivo è di buona fattura.

A questo punto ci chiediamo cosa accade se sostituiamo la sorgente
coerente S1 con una non coerente S2.

In effetti adesso entrano in gioco anche altre variabili dinamiche Λ2, ...,Λn,
a ciascuna delle quali sarà associata una ben precisa distribuzione come nel
caso delle Λ1, che anche per questa nuova sorgente produce un grafico di
intensità (o probabilità, se preferite), simile al precedente.

Questo significa che se misuriamo tutte le variabili dinamiche in gioco,
le distribuzioni ottenute sono l’immagine univoca delle condizioni inizia-
li degli elettroni. Se tutte le distribuzioni sono uguali significa che tut-
te le sorgenti Sk, seppur diverse, fanno uscire gli elettroni nelle stesse
condizioni fisiche. La massima informazione a cui potremo aspirare sarà
p(ξ1i1), p(ξ2i2 ), ..., p(ξnin), avendo indicato con p(ξkik) la probabilità di otte-
nere sul rivelatore opportuno k−esimo la misura ξik relativa alla variabile
dinamica Λk, con k = 1, 2, ..., n: fisicamente dico che tutte queste al variare
di k mi rappresentano lo stato quantistico del sistema (stato di sorgente)
e lo indico come stato di ingresso ψin

3.
Cosa possiamo dire invece sullo stato di uscita degli elettroni, dopo che

sono stati rivelati da Ri? Effettivamente nulla se l’apparato non è buono,
ma anche se lo fosse riveleremmo uno stato di uscita ψout che non ha nulla

2Il lettore osservi che ipotizziamo di misurare un set preciso di misure, con valori
stabiliti a priori e non a posteriori.

3Il lettore non dimentichi che questo vale solo e soltanto se tutti i rapporti ni
N

sono
stabili.
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2.6. Un esperimento ideale

a che fare con ψin, in quanto il processo di misurazione ha distrutto ogni
informazione possibile sullo stato iniziale.

Diciamo che l’informazione trasportata sul proprio stato iniziale da ogni
elettrone è conosciuta come riduzione del pacchetto d’onda, e che essa
dopo la rivelazione è totalmente cancellata.

Vogliamo pertanto studiare lo stato ψout, per cui aggiungiamo un altro
apparato subito dietro il precedente e rileviamo da questo lo stato di uscita
di ogni RΛ

i
4: se per questo avevamo rivelato ξi, con il secondo apparato

riveleremo ξj . Normalmente ξi 6= ξj , ovvero non c’è correlazione tra ciò che
è prima e ciò che è dopo.

2.6 Un esperimento ideale

Consideriamo una sorgente di un fascio di elettroni fortemente collimato,
tale che tutte le particelle abbiano la stessa direzione e lo stesso impulso
~p. Per misurare, facciamo interagire gli elettroni con dei fotoni e studiamo
come il tutto viene diffuso. Per questo aggiungiamo una sorgente di raggi
X di frequenza ν dal lato opposto a quella degli elettroni.

Nell’urto vi sarà diffusione di fotoni in tutte le direzioni, incluso π (dif-
fusione all’indietro). Per effetto Compton ν′ 6= ν, e andiamo a studiare
questi fotoni. L’esperimento è brevemente riassunto in figura:

Dopo l’urto l’elettrone procede nella stessa direzione, ma per effetto del-
l’interazione con il fotone avrà impulso ~p′ < ~p. Dalle misure di ν′ possiamo
ricavare ~p e ~p′, secondo le relazioni

{
~p = mec

ν′−ν
ν′+ν + h

2c (ν′ + ν)
~p′ = mec

ν′−ν
ν′+ν − h

2c (ν′ + ν)
(2.8)

essendo

ν′ =
mec

2ν

mec2 + 2hν
∆~p =

h

c
(ν′ + ν)

Va osservato che il ∆~p non ha nulla a che vedere con le osservazioni che
abbiamo fatto in precedenza sulla imprevedibilità intrinseca legata all’os-
servazione di variabili dinamiche. Tuttavia lavorando opportunamente su
ν possiamo ridurre arbitrariamente, o quasi, la variazione dovuta all’inte-
razione ma pagando il prezzo di perdere la precisione sulla posizione in cui
è avvenuto l’urto.

4Rivelatore i−esimo della variabile dinamica Λ.
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2.7. Ampiezza di un processo

Questo è anche profondamente legato alla precisione sull’istante in cui
avviene. In teoria possiamo ammettere condizioni di misura ideali, cioè
possiamo anche considerare che ∆~p = 0 dopo l’urto, ma ciò non toglie-
rebbe che perderemmo precisione sempre e comunque su un altra variabile
dinamica. Ma converremo di ammettere sempre l’esistenza di queste mi-
sure ideali. In questo modo avremo lo stato di uscita o di rivelazione ψout
uguale a quello misurato dal rivelatore Ri, ovvero dopo il passaggio da
questo l’informazione supponiamo non si distrugga completamente ma che
al contrario, ponendo una serie di rivelatori R′

i, R
′′
i , etc., essi misureranno

sempre lo stesso valore ξi = ψout.
Possiamo dunque affermare che p(ψin −→ ξi) = p(ψin −→ ψout), ovvero

la prima probabilità corrisponde a quella di rivelare una particella in ψout.
Diciamo infine che un processo fisico prevede preparazione del siste-

ma e rivelazione; un qualunque risultato avviene per alternative diverse,
in generale misurando variabili dinamiche. Per questo ad ogni processo
associamo un numero complesso che ne determina l’ampiezza e il cui signi-
ficato fisico è quello che il suo modulo quadro ci restituisce la probabilità
che esso avvenga.

2.7 Ampiezza di un processo

Non abbiamo ancora dato un modo per definire l’ampiezza. Per questo
la indicheremo d’ora in avanti con < ψout|ψin > con il significato che dal

numero complesso associato al fatto che a partire dallo stato d’ingresso ψin
arriviamo con una probabilità da definire allo stato di rivelazione ψout .

Tale probabilità la definiamo | < ψout|ψin > |2.
Non va dimenticato che la conoscenza di ψout non ci dà memoria su

quella di ψin: pertanto il futuro non dipende dal passato in meccanica
quantistica.

Fra tutte le scelte possibili abbiamo selezionato lo stato a cui è ca-
ratteristica la misura ξi, soltanto perchè la nostra osservazione perturba
l’osservato (riduzione del pacchetto d’onda).

Ci chiediamo adesso cosa accade nell’esperimento di Young o nel suo
analogo con altre particelle, se al posto di due fenditure, ve ne sono N?

Attribuiamo ad ogni fenditura i− esima (alternativa) un’ampiezza ϕi.
Chi sarà l’ampiezza totale e la probabilità5? Rispettivamente

ϕ =

N∑

i=1

ϕi pN (y) = |ϕ|2 = |
N∑

i=1

ϕi|2

Possiamo a piacimento aumentare il numero di fenditure stringendo la
loro ampiezza e aggiungendone sempre delle altre. Idealmente ne possiamo
ottenere infinite. Ma questo significa che stiamo studiando uno schermo
infinitamente bucato da fori infinitesimi, per cui è come se non vi fosse af-
fatto! Di conseguenza abbiamo che ϕ ci dà l’ampiezza che avendo preparato
gli elettroni, per esempio, in uno stato ψin, lo riveliamo in un intorno di

5Il lettore ricordi che essa dipende sempre da N .
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2.8. Notazione simbolica

y ∈ Σ2:

ϕ =

∞∑

i=1

ϕi =< y|ψin > (2.9)

che rappresenta dunque l’ampiezza del processo dipendente da tutti i possi-

bili processi intermedi, in quanto il nostro apparato è come se non avesse lo
schermo Σ1. Ogni ϕi risulta essere l’ampiezza relativa ad un particolare per-
corso (che si può considerare il risultato di una misura di posizione, in questo
caso, o di una qualunque altra variabile dinamica in generale). Questo però
solo e soltanto se ci troviamo in presenza di alternative interferenti.

2.8 Notazione simbolica

Nel paragrafo precedente abbiamo introdotto una notazione simbolica nuo-
va che assume significato solo nel contesto in cui l’abbiamo inserita. In
effetti sarà compito del prossimo capitolo darle un significato matematico
e stabilirne le leggi di composizione in maniera rigorosa.

Riprendiamo per ora il nostro set di alternative (le fenditure di Σ1) e
consideriamone solo due. Su Σ2 si trova il solito rivelatoreR. La probabilità
che esso venga attivato dipende da entrambe le alternative, per cui ci è
concesso scrivere simbolicamente

< R|S12 >=< R|S1 > + < R|S2 >

che dipende dalla fattura della sorgente e dallo schermo Σ1 che ha le due
fenditure. Poichè la relazione precedente vale per qualunque R, nessuno ci
vieta di scrivere

|S12 >= |S1 > +|S2 >

Questo |S12 > è un nuovo simbolo, somma di due simboli ad esso omo-
loghi, che indicheremo con il termine ket. La conoscenza dei soli ket ci dà
informazioni sullo stato di sorgente, per cui |S12 > sarà lo stato del sistema
all’ingresso che può essere scritto come somma di altri due stati.

L’elettrone emesso da S e passante da F1 può essere schematizzato come
segue: assegnamo un’ampiezza che ci dice che il processo si è evoluto da S
a F1 e poi da F1 a R, per un totale di due processi. Analogamente per
l’altra fenditura.

Nella probabilità classica come si indica che due eventi possano accadere
contemporaneamente? Si moltiplicano le loro due probabilità, per cui la
probabilità che l’elettrone da S giunga ad R passando per F1 (o per F2) è
< R|S1 >=< R|F1 >< F1|S > (o < R|S2 >=< R|F2 >< F2|S >). Per
cui si può dire che

< R|S12 >=< R|F1 >< F1|S > + < R|F2 >< F2|S >

Non abbiamo scritto < R|S1 >< S1|S > o < R|S2 >< S2|S > perchè
adesso non ci riguarda com’era l’elettrone, ma soltanto com’è adesso; dun-
que non ci importa S1 o S2, perchè sappiamo soltanto che parte da F1 o
F2 e non come è stato prodotto.
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2.8. Notazione simbolica

Come prima, la relazione vale per qualunque R perciò possiamo riscri-
vere

|S12 >= |F1 >< F1|S > +|F2 >< F2|S >
In termini di ampiezze significa che lo stato totale dipende da quello che

conosciamo, l’uscita da F1 (|F1 >) per un complesso che dipende dalla sor-
gente (< F1|S >), che stabilisce il ’peso’ dello stato |F1 >; analogamente
per lo stato |F2 >.

Lo stato di sorgente lo riscriviamo |ψ >. Se non c’è Σ1 e supponendo che
tutti gli elettroni emessi siano rilevati su Σ2, sondiamo le loro caratteristiche
fisiche misurando la sola posizione y su Σ2.

Ma questo significa conoscere tutte le ampiezze < R|ψ >. L’assenza di
Σ1 si può sostituire con un nuovo Σ1 con infinite fenditure microscopiche.
Indichiamo N fenditure, per avere l’ampiezza < R|ψ >N :

< R|ψ >N=

N∑

i=1

< R|i >< i|ψ >

che valendo per ogni R può essere riscritta

|ψ >N=

N∑

i=1

|i >< i|ψ >=⇒ lim
N−→∞

|ψ >N=

∞∑

i=1

|i >< i|ψ >

Il limite a questo punto ci dà informazioni sullo stato |ψ >, dove ogni
stato |i > ci dice invece che l’elettrone è passato dalla fenditura i−esima e
che sono tutti stati interferenti.

Siamo interessati adesso a vedere come trasporre in simboli il fatto che
le alternative devono essere interferenti o mutuamente esclusive.

Perciò riprendiamo il solito esperimento di Young: per ogni sorgente di
particelle in stato |ψ > esista un rivelatore R capace di attivarsi solo se le
particelle vi arrivano in quello stato. Chiamiamo più in generale lo stato di
rivelazione |ϕ > e non più yi. A questo punto

< ϕ|ψ >=
∞∑

i=1

< ϕ|i >< i|ψ > (2.10)

Questi due stati diremo che sono ortogonali: se la particella ha rag-
giunto la fenditura i non può essere passata da un’altra j 6= i; quindi dopo
essere uscita da i la probabilità che la vedremo uscire da j 6= i è zero.

Riassumendo diciamo che due stati, i, j si dicono ortogonali se <

j|i >= δij, essendo δij la funzione di Kronecker6.
Inoltre l’insieme di tutti questi stati ortogonali formano un insieme com-

pleto di stati, poichè tutte le alternative sono contemplate7. Di conseguen-
za, la probabilità che la particella emessa arrivi su una fenditura è 1, per
cui

∞∑

i=1

| < i|ψ > |2 = 1 (2.11)

6Brevemente ricordiamo che δij = 0 se i 6= j e δij = 1 se i = j.
7Non esistono fenditure escluse e non ne esistono altre oltre quelle date.
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2.8. Notazione simbolica

Osservazione.

In effetti quella d’ortogonalità è un’imposizione da parte dello speri-

mentatore: nessuno ci vieta di pensare che la particella si possa trovare

in più punti contemporaneamente, come del resto proposero J.Wheeler e

R.Feynman negli anni quaranta, sostenendo che poteva accadere che la stes-

sa coppia elettrone-positrone poteva essere vista allo stesso istante t in tre

posizioni differenti e dallo stesso osservatore!

Poichè la relazione (2.10) deve valere per ogni |ϕ > avremo

|ψ >=

∞∑

i=1

|i >< i|ψ > (2.12)

che è il simbolo dello stato di preparazione |ψ > come combinazione
lineare di stati intermedi di preparazione.

La questione vale anche nella situazione speculare:

< ϕ| =
∞∑

i=1

< ϕ|i >< i| (2.13)

che è invece il simbolo di uno stato di rivelazione < ϕ| come combi-
nazione lineare di stati intermedi di rivelazione. Questo nuovo simbolo lo
chiameremo bra.

Poichè quanto detto coinvolge sullo schermo Σ1 bucato (griglia) misure
di posizione i soltanto, possiamo generalizzare facilmente a qualunque altra
variabile dinamica, sotituendo alle fenditure delle cose più complicate come
rivelatori di impulso, e le indico con χi; esse godranno ancora delle seguenti
proprietà:

• < χi|χj >= δij (ortogonalità)

• ∑
i | < χi|ψ > |2 = 1 (completezza)

L’ultima può essere riscritta utilizzando le proprietà dei numeri com-
plessi8 come

∞∑

i=1

| < χi|ψ > |2 =

∞∑

i=1

< χi|ψ >< χi|ψ >∗= 1 (2.14)

Ma avendo χi in luogo di i ed essendo gli ϕ stati (dalla definizione di
bra data prima), possiamo senza dubbio scrivere

| < ϕ|ψ > |2 =

∞∑

i=1

< ϕ|χi >< χi|ψ > (2.15)

A questo punto la domanda è: con quale probabilità produco in condi-
zioni ideali uno stato ψ o lo rivelo ancora come ψ? Poichè siamo nel caso

8In particolare quella che il quadrato di un numero complesso si può scrivere come
il prodotto dei suoi complessi coniugati: z2 = zz∗.
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2.8. Notazione simbolica

ideale, questo è un evento certo per cui < ψ|ψ >= 1, e nella precedente si
avrà

∞∑

i=1

< ψ|χi >< χi|ψ >= 1 (2.16)

Osservando le (2.14) e (2.16), si ottiene

< χi|ψ >∗=< ψ|χi >=⇒< ϕ|ψ >=< ψ|ϕ >∗ (2.17)

valida per qualunque sistema fisico! Tutto questo ci suggerisce un’algebra
nuova di ampiezze, stati o vettori, all’interno di un’opportuna struttura
vettoriale.

Analogamente a come, nello spazio cartesiano, ~a = xî+ yĵ+ zk̂, diremo
che in questo nuovo spazio |ψ > ha il ruolo di ~a, mentre gli ξi quello dei
versori della base e < χi|ψ > quello di componenti.

In questo nuovo spazio è definito un prodotto scalare e per questo ha tut-
ta l’aria di essere simile ad uno spazio di Hilbert, che vedremo nel prossimo
capitolo.

Ma dove abbiamo incontrato questo presunto prodotto scalare? In
effetti i ’responsabili’ sono i vettori bra e ket:

{
|ψ >=

∑
i |χi >< χi|ψ >

|ψ >=
∑

i |χi > ci ci ∈ C : ci =< χi|ψ > =⇒

=⇒< ϕ|ψ >=
∑

i

< ϕ|χi > ci (2.18)

Il lettore attento avrà notato che questa è una proprietà tipica del
prodotto scalare. Sia infatti ~b = α~x+ β~y:

~a ·~b = ~a · (α~x + β~y) = α~a · ~x+ β~a · ~y

E come prova, se ad ~a corrisponde < ϕ| e a ~b corrisponde |ψ >, avremo
che < ϕ|ψ > segue la regola appena detta. Anche se lo spazio in questione
è più complicato l’analogia con quello reale è abbastanza valida. In un
campo scalare si definisce una proprietà in più: < ~a,~b >=<~b,~a >∗ (avendo
indicato con questa scrittura il generico prodotto scalare tra i due vettori).

Le ampiezze del nostro spazio hanno questa ulteriore proprietà con l’ag-
giunta della possibilità di avere una base di dimensione ∞: questo porta
proprio ad uno spazio di Hilbert!

Inoltre non va dimenticato che abbiamo ricavato < ψ|ψ >= 1, analogo
al comune < ~a,~a >= ||~a||, ossia una norma ma unitaria. Questo significa
che ad ogni stato ψ corrisponde un vettore normato nello spazio di Hilbert
|ψ >.
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CAPITOLO 3

Spazi di Hilbert

3.1 Lo spazio di Hilbert come spazio degli

stati

Vogliamo riassumere quanto detto nella notazione di Dirac, per questo con-
sideriamo come campo quello dei numeri complessi, ma di dimensione infi-
nita, e ivi definiamo un prodotto scalare: in questo modo abbiamo appena
presentato uno spazio di Hilbert H .

Nella notazione di Dirac i vettori di H si indicano con | > e vengono
detti ket.

Definizione 1 L’azione di un operatore lineare A su un ket |ψ > viene

indicata dalla corispondenza

|ψ′ >= A|ψ >

Definizione 2 Il prodotto scalare tra due ket, |ψ > e |ϕ > viene indicato

con uno dei due simboli

< ϕ|ψ > < ψ|ϕ >

e si ha che

< ϕ|c1ψ1 + c2ψ2 >=< ϕ|(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >) = c1 < ϕ|ψ1 > +c2 < ϕ|ψ2 >

inoltre

< c1ϕ1 + c2ϕ2|ψ >≡ c∗1 < ϕ1|ψ > +c∗2 < ϕ2|ψ >

Definizione 3 Indichiamo con H ′ lo spazio duale di H, ovvero l’insieme

di tutti i funzionali lineari continui f definiti su H:

f(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >) = c1f(|ψ1 >) + c2f(|ψ2 >)
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3.2. Operatori

Teorema 1 (Teorema di Riesz) Esiste una corrispondenza biunivoca tra

H e H ′ tale che ad ogni funzionale f ∈ H ′ corrisponde un vettore ϕ ∈ H
che soddisfa la relazione

fϕ(x) =< ϕ, x > ∀x ∈ H

Nella notazione di Dirac

fϕ(x) =< ϕ|x > fϕ ←→ |ϕ >

il funzionale f ∈ H ′ corrispondente al ket |ϕ > viene indicato con il simbolo
< ϕ| detto bra:

< ϕ| ∈ H ′ ←→ |ϕ >∈ H

Di conseguenza, il simbolo < ϕ|ψ > ha due interpretazioni:

• Rappresenta il prodotto scalare < ϕ|ψ >;

• Rappresenta l’applicazione del funzionale lineare< ϕ| al ket |ψ >∈ H .

Ci chiediamo adesso quale sia il bra associato al ket combinazione lineare
|ψ >= c1|ψ1 > +c2|ψ2 >; osserviamo che

< ψ|(x >) =< ψ|x >=< c1ψ1 + c2ψ2, x >= c∗1 < ψ1, x > +c∗2 < ψ2, x >=

c∗1 < ψ1|x > +c∗2 < ψ2|x >

ovvero

< ψ|x >= (c∗1 < ψ1|+ c∗2 < ψ2|)(|x >)

ed essendo |ψ >= c1|ψ1 > +c2|ψ2 >, si ha < ψ| = c∗1 < ψ1|+ c∗2 < ψ2|, cioè
la corrispondenza |ψ >←→< ψ| è antilineare.

3.2 Operatori

Sia A un operatore lineare su H :

A[a1|ψ1 > +a2|ψ2 >] = a1A|ψ1 > +a2A|ψ2 >

Al contrario, l’azione di un operatore lineare su H ′ viene scritta in
notazione postfissa

[a1 < ϕ1|+ a2 < ϕ2|]B = a1 < ϕ1|B + a2 < ϕ2|B

Definizione 4 Sia dato A tale che |ψ′ >= A|ψ >. Questa associazione

crea in H ′ un legame analogo a questo ma retto da un altro operatore, A∗,
tale che < ψ′| =< ψ|A∗ e che definiamo operatore coniugato immagine.

Da questa definizione ne ricaviamo che

(< ψ|A∗)|x >=< ψ′|x >≡< ψ′, x >=< x,ψ′ >∗≡< x|ψ′ >∗= [< x|(A|ψ >)]∗
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3.2. Operatori

pertanto l’operatore A∗ è definito dalla relazione

(< ψ|A∗)|x >= [< x|(A|ψ >)]∗

Mostriamo adesso che le proprietà di A valgono anche per A∗, ma in
H ′. Infatti esso è lineare su H ′:

[c1 < ψ1|+ c2 < ψ2|]A∗ = c1 < ψ1|A∗ + c2 < ψ2|A∗

Infatti

[(c1 < ψ1|+ c2 < ψ2|)A∗]|x >=

= {< x|[A(c∗1|ψ1 > +c∗2|ψ2 >)]}∗ =

= {< x|(A|ψ1 >)c∗1+ < x|(A|ψ2 >)c∗2}∗ =

= c1 < x|(A|ψ1 >)∗ + c2 < x|(A|ψ2 >)∗ =

= c1(< ψ1|A∗)|x > +c2(< ψ2|A∗)|x >=

= [c1 < ψ1|A∗ + c2 < ψ2|A∗]|x >

Definizione 5 Sia < ϕ,ψ′ > un funzionale lineare di ψ, esiste un vettore

ϕ′ tale che < ϕ,ψ′ >=< ϕ′, ψ > e definiamo A† l’operatore hermitiano
coniugato che genera il rapporto tra ϕ e ϕ′ come ϕ′ = A†ϕ.

L’ultima relazione esprime anche il rapporto tra A e A†, che definisce A†:

< ϕ,Aψ >=< A†ϕ, ψ >

Teorema 2 L’operatore A† è lineare.

Dimostrazione 1 Posto ϕ = α1ϕ1 + α2ϕ2, dalla definizione segue:

< A†(α1ϕ1 + α2ϕ2), ψ >=< α1ϕ1 + α2ϕ2, Aψ >=

=< α1ϕ1, Aψ > + < α2ϕ2, Aψ >=

= α∗
1 < ϕ1, Aψ > +α∗

2 < ϕ2, Aψ >=

= α∗
1 < A†ϕ1, ψ > +α∗

2 < A†ϕ2, ψ >=

=< α1A
†ϕ1 + α2A

†ϕ2, ψ >

Poichè questa relazione vale per ogni ϕ1, ϕ2, ψ e per ogni α1, α2 ∈ C,
otteniamo quanto cercato:

A†(α1ϕ1 + α2ϕ2) = α1A
†ϕ1 + α2A

†ϕ2

Nella notazione di Dirac quanto trovato si esprime in maniera quasi
analoga.

Partendo da |ψ′ >= A|ψ > e |ϕ′ >= A†|ϕ >, osserviamo che la
definizione di A† porta a

< ϕ,Aψ >=< A†ϕ, ψ >=< ψ,A†ϕ >∗

che nella notazione di Dirac porta alla definizione

< ϕ|(A|ψ >) = [< ψ|(A†|ϕ >)]∗
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3.2. Operatori

mentre la linearità ha forma

A†[α1|ϕ1 > +α2|ϕ2 >] = α1A
†|ϕ1 > +α2A

†|ϕ2 >

Osservazione.

Dalla definizione < ϕ,ψ′ >=< ϕ′, ψ >, ne deriva anche che < ψ′, ϕ >=<
ψ,ϕ′ >, ovvero < Aψ,ϕ >=< ψ,A†ϕ >. Ma

< ψ,A†ϕ >≡< (A†)†ψ, ϕ >=⇒
=⇒< Aψ,ϕ >=< ψ,A†ϕ >≡< (A†)†ψ, ϕ > ∀ϕ, ψ ∈ H

pertanto A = (A†)†.
Sia A un operatore lineare su H e sia < ϕ| ∈ H ′. Il funzionale <

ϕ|(A|ψ >) è lineare rispetto a |ψ >, pertanto esiste < ϕ′| :< ϕ| −→<
ϕ′| ≡< ϕ|A1 e tale che < ϕ′|ψ >=< ϕ|ψ′ > e (< ϕ|A1)|ψ >=< ϕ|(A|ψ >);
questo definirà l’operatore coniugato immagine di A†.

Teorema 3 L’operatore A1 è lineare.

Dimostrazione 2 Infatti, posto < ϕ| = α1 < ϕ1|+ α2 < ϕ2|, si ha, dalla
definizione di A1:

[(α1 < ϕ1|+ α2 < ϕ2|)A1]|ψ >= (α1 < ϕ1|+ α2 < ϕ2|)(A|ψ >) =

= α1 < ϕ1|(A|ψ >) + α2 < ϕ2|(A|ψ >) =

= α1(< ϕ1|A1)|ψ > +α2(< ϕ2|A1)|ψ >=

= (α1 < ϕ1|A1 + α2 < ϕ2|A1)|ψ >

Ossrviamo adesso che < ϕ′| =< ϕ|A1 è il funzionale lineare (bra) co-
niugato del vettore (ket) |ϕ′ >= A†|ϕ >; questo implica che l’operatore
coniugato immagine di A† è A1: A1 ≡ (A†)∗.

Analogamente vale (A†)1 ≡ [(A†)†]∗ ≡ A∗, per cui A∗ ≡ (A†)1.
La grande semplificazione della notazione di Dirac ci permette di indi-

care con lo stesso simbolo due operatori, A ≡ A1, finchè A è lineare, poichè
non porta confusione. Di conseguenza

(< ϕ|A)|ψ >=< ϕ|(A|ψ >) ≡< ϕ|A|ψ >

dove il simbolo A può essere visto come operatore A sui ket (a destra) o A1

sui bra (a sinistra), in questo modo vengono eliminate le parentesi e snellita
la notazione.

La semplificazione di Dirac comporta anche altre conseguenze quali le
relazioni A∗ ≡ A† e (A†)∗ ≡ A. In questo modo la definizione di hermitiano
coniugato assume la forma

< ϕ|A|ψ >=< ψ|A†|ϕ >∗

Consideriamo un esempio per meglio comprendere come operare con questa
nuova notazione.

Siano |ψ′ >= A|ψ > e |ϕ′ >= B|ϕ >. Avremo che < ϕ′|ψ′ >=<
ψ′|ϕ′ >∗, per cui

(< ϕ|B†)(A|ψ >) =< ϕ|B†A|ψ >= (< ψ|A†)(B|ϕ >)∗ =⇒
=⇒< ϕ|B†A|ψ >=< ψ|A†B|ϕ >∗
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3.3. Algebra degli operatori

mettendo in risalto la notevole proprietà che il complesso coniugato di un’e-

spressione si ottiene scambiando l’ordine di apparizione dei suoi elementi e

sostituendoli con il loro complesso coniugato nel caso di numeri complessi,

con il loro hermitiano nel caso di operatori lineari, con il bra o con il ket

corrispondenti nel caso di vettori.

3.3 Algebra degli operatori

Abbiamo introdotto gli operatori che agiscono sui vettori bra e ket. Adesso
ci occuperemo delle proprietà che li riguardano:

• Somma:

(A+B)|ψ >= A|ψ > +B|ψ >
< ϕ|(A+B) =< ϕ|A+ < ϕ|B

• Prodotto per uno scalare α:

(αA)|ψ >≡ α(A|ψ >)

< ϕ|(αA) = α(< ϕ|A)

• Prodotto di 2 operatori lineari P ≡ AB (P è ancora lineare):

P |ψ >≡ (AB)|ψ >≡ A[B|ψ >]

• Operatore identità I:

I|ψ >= |ψ > ∀|ψ >

• Operatore inverso1 A−1:

AA−1 = A−1A = I

• Se A,B sono invertibili si ha

(B−1A−1)(AB) = B−1(A−1A)B = B−1IB = B−1B = I =⇒
=⇒ (AB)−1 = B−1A−1

Abbiamo visto in precedenza che il prodotto tra 2 matrici in generale
non gode della proprietà commutativa, per cui:

• Due operatori A,B commutano se

[A,B] = AB −BA = 0

Definizione 6 Un operatore U tale che U−1 = U † è detto unitario.

1Questo implica che A definisce un’applicazione suriettiva su H.
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3.3. Algebra degli operatori

Un operatore unitario è dunque tale che UU † = I e di fatto conserva il
prodotto scalare, se |ϕ′ >= U |ϕ e |ψ′ >= U |ψ >:

< ϕ′|ψ′ >=< ϕ|U †U |ψ >=< ϕ|I|ψ >=< ϕ|ψ >

Riassumiamo in breve le proprietà dell’operatore A†. Poichè

< v|(A†)†|u >=< u|A†|v >∗=< v|A|u > ∀u, v ∈ H

per cui (A†)† ≡ A. Inoltre

< u|(AB)†|v >=< v|AB|u >∗=< v|A(B|u >)∗ =

= (< u|B†)(A†|v >) ≡< u|B†A†|v > ∀u, v ∈ H

da cui (AB)† = B†A†.
E’ facile dimostrare che il simbolo † gode delle seguenti proprietà:

(A+B)† = A† +B†

(αA)† = α∗A†

Un operatore lineare tale che A† = A sappiamo essere hermitiano, ov-
vero < u|A|v >=< v|A†|u >∗=< v|A|u >∗. Questo implica che comunque
si scelga ψ, la grandezza < ψ|A†|ψ > è un numero reale. Infatti se A† = A

< ϕ|A|ψ >=< ψ|A|ϕ >∗ ∀ϕψ ∈ H

e in particolare, se ϕ = ψ, < ψ|A|ψ >=< ψ|A|ψ >∗, che è valida se e solo
se la grandezza in questione è reale.

Analogamente si può mostrare che se < ψ|A|ψ >=< ψ|A|ψ >∗ è reale,
allora A† = A:

reale =< ψ|A|ψ >=< ψ|A†|ϕ >∗= reale =< ψ|A†|ϕ >=⇒ A† = A

Definizione 7 Un operatore lineare K si definisce antihermitiano se K† =
−K.

Teorema 4 Ogni operatore lineare A si può sempre scrivere come somma

di un operatore hermitiano H† e di uno antihermitiano −K†: A = H +K.

Dimostrazione 3 Semplicemente basta porre:

{
H = 1

2 (A+A†)
K = 1

2 (A−A†)
(3.1)

Tuttavia non è detto che se A,B sono hermitiani, il loro prodotto sia
hermitiano: infatti (AB)† = B†A† = BA e perchè AB sia hermitiano
è necessario che (AB)† = AB, che è verificata solo se i due operatori
commutano.

Definizione 8 Dati due vettori |u >, |v >, definiamo operatore diadico
P = |u >< v| la cui azione su un qualsiasi ket |ψ > è data dalla legge

P |ψ >≡ |u > (< v|ψ >)
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3.4. Problema agli autovalori

Praticamente

(|u >< v|)|ψ >= |u >< v|ψ >

ed inoltre

< ϕ|P ≡ (< ϕ|u >) < v|
< ϕ|(|u >< v|)| =< ϕ|u >< v|

Si vede subito che P † = |v >< u|; infatti

< ψ|P † =< u| < v|ψ >∗=< u| < ψ|v >=< ψ|v >< u| =< ψ(|v >< u|)

E’ da notare che in generale P non è hermitiano; lo è se e soltanto se
|u >≡ |v >, nel qual caso prende il nome di operatore di proiezione.

Definizione 9 Dato un vettore |v >∈ H, il simbolo |v >< v| definisce un

nuovo operatore proiettore Pv ≡ |v >< v|, con ||v|| = 1, tale che per ogni

|x >∈ H sia

Pv|x >= |v > (< v|x >) =⇒ (|v >< v|)|x >≡ |v > (< v|x >)

Teorema 5 L’operatore proiettore è lineare ed hermitiano.

Dimostrazione 4 Questo si può mostrare notando che

< x|P † =< v|(< v|x >)∗ =< v| < x|v >=< x|v >< v| =< x|P =⇒ P † = P

Si può anche mostrare che tale operatore è idempotente:

P 2
v |ψ >= PvPv|ψ >= Pv[|v >< v|ψ >] = |v >< v|v >< v|ψ >=

= |v >< v|ψ > Pv|ψ >

di ovvia estensione al caso di una potenza n generica.

3.4 Problema agli autovalori

Definizione 10 Si definiscono autovalori ed autovettori di un operatore

lineare A, i numeri λ 6= 0 ed i vettori |ψ > 6= |0 > che soddisfano alla

relazione

A|ψ >= λ|ψ > ||ψ|| > 0

Dalla definizione data si nota che gli autovettori sono definiti a meno
di una costante moltiplicativa arbitraria. Infatti se |ψ > è un autovettore
relativo a λ, lo è anche |ψ′ >= c|ψ >:

A|ψ′ >= A[c|ψ >] = cA|ψ >= cλ|ψ >= λ(c|ψ >) = λ|ψ′ >

Gli autovettori che ci interessano d’ora in avanti, sono quelli a norma
unitaria: ||ψ|| = 1.
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3.4. Problema agli autovalori

Definizione 11 Definiamo un autovalore semplice se non esistono due o

più autovettori lin. indip. relativi a quello stesso autovalore:

{
A|ϕ1 >= λ|ϕ1 >

A|ϕ2 >= λ|ϕ2 >
=⇒ |ϕ2 >= |ϕ1 >

Altrimenti definiamo un autovalore degenere se esistono almeno due au-

tovettori lin. indip. relativi a quell’autovalore.

Teorema 6 Gli autovettori appartenenti ad uno stesso autovalore formano

un sottospazio vettoriale.

Dimostrazione 5 Infatti siano A|ψ1 >= λ|ψ1 > e A|ψ2 >= λ|ψ2 > e
poniamo |ψ >= c1|ψ1 > +c2|ψ2 >. Si avrà allora

A|ψ >= A(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >) = c1A|ψ1 > +c2A|ψ2 >=

c1λ|ψ1 > +c2λ|ψ2 >= λ(c1|ψ1 > +c2|ψ2 >) = λ|ψ >

Indichiamo questo sottospazio con D(λ).

Per definizione la dimensione di D(λ) è l’ordine di degenerazione del-
l’autovalore λ.

Teorema 7 Gli autovalori di un operatore hermitiano sono reali.

Dimostrazione 6 Sia A|ψ >= λ|ψ >. Si ha che < ψ|A|ψ >= λ < ψ|ψ >,
per cui

< ψ|A|ψ >∗=< ψ|A†|ψ >=< ψ|A|ψ >= λ < ψ|ψ >

da cui deriva λ∗ = λ che è valida solo per numeri reali.

Teorema 8 Due autovalori di A = A† appartenenti ad autovalori distinti,

sono tra loro ortogonali.

Dimostrazione 7 Infatti siano A|ψ1 = λ1|ψ1 > e A|ψ2 = λ2|ψ2 >, con
λ1 6= λ2. Allora si ha

< ψ2|A|ψ1 >= λ1 < ψ2|ψ1 >

< ψ1|A|ψ2 >= λ2 < ψ1|ψ2 >

< ψ1|A|ψ2 >
∗= λ2 < ψ1|ψ2 >

∗= λ2 < ψ2|ψ1 >

< ψ2|A†|ψ1 >= λ2 < ψ2|ψ1 >

< ψ2|A|ψ1 >= λ2 < ψ2|ψ1 >

da cui sottraendo l’ultima dalla prima si ottiene

0 = (λ1 − λ2) < ψ2|ψ1 >=⇒< ψ2|ψ1 >= 0

poichè per ipotesi λ1 6= λ2, per cui i due autovettori sono ortogonali tra
loro.

Poichè vettori ortogonali tra loro sono anche linearmente indipendenti,
ne segue l’importante corollario:
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3.4. Problema agli autovalori

Corollario 1 Autovettori di A† = A appartenenti ad autovalori distinti

sono tra loro linearmente indipendenti.

Supponiamo adesso di avere un autovalore λ di degenerazione finita
n. Poichè ci troviamo in uno spazio di Hilbert, che è vettoriale, possiamo
operare il procedimento di Graham-Schmidt per trovare una base ortonor-
male di autovettori per il sottospazio Dn

λ(|e1 >, |e2 >, ..., |en >), e tale che
< ei|ej >= δij .

Nell’equazione agli autovalori potremmo averne infiniti che potrebbero
anche fornire uno spettro continuo, ma per semplicità consideriamo il caso
discreto. Avremo dunque alcuni autovalori semplici, altri degeneri, per cui
varrà la corrispondenza





λn1

1 −→ e
j1
1

λn2

2 −→ e
j2
2

...

λnrr −→ ejrr

essendo gli ejkk le basi dei relativi autospazi Dnk
λk

.
Ma tutti questi valori di base, essendo relativi ad autovalori distinti ed

ortonormali nel loro autospazio, sono tutti ortogonali tra loro e di conse-
guenza la base ejrr risolve il problema agli autovalori, per questo supporremo
che essa sia sempre una base di H .

Nel caso in cui avviene una cosa del genere si dice che A è un’osserva-
bile, ovvero i suoi autovettori costituiscono una base ortonormale2 di H .
Significa che

< e
j′r
r′ |ejrr >= δr′rδjr′ jr =⇒ |ψ >=

∑

r,jr

cjrr |ejrr > ∀ψ ∈ H

da cui, poichè sono univocamente definiti i coefficienti cjrr , essi sono i numeri
di Fourier:

< e
j′r
r′ |ψ >=

∑

r,jr

cjrr < e
j′r
r′ |ejrr >= c

jr′
r′

Invece se troviamo soltanto autovalori semplici avremo autovettori |ei >,
per cui se A è osservabile

|ψ >=
∑

i

ci|ei >= [
∑

i

|ei >< ei|]|ψ >

ovvero facciamo la proiezione di |ψ > in ogni direzione, sommiamo e
riotteniamo |ψ >, pertanto ne deduciamo immediatamente che

∑
i |ei ><

ei| = I.
Nella notazione di Dirac, per esprimere il fatto che A è osservabile,

diremo che i suoi autovettori soddisfano questa equazione.
E’ facile mostrare che ogni operatore, nelle nostre ipotesi, può svilup-

parsi nei suoi autostati come

Λ =
∑

i

|ξi > ξi < ξi|

2Se finita, altrimenti si dice che formano un insieme completo di vettori.
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CAPITOLO 4

Fondamenti di meccanica quantistica

4.1 Massima informazione

Riprendiamo per un istante gli esperimenti con i rivelatori fatti nella prima
parte di questo testo. Alla luce di quanto imparato fino ad ora, possiamo
dire che se una sorgente emette una particella in uno stato |ψ >, essa verrà
sicuramente rilevata da un opportuno rivelatore della variabile dinamica Λ,
con valore ξk. Lo stato di riveelazione della particella lo abbiamo chiamato
< φ|, ed in effetti la grandezza< φ|ψ > che noi definiamo ampiezza, è legata
tramite il suo modulo quadro alla probabilità di ottenere1 l’autostato < φ|
a partire dallo stato |ψ >.

Il modulo di queste ampiezze è identico ed ha a che fare con l’unica cosa
che fisicamente ci interessa: la probabilità.

Supponiamo come al solito di trovarci nel caso di misure ideali (ovvero
se poniamo dietro il rivelatore R, un secondo rivelatore Q, otteniamo da
questo la stessa misura di R) e di poter imparare tutto su un sistema
assoggettandolo alla misura di una sola variabile dinamica Λ, i cui valori
{ξk} sono tutti quelli permessi (gli autovalori dell’osservabile).

Il fatto che la particella in rivelazione si trovi in un autostato < ξk|
significa che siamo in condizioni ideali. Per cui, assegnando un grande
numero N di misure avremo che

N Λ Autostato in H

n1 ξ1 < ξ1|
n2 ξ2 < ξ2|
...
nk ξk < ξk|

Questo implica che la probabilità è

p(ξk) =
nk

N
= | < ξk|ψ > |2

1Analogamente < ψ|φ >∗ è legata tramite il suo modulo quadro alla probabilità di
ottenere l’autostato < ψ| a partire dallo stato |φ >.
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4.2. Indicatori statistici

Ovviamente ci troviamo in una situazione già vista in precedenza, ovvero
non troveremo mai due rivelatori diversi attivarsi contemporaneamente, e
per l’ipotesi che impariamo tutto dalla sola Λ, uno ed uno solo si attiverà
in ogni misura.

Pertanto sommando tutte le probabilità abbiamo la condizione2

∑

k

p(ξk) = 1 =⇒
∑

k

| < ξk|ψ > |2 = 1 =⇒

=⇒
∑

k

< ξk|ψ >∗< ξk|ψ >=
∑

k

< ψ|ξk >< ξk|ψ >= 1

In aggiunta ritroviamo la proprietà di mutua esclusione (proprietà fisi-
ca), che nello spazio di Hilbert esprime l’ortogonalita tra vettori (proprietà
geometrica):

< ξi|ξj >= δij

Quanto detto vale se prima ci siamo comunque accertati che < ψ|ψ >= 1,
ossia dell’opportuna normalizzazione, che è necessaria per spiegare la fisica
del sistema.

Tornando alla proprietà di completezza, osserviamo che possiamo anche
scrivere

< ψ(
∑

k

|ξk >< ξk|ψ >) = 1

Sia U =
∑
k |ξk >< ξk|. Applicando |ψ > ad U otteniamo |ψ′ > (il ket tra

parentesi), per cui

< ψ|ψ′ >=< ψ|U |ψ >= 1 =< ψ|ψ >=⇒ U |ψ >= |ψ >=⇒ U = I

e questo dipende dal fatto che ho completa informazione; d’ora in avanti
questa sarà la condizione per esprimere questo fatto in notazione di Dirac:∑

k |ξk >< ξk| = I.

4.2 Indicatori statistici

Iniziamo con una breve digressione. Ci chiediamo cosa accade quando ap-
plichiamo Λ̂ ad uno dei vettori che rappresenta un autostato della variabile
dinamica Λ:

Λ|ξj >=
∑

k

ξk|ξk >< ξk|ξj >=
∑

k

ξk|ξk > δjk = ξj |ξj >

che è un’equazione agli autovalori. Questo significa che nelle nostre ipotesi
tutti i valori possibili misurabili per Λ sono solo e soltanto gli autovalori
dell’operatore Λ̂. Ma Λ̂ è un operatore i cui autovettori sono ortogonali e
di autovalori reali, questo implica che esso è un operatore hermitiano.

2Il lettore ricordi che questa proprietà di completezza dell’osservabile Λ è imposta
da noi in quanto situazione ideale.
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4.2. Indicatori statistici

Poichè dobbiamo abbandonare l’idea di misure precise arbitrariamente,
dobbiamo appellarci a strumenti quali gli indicatori statistici: nel nostro
caso ci occuperemo di valor medio e scarto quadratico medio. Questo per-
chè se σ è piccolo significa che gli autostati sono molto vicini al valor medio,
cioè contribuiscono tutti fortemente.

Definizione 12 Si definisce valore medio della variabile dinamica Λ quan-

do il sistema è preparato nello stato ψ la grandezza

< Λ >ψ=
∑

k

p(ξk)ξk

Si nota subito che il valore medio appena definito può essere messo in
un altra forma:

∑

k

p(ξk)ξk =
∑

k

| < ξk|ψ > |2ξk =
∑

k

< ψ|ξk > ξk < ξk|ψ >=

=< ψ|[
∑

k

|ξk > ξk < ξk|]|ψ >=< Λ >ψ

ossia < Λ >ψ lo ricaviamo applicando scalarmente a < ψ| il vettore che
esce fuori applicando a |ψ > l’operatore tra parentesi quadre che agisce in
H . Questo operatore è legato a Λ strettamente per via degli autovalori ξk
e degli autostati < ξk|; lo indicheremo con il simbolo

Λ̂ =
∑

k

|ξk > ξk < ξk|

che è lineare essendo somma di proiettori per numeri.
Applicandolo scalarmente a |ψ >, ci restituisce |ψ′ >, che moltiplicato

scalarmente per < ψ| ci restituisce il valor medio dell’osservabile Λ nello
stato ψ: < Λ >ψ=< ψ|Λ̂|ψ >.

Definizione 13 Si definisce scarto quadratico medio della variabile dina-

mica Λ quando il sistema è preparato nello stato ψ la grandezza

∆Λ2
ψ =

∑

k

p(ξk)(ξk − Λ̄)2

essendo Λ̄ il suo valor medio.

Lo s.q.m. può essere messo in un’altra forma:

∑

k

p(ξk)(ξk − Λ̄)2 =
∑

k

p(ξk)(ξ2k − 2ξkΛ̄ + Λ̄2) =
∑

k

p(ξk)ξ2k − Λ̄2

Ma
∑

k p(ξk)ξ2k può considerarsi come il valor medio di una variabile dina-
mica Λ2 che ha per autovalori ξ2k, per cui

∆Λ2
ψ =< Λ2 >ψ − < Λ >2

ψ=< ψ|Υ|ψ > − < ψ|Λ|ψ >2

essendo

< Λ2 >ψ=
∑

k

p(ξk)ξ2k =< ψ|[
∑

k

|ξk > ξ2k < ξk|]|ψ >=< ψ|Υ|ψ >
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4.3. Normalizzazione

Ma Λ =
∑

k |ξk > ξk < ξk|, pertanto Υ ha autovettori |ξk > ma autovalori
ξ2k, per cui se |ϕ > è autovettore di Λ e ξ ne è un autovalore, avremo

Λ2|ϕ >= ΛΛ|ϕ >= Λ|ϕ > ξ = ξ2|ϕ >

di conseguenza Υ = Λ.
Pertanto non ha senso distinguere tra operatore Λ̂ e variabile dinamica

Λ, e possiamo scrivere ∆Λ2
ψ =< ψ|Λ2|ψ > − < ψ|Λ|ψ >2.

4.3 Normalizzazione

Nello spazio di Hilbert, < ϕ|ϕ >= ||ϕ||, e vale la disuguaglianza di Schwarz.

In uno spazio qualunque |~a ·~b| = ab cosϕ, ossia |~a ·~b| ≤ ab. Analogamente

| < ϕ|ψ > | ≤
√
||ϕ||||ψ|| =

√
< ϕ|ϕ >< ψ|ψ >

che è la disuguaglianza di Schwarz. L’uguaglianza vale solo nel caso in cui
|ϕ > e |ψ > sono paralleli. Se < ψ|ψ > non è normalizzato a 1, la situazione
è un pò diversa.

Infatti se vogliamo una normalizzazione consideriamo |ψ′ >= |ψ>√
<ψ|ψ>

,

il cui prodotto scalare per sè stesso è proprio 1.
Di conseguenza cambiano leggermente anche le definizioni di valor medio

e s.q.m.:

< Λ >ψ=
< ψ|Λ|ψ >
< ψ|ψ >

∆Λ2
ψ =

< ψ|Λ2|ψ >
< ψ|ψ > − (

< ψ|Λ|ψ >
< ψ|ψ > )2

in questo modo eviteremo in qualunque caso di sbagliare.
E’ interessante notare una importante proprietà: se lo s.q.m. è nullo,

misuriamo autostati. Infatti

∆Λ2
ψ = 0 =⇒< ψ|Λ2|ψ >=⇒

< ψ|Λ|ψ >2

< ψ|ψ > =⇒< ψ|ψ >< ψ|Λ2|ψ >=< ψ|Λ|ψ >2=⇒

< ψ|ΛΛ|ψ >< ψ|ψ >=< ψ|ψΛ >
2=⇒< ψ|Λ†Λ|ψ >< ψ|ψ >=< ψ|ψΛ >

2=⇒
√
< ψΛ|ψΛ >< ψ|ψ > = | < ψ|ψΛ > |

che è la disuguaglianza di Schwarz nel caso di uguaglianza e pertanto
|ψΛ >= α|ψ >, ovvero Λ|ψ >= α|ψ >, ossia un’equazione agli autovalori,
di conseguenza |ψ > è un autostato di Λ e α ne è l’autovalore:

Λ|ψ >= α|ψ >=⇒< ψ|Λ|ψ >= α < ψ|ψ >=⇒ α =
< ψ|Λ|ψ >
< ψ|ψ > =< Λ >ψ

ossia l’autovalore è il valor medio: significa che ogni misura avrà sempre
questo stesso risultato.
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4.4 Variabili compatibili e incompatibili

Abbiamo supposto in precedenza di poter imparare tutto su un sistema
fisico misurando una sola variabile dinamica, ma possono verificarsi dei
casi in cui questo non basta.

Infatti può accadere che dal nostro rivelatore a volte la particella esce
con autostato |ξk >1, altre volte con |ξk >2: per lo stesso autovalore
abbiamo più autovettori.

Questo non è molto difficile da concepire, infatti basta pensare a misure
di posizione: possono avere uguale componente x ma differire per y o z. Il
caso presentato è analogo, per cui ammettiamo di dover misurare un’altra
variabile dinamica Υ per avere la massima informazione: vogliamo però che
la misura di entrambe sia simultanea.

Qui ci scontriamo con quanto abbiamo notato nelle prime pagine: la
misura prima dell’una e poi dell’altra o viceversa, disturba la misura della
successiva perturbando l’ambiente. Questo significa che dovremmo comun-
que perdere dell’informazione: quando questo accade diremo che le variabili
in questione sono incompatibili.

Ma per ora ammettiamo per ipotesi che il nostro apparato misuri con
precisione infinita entrambe e che esse bastano per conoscere tutto. Di
conseguenza gli autovalori non saranno più i soli ξi, ma avremo anche dei
ζj .

In questo modo dal rivelatore otteniamo un solo autostato dipendente
da questi autovalori ma determinato univocamente: |ξiζj >, ricordando che
questo è valido per misure ideali.

Diciamo inoltre che
{

Λ|ξiζj >= ξi|ξiζj >
Υ|ξiζj >= ζj |ξiζj >

Al variare di i, j, gli autostati devono costruire in maniera unica una
base di H , poichè abbiamo supposto di ottenere la massima informazione.
Inoltre Λ e Υ sono operatori hermitiani. Di conseguenza, riprendendo le
proprietà descritte in precedenza, possiamo dire che valgono:

• < ξiζj |ξi′ζj′ >= δii′δjj′ (ortogonalità);

• ∑
ij |ξiζj >< ξiζj | = I (completezza).

Dalla teoria sugli spazi H , oggetti che godono di queste proprietà sono
delle osservabili, che in questo caso commutano anche, infatti Λ e Υ:

• Sono misurabili contemporaneamente;

• Hanno autovettori in comune di cui è possibile sceglierne un sotto-
gruppo che forma una base di H ;

• Essi di conseguenza commutano.

Avendo questo nuovo unico stato risolviamo il problema della degene-
razione.

Supponiamo adesso di misurare solo ξi: sapremo che è un autostato di
Λ ma non di Υ: da solo, lo stato uscente |χi > di Λ, ci dice che possiamo
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4.5. Cenni sul principio di indeterminazione

misurare più autostati di Υ (lo stesso dicasi per il caso inverso), poichè
|χi >= α|ξiζj > +β|ξiζj >; avremo quindi più autostati di Λ, tutti vettori
di un sottospazio DΛ(ξi) che hanno questa proprietà in uscita3.

Se troviamo una terza variabile che è un’osservabile che commuta con
le altre due ed esce fuori da misure simultanee ed inoltre i suoi stati tutti
ortogonali (insieme a quelli di Λ e Υ) formano una base di H , possiamo
ripetere quanto detto finora.

Questo significa che una quarta variabile potrà anche commutare con
una o due di esse, ma mai con tutte allo stesso tempo, o che essa commuta
in maniera banale essendo una funzione delle prime tre.

Per inciso, una funzione di osservabili è un’osservabile (un operatore)
che ha gli stessi autovettori degli operatori di cui è funzione e per autovalori
il valore della funzione di questi.

Nel caso più generale possibile, indicando il ik−esimo degli autova-

lori dell’i−esima variabile dinamica con il simbolo ξ
(i)
ik

, avremo per N

osservabili:

• < ξ
(1)
i1
ξ
(2)
i2
...ξ

(N)
iN
|ξ(1)
i′1
ξ
(2)
i′2
...ξ

(N)
i′
N

>=
∏
k δiki′k (ortogonalità);

• ∑
i1i2...iN

|ξ(1)i1
ξ
(2)
i2
...ξ

(N)
iN

>< ξ
(1)
i1
ξ
(2)
i2
...ξ

(N)
iN
| = I (completezza).

I vettori ξ
(i)
ik

al variare di i e ik formano una base per H , le corrispondenti
osservabili Λk al variare di k formano un sistema completo di osservabili.
Il massimo insieme di questo tipo che riusciamo a costruire ci darà tutta
l’informazione disponibile, ma ricordiamo che se misuriamo relativamente
ad una sola osservabile, avremo per tutte le altre i suoi stessi autovalori,
gli autovettori corrispondenti e poi tutte le combinazioni lineari degli altri
che danno quegli autovettori4.

Quanto detto non vale per variabili incompatibili: tuttavia con le nostre
ipotesi abbiamo definito un set di variabili per le quali invece vale quanto
trovato, e queste verranno dette compatibili.

4.5 Cenni sul principio di indeterminazione

L’esistenza di variabili incompatibili non deve farci pensare erroneamente
che non sia possibile costruire un apparato capace di misurare precisa-
mente qualcosa, ma semplicemente che non possiamo misurare più cose
contemporaneamente con la stessa precisione.

L’esperimento fatto con più rivelatori uno dietro l’altro mostra che se
le variabili sono compatibili, misureremo sempre e in ogni caso gli stessi
stati relativi alle variabili che riveliamo, se esse sono incompatibili invece,
la misura di una provocherà un disturbo sulla seconda e in aggiunta su

3Diversi autovettori ma lo stesso autovalore.
4Il lettore non si lasci impressionare dal linguaggio: in breve significa che se ci sof-

fermiamo alla misura di una sola osservabile avremo per essa degli autovalori e degli
autovettori. Non misurando le altre, avremo che questi autovettori saranno distinti ma
tutti relativi allo stesso autovalore, e quindi avremo diversi sottospazi di autovettori
ognuno corrispondente ad un autovalore dell’osservabile misurata; gli autostati trovati
non saranno quelli delle altre osservabili ma saranno una combinazione lineare di questi.
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4.5. Cenni sul principio di indeterminazione

qualunque altra misura vorremo fare di quella stessa, cioè perderemo ogni
informazione.

Quindi il giusto modo di procedere consiste nel considerare tutte le va-
riabili che ci interessano e nel rivelare solo quelle compatibili, isolando quelle
incompatibili: inoltre non deve esistere nessun’altra variabile dinamica che
commuta con quelle scelte simultaneamente.

Infatti poichè le nostre osservabili commutano, hanno autostati comuni
il cui insieme è unico se e solo se l’insieme delle variabili è completo e se
essi formano una base di H , come visto nel paragrafo precedente con le
proprietà di ortogonalità e completezza.

Sperimentalmente si osservò, per esempio, che misurare la sola posi-
zione di un elettrone non bastava, e che serviva attribuirgli un momento
angolare detto spin anche se è fermo (dalla relatività speciale) per ottenere
informazione: classicamente questo non ha alcun senso.

4.5.1 L’esperimento ideale di Heinsenberg

Supponiamo di voler misurare contemporaneamente la componente y della
posizione e la relativa componente py dell’impulso di un elettrone.

A questo proposito costruiamo una sorgente che produca un fascio ben
collimato e coerente, e questa è la prima ipotesi ideale.

Il modo migliore per sapere la posizione dell’elettrone è quello di indi-
rizzare il fascio verso una fenditura di ampiezza D: in questo modo saremo
certi che ad un certo istante l’elettrone sta attraversando la fenditura e quin-
di, supponendo di centrare l̀ı un riferimento cartesiano opportuno, avremo
y = 0 con incertezza ∆y = D. Ma ci interessa anche il suo impulso in quel
punto, per cui sappiamo per certo che prima di passare dalla fenditura esso
vale, per esempio, p0

y, ma mentre la attraversa subisce diffrazione per la sua
natura duale, dunque non sappiamo py, dobbiamo ricavarlo.

Proprio perchè può essere trattato come un’onda, l’elettrone sarà sogget-
to alla diffrazione e dunque alla legge D sinαi = nλ, essendo αi il generico
angolo per cui si ha un minimo nella figura di diffrazione. A noi interessa
il primo minimo per questioni di praticità, per cui n = 1 e per semplicità
α1 = α.

Tuttavia l’elettrone uscente non va a finire sempre nello stesso posto, ma
varia, secondo appunto la figura di diffrazione, questo perchè varia il suo im-
pulso. Possiamo considerare l’imprecisione sull’impulso come proporzionale
all’impulso stesso e dipendente da α come ∆py = p sinα.

Dalla relazione di diffrazione, ricordando l’ipotesi di De Broglie secondo
cui λ = h

p
, avremo ∆y sinα = h

p
, che messa insieme a quella per l’impulso

porta a

∆py∆y = h (4.1)

Questa è una forma di interminazione intrinseca che non può essere
superata: se vogliamo essere precisi su y dobbiamo rinunciare alla precisione
su py e viceversa, che in accordo con il paragrafo precedente stabilisce che
posizione e impulso sono osservabili incompatibili.

E’ da notare inoltre che questa indeterminazione la troviamo in un caso
ideale, che è il meglio a cui possiamo ambire: realmente quell’uguaglian-
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4.6. Funzione d’onda e δ di Dirac

za non esiste e dobbiamo sostituire la (4.1) con una disuguaglianza, che
generalizzando al caso vettoriale scriveremo

∆~p ·∆~r &
~

2
(4.2)

essendo ~ una costante opportuna introdotta per quadrare le grandezze
fisiche e di cui ci occuperemo in seguito.

Va detto che questo rappresenta il principio di indeterminazione di

Heinsenberg per variabili incompatibili : in effetti se ci interessa px e y questo
non vale più.

4.6 Funzione d’onda e δ di Dirac

Riprendiamo quanto detto nel paragrafo precedente, supponendo però di
eseguire misure su un unico asse, per esempio quello delle ascisse. Ci
interessa sapere in che posizione si trova un elettrone.

Non possiamo dire qual è il dove con precisione infinita, ma con in-
determinazione legata all’intorno del punto x0 di ampiezza infinitesima
δx.

La probabilità che avendo preparato la particella in uno stato ψ la
riveliamo in quel punto è

δPψ(x) = δx| < x|ψ > |2 (4.3)

Ma da questa ci si rende conto che il modulo quadro dell’ampiezza,
fisicamente, non è una probabilità, ma una densità di probabilità, per via
del fattore δx che si troverebbe a denominatore. Gli intorni infinitesimi per
noi coincidono matematicamente con il termine differenziale dx, per cui, la
somma su tutti i dx deve essere un evento certo, la sicurezza di revelare
l’elettrone, cioè 1:

∑
δPψ(x) =

∫ +∞

−∞
dx| < x|ψ > |2 = 1 =⇒

=⇒
∫ +∞

−∞
dx < ψ|x >< x|ψ >=< ψ|ψ >=< ψ|I|ψ > (4.4)

nel caso in cui abbiamo normalizzato opportunamente e < ψψ >= 1. Di-
ciamo inoltre che la grandezza ψ(x) =< x|ψ > viene definita funzione

d’onda.
Poichè la (4.4) vale per qualsiasi stato ψ, avremo che

∫ +∞

−∞
dx|x >< x| = I (4.5)

essendo gli |x > gli autostati della variabile dinamica posizione X . Ma
questa definizione crea dei grossi problemi, poichè se scegliamo un altro
punto x′ e ripetiamo lo stesso discorso, si presentano due casi: il primo è se
x′ non appartiene all’intorno di x, il secondo è se vi appartiene. Nel primo
caso ovviamente < x|x′ >= 0 in quanto autostati diversi, ma nel secondo,
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4.6. Funzione d’onda e δ di Dirac

almeno fisicamente parlando, pur potendo essere x′ distinto da x in un suo
intorno, noi non siamo capaci di distinguere i 2 punti, per cui x′ = x. Nel
caso discreto < x|x >= 1 per via della δ di Kronecker, ma qui ci troviamo
nel continuo e non sappiamo, almeno per ora, come comportarci.

Ma dalla (4.3) avremmo che

δPx(x) = | < x|x > |2dx = 1

che in breve indica che < x|x >= 1√
dx

che è un infinito allo stesso modo in

cui dx è infinitesimo!

Questo implica che i vettori |x > non sono normalizzabili e pertanto non
stanno in H ; dobbiamo trovare un modo per estendere lo spazio di Hilbert
anche a questi e non rimanere impelagati in questa falla teorica.

La relazione (4.5) indica che possiamo risolvere ogni stato con misure
della sola posizione, analogamente

|ψ >= I|ψ >=

∫ +∞

−∞
dx|x >< x|ψ >=

∫ +∞

−∞
dx|x > ψ(x) (4.6)

perciò ci occorrono questi vettori che formano una base estesa di H . Il
loro comportamento strano lo indichiamo con un simbolo, detto δ di Dirac

definito come < x′|x >= δ(x′, x). Non ci importa come sia fatto mate-
maticamente, in quanto è nullo ovunque tranne che in un punto dove non
sappiamo di preciso cosa accade, pertanto non può considerarsi neanche
una funzione. Per comodità e perchè inoltre vedremo che è cos̀ı, d’ora in
avanti per noi varrà δ(x′, x) = δ(x′ − x).

Tuttavia ci chiediamo qual è il valore di ψ(x′)? Ebbene possiamo
scrivere

< x′|ψ >=

∫ +∞

−∞
dx < x′|x > ψ(x) =⇒ ψ(x′) =

∫ +∞

−∞
dxδ(x′ − x)ψ(x)(4.7)

Questa è una proprietà fondamentale (ed è anche la definizione fisica
operativa) della δ di Dirac: essa per qualunque stato ψ(x) estrae dall’inte-
grale il valore della funzione in x′. Nel caso discreto avremmo avuto

ψ(x′) =
∑

i

δxδ(x′ − xi)ψ(xi) = δxδ(0)ψ(x′)

con δ(0) = 1
δx
−→ ∞. Considerando per un istante ψ(x) = 1 costante,

vediamo che

∫ +∞

−∞
dxδ(x′ − x) = 1 (4.8)

che operativamente è quello che ci interessa di tale simbolo dal carattere
strano...

Esso è tale che il suo integrale è 1 pur essendo l’integrando ovunque nullo
tranne che in un punto: neanche l’integrale di Riemann riesce a spiegare
questo comportamento sulla sola base delle funzioni a scala e dei trapezoidi.
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4.6.1 I rapporti con la funzione di Lorentz

Una lorentziana è una funzione del tipo

 Lε(x− x0) =
1

π

ε

(x− x0)2 + ε2
(4.9)

Possiamo immaginarla come una sorta di ’gaussiana’ dalla forma, anche
se non ha nulla a che fare con essa, che è tale che il suo punto di massimo è a
1
πε

e a mezza altezza la sua ampiezza vale 2ε, e soprattutto, il suo integrale
esteso alla retta reale vale 1. Il suo comportamento, al limite per ε −→ 0 è
particolare: diventa sempre più stretta e sempre più alta e il suo integrale
non dipende da ε. In effetti man mano che ε cresce tende a somigliare
sempre più ad una δ di Dirac.

Se consideriamo una funzione ψ(x) generica, per ε sufficentemente picco-
lo essa intersecherà in due punti la ’campana’ di Lorentz, e la parte interna
alla campana, al limite, si ridurrà ad un solo punto (x0) in cui ψ(x) sarà
considerabile come costante (mentre all’esterno sarà sempre più prossima
a zero):

∫ +∞

−∞
dx Lε(x− x0)ψ(x) ≃ ψ(x0)

∫ +∞

−∞
dx Lε(x− x0) = ψ(x0)

Pertanto, siamo autorizzati a definire la ’funzione’ di Dirac tramite la
seguente procedura:

lim
ε−→0

∫ +∞

−∞
dx Lε(x − x0)ψ(x) =

∫ +∞

−∞
dxδ(x− x0)ψ(x) = ψ(x0) (4.10)

4.6.2 I rapporti con la funzione di Fourier

Oltre che con la lorentziana, possiamo definire la δ di Dirac in termini di
Fourier, ottenendo un’espressione ben più operativa.

Una funzione di Fourier δT (ω) è definita come

δT (ω) =

∫ T
2

−T
2

eiωtdt =
2

ω
sin(ω

T

2
) = T

sin(ω T2 )

(ω T2 )
(4.11)

Essa è una funzione limitata, oscillante il cui massimo T si ha per ω = 0
(ecco il motivo per cui l’abbiamo elaborata nell’ultima forma: per evitare
che non fosse definita). Essa è inoltre simmetrica e si annulla per multipli
interi di π, ossia per ωn = 2nπ

T
.

La distanza tra due zeri consecutivi è ∆ω = 2π
T

, per cui supponendo di
far crescere T a dismisura avremo che essa diminuisce e il punto di massimo
aumenta.

Ma per n = 0 ho il massimo e non un zero, per cui ∆ω′ = 4π
T

. Per la
sua conformazione oscillante intorno all’asse x, possiamo immaginare che
le aree sopra e sotto l’asse si elidano a vicenda, in quanto per T grande,
∆ω ∼ 0; tutte tranne quella compresa tra gli zeri n = −1 e n = 1 in cui
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l’integrale non è nullo, e in cui al limite la funzione sembra un ’triangolo’:

lim
T−→∞

∫ +∞

−∞
δT (ω)dω = lim

T−→∞

1

2
T

4π

T
= 2π =⇒

=⇒ lim
T−→∞

1

2π

∫ +∞

−∞
δT (ω)dω = 1 (4.12)

Analogamente a prima possiamo ripetere il discorso per una ψ(x) gene-
rica, per cui otteniamo infine

lim
T−→∞

∫ +∞

−∞
ψ(ω)δT (ω)dω ∼ 2πψ(0) =⇒

=⇒ lim
T−→∞

1

2π

∫ +∞

−∞
ψ(ω)δT (ω)dω = ψ(0) (4.13)

che è una δ di Dirac se si pensa x′ = ω e x = 0. Di conseguenza avremo

δ(ω′ − ω) =
1

2π

∫ +∞

−∞
ei(ω

′−ω)tdt (4.14)

che è scorretta se applicata senza ricordare la procedura appena eseguita.

4.6.3 Proprietà generali

Non faremo la dimostrazione delle seguenti proprietà ma ci limiteremo ad
elencarle per praticità:

• Simmetria: δ(x) = δ(−x);

• δ(αx) = 1
|α|δ(x);

• xδ(x) = 0;

• f(x)δ(x − a) = f(a)δ(x− a);

•
∫
δ(x − y)δ(y − a)dy = δ(x− a).

4.7 Riepilogo in casi a più dimensioni

Quanto detto riguardo le densità di probabilità e la funzione d’onda può
essere facilmente generalizzato nel caso di 2 o 3 dimensioni.

Si consideri infatti il moto di una particella libera nello spazio: la pro-
babilità di trovare la particella ad un certo istante in intorno sferico (un
volumetto infinitesimo) del punto P0, sarà

δPψ(~r) = dxdydz| < ~r|ψ > |2 (4.15)

Gli autostati simultanei degli operatori X̂, Ŷ , Ẑ (o dell’operatore vettoriale
~R ≡ (X̂, Ŷ , Ẑ)) sono dati da ~R|~r >= ~r|~r >, per cui si ha

I =

∫
dxdydz|~r >< ~r| =

∫
d3r|~r >< ~r| (4.16)
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avendo utilizzato il simbolo d3 poichè 3 sono i gradi di libertà.
Pertanto il simbolo di Dirac in questa situazione sarà

< ~r|~r′ >= δ(x′ − x)δ(y′ − y)δ(z′ − z) = δ3(~r′ − ~r) (4.17)

Poichè 3 sono i gradi di libertà e i |~r > rappresentano una base di H ,
un qualunque stato |ψ > lo possiamo dunque scrivere come combinazione
lineare di autostati di posizione:

|ψ >= I|ψ >=

∫
d3r|~r >< ~r|ψ > (4.18)

Ovviamente se |ψ > è ben normalizzato dovremmo avere

1 =< ψ|ψ >=

∫
d3r < ψ|~r >< ~r|ψ >=

∫
d3rψ∗(~r)ψ(~r) =⇒
∫
d3r|ψ(~r)|2 = 1 (4.19)

che dovrà sempre essere verificato.
A questo punto riprendiamo le nostre prime considerazioni sulle osser-

vabili, notando che il valor medio sarà

< Λ >ψ=< ψ|Λ|ψ >=< ψ|IΛI|ψ >=

=

∫
d3rd3r′ < ψ|~r >< ~r|Λ|~r′ >< ~r′|ψ >=

=

∫
d3rd3r′ψ∗(~r) < ~r|Λ|~r′ > ψ(~r′) (4.20)

Diremo che l’oggetto < ~r|Λ|~r′ > è l’elemento di matrice dell’operatore Λ di

indice ~r, ~r′: essa è l’estensione del concetto di matrice, che qui è intesa a
infinite righe e colonne i cui indici sono numeri reali5. Se Λ = X , avremo
X |~r′ >= x′|~r′ > e < ~r|~r′ >= δ3(~r′ − ~r), per cui

< X >ψ=

∫
d3rd3r′ < ψ|~r > δ3(~r′ − ~r)x′ < ~r′|ψ >=

=

∫
d3rψ∗(~r)xψ(~r) =

∫
d3r|ψ(~r)|2x (4.21)

da cui generalizzando

< ~R >ψ=

∫
d3r|ψ(~r)|2~r (4.22)

Ma poichè < ~R >ψ=< ψ|R̂|ψ > vale per ogni ψ, si avrà

~R =

∫
d3r|~r > ~r < ~r| (4.23)

che è analogo allo sviluppo discreto di un operatore nei suoi autostati:

Λ =
∑

i

|ξi > ξi < ξi|

5L’insieme degli indici è un infinito non numerabile.
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CAPITOLO 5

Sistemi quantistici

5.1 Traslazioni nello spazio reale

Una traslazione nello spazio reale è una legge di trsformazione che associa
ad ogni punto P di raggio vettore ~r un punto P ′ del medesimo spazio di
raggio vettore ~r′ = ~r + ~a, essendo ~a il vettore spostamento.

Le traslazioni rigide hanno la particolare proprietà di non modificare
il la direzione e il verso dei vettori dello spazio a cui sono applicate. Per
indicarle comodamente, useremo d’ora in avanti il simbolo

~r −→ ~r′ : ~r′ = ~r + ~a = Ta~r (5.1)

Cosa accade se eseguiamo due traslazioni di seguito su un vettore gene-
rico?

Tb[Ta]~r = ~b+ (~r + ~a) = ~r + (~a+~b) (5.2)

Questo sta a significare che eseguire due traslazioni rigide equivale in forma
a eseguirne una soltanto che ha per vettore spostamento la somma vettoria-
le degli altri due. Questa notevole proprietà ci suggerisce immediatamente,
ricordando la regola del parallelogramma, che eseguire in ordine Tb, Ta op-
pure Ta, Tb, non cambia nulla, ovvero TbTa~r = TaTb~r, cioè le traslazioni
rigide godono della proprietà commutativa.

Inoltre notiamo che esiste una traslazione, detta identità, che è tale da
preservare i vettori, ossia T0~r = ~r, e di conseguenza T0Ta = TaT0 = Ta.

Poichè le traslazioni sono biunivoche, ovvero ci è possibile sempre torna-
re indietro pensando ad una traslazione inversa (di spostamento opposto a
quello fatto), esse sono invertibili, di inversa tale che T−1

a Ta = T−aTa = T0.

Ma adesso abbiamo tutti gli elementi per dire con sicurezza che le
traslazioni formano una struttura algebrica chiamata gruppo, in aggiunta
abeliano, per via della commutatività di cui godono i suoi elementi.

Possiamo generalizzare i nostri risultati al caso di n traslazioni succes-
sive, applicando una per volta al risultato delle operazioni precedenti: in

51



5.2. Traslazioni nello spazio di Hilbert

questo modo possiamo sempre decomporre, viceversa, una traslazione in un
numero arbitrario di traslazioni intermedie:

Ta = Ta1
Ta2

...Tan =

n∏

i=1

Tai (5.3)

Nulla ci vieta a questo punto di pensare a traslazioni via via più piccole,
il cui vettore spostamento sia cos̀ı piccolo da potersi considerare infinite-
simo: in questo modo possiamo eseguire un numero infinito di traslazioni
infinitesime la cui somma totale (adesso un integrale) non dipende da quan-
te ne abbiamo scelte nè da come le abbiamo scelte, ossia è indipendente dal
percorso eseguito, che sarà una generica curva γ:

Ta =

∞∏

i=1

Tai (5.4)

Infatti se noi dividiamo questo percorso in n parti uguali, avremo che il
generico vettore spostamento sarà ~u = ~a

n
, per cui

Ta =

n∏

i=1

T a
n

= (T a
n

)n =⇒

=⇒ Ta = lim
n−→∞

(T a
n

)n (5.5)

Questo ha una importante conseguenza: se siamo in grado di scrivere una
traslazione infinitesima possiamo costruirne ogni altra del gruppo e quindi
conoscerlo a fondo.

D’ora in avanti per allegerire la notazione useremo il simbolo Ta al posto
di Ta.

5.2 Traslazioni nello spazio di Hilbert

Consideriamo la solita sorgente coerente di particelle di stati |ψ > e un
rivelatore di stati < ϕ|. Ci chiediamo cosa accade se lo trasliamo di un

vettore ~d.
Effettivamente dobbiamo precisare una cosa. La traslazione deve av-

venire in uno spazio omogeneo, ossia identico ovunque, perchè possiamo
procedere nella trattazione. Infatti sappiamo già a priori che se traslia-
mo in un punto in cui vi sia un forte campo elettromagnetico sicuramente
cambieranno diverse cose.

Detto questo, operiamo la traslazione ottenendo una ’nuova’ sorgente
S′ e vettori |ψ′ > e < ϕ′|, in linea generale diversi dai precedenti. Possiamo
però trovare come sono legate le ampiezze prima e dopo la traslazione. I
bra e i ket sono legati da un operatore lineare Ud tale che |ψ′ >= Ud|ψ >

e |ϕ′ >= Ud|ϕ >. Ma cosa dire in linea di massima sugli operatori {Ud} di
questo genere? Costituiscono un gruppo: tra essi vi è l’operatore identità
e soprattutto, il risultato di due o più traslazioni non deve dipendere dal
modo in cui sono state fatte (per motivi fisici), ma questo significa che,
se |ψ1 >= Ud1|ψ > e |ψ2 >= Ud2 |ψ1 >= Ud2Ud1|ψ >, deve essere anche
|ψ2 >= Ud1+d2 |ψ >, per cui Ud1+d2 = Ud2Ud1 .
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5.2. Traslazioni nello spazio di Hilbert

Significa che Ud generico ha per noi le stesse proprietà di un operatore
traslatore Td nello spazio reale, solo che per noi rappresenta un operatore

traslatore nello spazio di Hilbert. In particolare, per motivi fisici, deve
esistere un traslatore inverso per cui U−1

d |ψ′ >= |ψ >, con U−1
d = U−d.

Poichè {Ud} forma un gruppo abeliano in H si può stabilire una rela-
zione biunivoca con {Td} dello spazio reale per cui abbiamo già verificato
determinate proprietà interessanti: questo ci basta per poter parlare anche
in questo caso di traslazioni infinitesime. Infatti

~d =
∑

k

ǫ ~dk =⇒ Ud =
∏

k

Udk

Supponiamo che lo spazio sia omogeneo e il sistema fisico isolato: allora
| < ϕ|ψ > |2 = | < ϕ′|ψ′ > |2, poichè i risultati fisici corrispondono.
Possiamo anche limitarci ad affermare che | < ϕ|ψ > | = | < ϕ′|ψ′ > |.

Questa equazione porta a due soluzioni da discutere:

• < ϕ′|ψ′ >=< ϕ|ψ >
• < ϕ′|ψ′ >=< ϕ|ψ >∗

Ma una trasformazione infinitesima deve far differire di infinitamente
poco un punto dal successivo, ed in qualunque caso un numero complesso
e il suo coniugato sono sempre separati dall’asse reale nel piano complesso:
quindi saremo tutti d’accordo nell’accettare la prima soluzione...

Questi operatori appena introdotti lasciano dunque invariati i prodotti
scalari, e questa è una proprietà che compete soltanto ad operatori unitari:

{ |ψ′ >= Ud|ψ >
< ψ′| =< ψ|U †

d

{ |ϕ′ >= Ud|ϕ >
< ϕ′| =< ϕ|U †

d

=⇒

< ϕ′|ψ′ >=< ϕ|U †
dUd|ψ >=< ϕ|ψ >=⇒ U

†
dUd = I ∀ψ, ϕ ∈ H

cioè U †
d = U−1

d = U−d, che ci fa notare come queste traslazioni formino un
gruppo abeliano continuo di operatori unitari.

Consideriamo per un attimo una traslazione infinitesima ~ǫ = ǫû. L’ope-
ratore dovrà cambiare di infinitamente poco dall’identità, visto che l’iden-
tità non fa cambiare nulla, diciamo che

Uǫ = I − iǫGu U †
ǫ = I + iǫG†

u (5.6)

essendo Gu il generatore della trasformazione infinitesima; inoltre osser-
viamo che U−1

ǫ ≡ U−ǫ. Ma Uǫ è unitario, per cui G†
u = Gu, ossia il

generatore della trasformazione infinitesima è hermitiano, per cui potrem-
mo cominciare a sospettare che abbia a che fare con qualche osservabile
importante, come in effetti è allo stesso modo dell’impulso che è generatore
di trasformazioni infinitesime in meccanica hamiltoniana classica.

Ma gli autovalori di Gu, per come lo abbiamo definito, devono avere la
dimensione dell’inverso di una lunghezza per rendere il prodotto con ǫ adi-
mensionato. Ma noi vogliamo metterlo in una forma tale da apparire come
impulso, per cui moltiplichiamo e dividiamo per un’opportuna costante che
mantenga le dimensioni e avremo

Uǫ = I − i

~
ǫPu (5.7)
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5.3. L’operatore impulso

avendo Pu autovalori dimensionati come un impulso.
A questo punto se vogliamo definire una qualunque traslazione finita,

la costruiamo come prodotto di n parziali:

Ud =
∏

U d
n

= (U d
n

)n =⇒

=⇒ lim
n−→∞

U d
n

= lim
n−→∞

(I − i

~

d

n
Pu)n = e

i
~
dPu (5.8)

che vale per gli autovalori di Pu o se esso è un numero.

5.3 L’operatore impulso

Consideriamo traslazioni nello spazio di spostamento ~ǫ = ǫxx̂ + ǫy ŷ + ǫzẑ.
Poichè ǫx, per esempio, è la proiezione su x, se usiamo un versore n̂, avre-
mo ǫx = ǫnx, e via di seguito, ottenendo ~ǫ = ǫ(nxx̂ + ny ŷ + nz ẑ). Di
conseguenza, l’operatore traslatore nello spazio sarà

Uǫ = UǫxUǫyUǫz =⇒ I − i

~
ǫPn = (I − i

~
ǫxPx)(I − i

~
ǫyPy)(I − i

~
ǫzPz) =

= I − i

~
ǫ(nxPx + nyPy + nzPz) + o(ǫ2)

che porta a

Pn = nxPx + nyPy + nzPz ∀n̂

essendo Px, Py, Pz i generatori delle traslazioni lungo gli assi x, y, z rispetti-
vamente. Dunque bastano 3 traslazioni per coprire ogni direzione del moto
nello spazio, funzione dei 3 operatori hermitiani di proiezione.

E’ banale mostrare che questi 3 operatori commutano tra loro. Infatti,
presi per esempio i primi 2, si considera la traslazione infinitesima Ud =
UaUb = UbUa e si passa alla sostituzione

(I − i

~
aPx)(I − i

~
bPy) = (I − i

~
bPy)(I −

i

~
aPx) =⇒ ... =⇒ PxPy − PyPx = 0

ossia la definizione di commutazione. Analogamente si può mostrare per
le altre combinazioni di operatori che vale la stessa cosa, e di conseguen-
za possiamo rappresentare variabili dinamiche che possono essere misurate
simultaneamente con precisione infinita1. Per questo motivo ci proponia-
mo di studiare i loro autovalori: poichè formano un insieme completo, i 3
operatori hanno autovettori in comune che formano una base di H .

Indicando con p′x, p
′
y, p

′
z rispettivamente i loro autovalori, avremo un

vettore comune

Px|p′x, p′y, p′z >= p′x|p′x, p′y, p′z >
Py|p′x, p′y, p′z >= p′y|p′x, p′y, p′z >
Pz |p′x, p′y, p′z >= p′z|p′x, p′y, p′z >

1Si dice che nel caso di una particella libera, formano un insieme completo di

osservabili compatibili, proprio come nel caso dell’operatore posizione nel capitolo
precedente.
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5.3. L’operatore impulso

L’operatore Pn ha questo come autovettore, essendo combinazione lineare
dei 3 operatori:

Px|p′x, p′y, p′z >= (nxp
′
x + nyp

′
y + nzp

′
z)|p′x, p′y, p′z >

Introducendo ~p′ ≡ (p′x, p
′
y, p

′
z) avremo che i 3 operatori saranno le compo-

nenti di un operatore vettoriale ~P , per cui potremo scrivere

~P |~p′ >= ~p′|~p′ >

Se la particella è libera, gli autovalori possono assumere qualunque valore
reale.

Possiamo notare che analogamente ai vettori ~r posizione, anche i vettori
impulso non sono normalizzabili, e si ricava che

< ~p′| ~p′′ >= δ3( ~p′′ − ~p′) =⇒ I =

∫
d3p′|~p′ >< ~p′| (5.9)

per indicare che costituiscono un insieme completo. Pertanto, ragionando
come nel caso delle posizioni:

< Px >=< ψ|Px|ψ >=

∫
d3p′| < ~p′|ψ > |2p′x =

=

∫
d3p′ < ψ|~p′ > p′x < ~p′|ψ >=⇒ Px =

∫
d3p′|~p′ > p′x < ~p′|

che generalizzando in notazione vettoriale:

~P =

∫
d3p′|~p′ > ~p′ < ~p′| (5.10)

esattamente la stessa forma delle posizioni.
Nel caso delle posizioni eravamo interessati alla rappresentazione delle

coordinate o delle funzioni d’onda dello spazio ψ(~r) =< ~r|ψ >. Analoga-
mente qui siamo interssati alle funzioni d’onda nella rappresentazione degli
impulsi ~P e della funzione d’onda ψ̃(~p′) =< ~p′|ψ >. Ci chiediamo pertanto
come sono legate le funzioni ψ e ψ̃:

< ~p′|ψ >=< ~p′|I|ψ >=

∫
d3r < ~p′|~r >< ~r|ψ >

Ancora però non conosciamo la grandezza < ~p′|~r >.
A questo scopo consideriamo uno spostamento ~a = axx̂+ayŷ+az ẑ = an̂

non infinitesimo, il cui traslatore è Ua = UaxUayUaz , che possiamo riscrivere
come

e−
i
~
aPn = e−

i
~
axPxe−

i
~
ayPye−

i
~
azPz =⇒

=⇒ e−
i
~
~a·~P = e−

i
~
axPxe−

i
~
ayPye−

i
~
azPz (5.11)

valido per trasformazioni finite notando che aPn = a(nxPx+nyPy +nzPz).
Questo risultato non è banale poichè stiamo lavorando con operatori che a
priori non commutano (e in effetti quanto detto adesso è vero solo perchè
tale commutazione esiste davvero).
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5.3. L’operatore impulso

Supponiamo adesso di avere una particella in un intorno di ampiezza
infintesima di ~r nello stato |~r >. Avremo che Ua|~r >= |~r+~a > e < ~r|U †

a =<

~r|U−a =< ~r + ~a| poichè l’operatore è unitario. Ma Ua = e−
i
~
~a·~P , per cui

U−a = e
i
~
~a·~P e < ~r + ~a| =< ~r|e i~~a·~P .

Supponiamo adesso di aver prodotto la particella nell’origine |~r = 0 >,
applichiamo la traslazione ~r ottenendo Ur|~r = 0 >= |~r > e di conseguenza

< ~r| =< ~r = 0|U−r =< ~r = 0|e i~~r·~P .
Adesso siamo in grado di riscrivere la grandezza che ci eravamo prefis-

sati:

< ~r|~p >=< ~r = 0|e i~~r·~P |~p >

Applicare un operatore d’impulso su una posizione (il bra a sinistra) è

complicato: fortunatamente abbiamo a destra un autostato di ~P :

< ~r|~p >=< ~r = 0|~p > e
i
~
~r·~p

si può dimostrare che < ~r = 0|~p > è una costante α che non dipende da ~p,
per cui

< ~r|~p >= αe
i
~
~r·~p

Poichè abbiamo che
{
< ~r′| ~r′′ >= δ3( ~r′′ − ~r′)
< ~p′| ~p′′ >= δ3( ~p′′ − ~p′) (5.12)

si ha

< ~p′|I| ~p′′ >=

∫
d3r < ~p′|~r >< ~r| ~p′′ >=

∫
d3rα∗e−

i
~
~r·~p′αe

i
~
~r· ~p′′ =

|α|2
∫
d3re

i
~
~r·( ~p′′−~p′) (5.13)

ma δ(x) = 1
2π

∫ +∞
−∞ eitxdt, per cui, posto ~ξ = ~r

~
avremo

< ~p′|I| ~p′′ >= (2π)3~
3|α|2 1

(2π)3

∫
d3ξei

~ξ·( ~p′′−~p′) = (2π)3~
3|α|2δ3( ~p′′ − ~p′)

che porta a α = 1

(2π~)
3
2

, e finalmente

< ~r|~p >=
1

(2π~)
3
2

e
i
~
~r·~p (5.14)

Riepilogando, conosciamo ψ(~r) =< ~r|ψ > e vogliamo conoscere ψ̃(~p) =<
~p|ψ >=< ~p|I|ψ >, ottenendo alla fine

∫
d3r < ~p|~r >< ~r|ψ >=

1

(2π~)
3
2

∫
d3re−

i
~
~r·~pψ(~r) = ψ̃(~p) (5.15)

In maniera analoga e del tutto simmetrica:
∫
d3p < ~r|~p >< ~p|ψ >=

1

(2π~)
3
2

∫
d3pe

i
~
~r·~pψ̃(~p) = ψ(~r) (5.16)
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Ma questo mostra evidentemente che ψ̃(~p) è la trasformata di Fourier di
ψ(~r).

Per le posizioni avevamo ottenuto ~R|~r >= ~r|~r >, per gli impulsi, vo-

lendo generalizzare a notazione vettoriale, abbiamo ~P |~p >= ~p|~p >. Ma se
vogliamo applicare un operatore di impulso ad un autostato di posizione?
Ovvero vogliamo sapere quanto vale Px|~r >?

Sappiamo che posizioni e impulsi non sono variabili compatibili e del
resto abbiamo basato la trattazione di questo capitolo sulle considerazioni
sulle traslazioni.

Abbiamo finora considerato un riferimento fisso e dei punti traslabili;
consideriamo adesso il caso opposto, ovvero punti fissi e risferimenti mobili
traslati rigidamente con assi paralleli a quelli di un sistema dato: se lo spazio
fosse omogeneo le due situazioni sarebbero completamente equivalenti.

Nel primo caso cambiano gli stati ma non gli operatori, nel secondo caso
accade esattamente il viceversa.

Ci chiediamo dunque nel secondo caso, qual è la relazione tra operatore
traslato e operatore non traslato. Supponiamo a questo proposito di esegui-
re simultaneamente la traslazione del sistema fisico e quella del riferimento.
Per via della geometria relativa, se lo spazio è omogeneo non cambia nulla.
Produciamo quindi una particella nello stato ψ e la riveliamo in uno ϕ: ci
interessa < ϕ|ψ >.

Dopo la traslazione, per motivi fisici appena giustificati, < ϕ′|ψ′ >=<
ϕ|ψ > e resta invariata ogni altra cosa, tra cui gli indicatori statistici della
variabile dinamica che misuriamo.

Per esempio, sapremo sicuramente che

< ψ|Λ|ψ >=< ψ′|Λ′|ψ′ >

ma, nel caso del primo genere di traslazione abbiamo che |ψ′ >= Ud|ψ > e

< ψ′| =< ψ|U †
d , per cui

< ψ′|Λ′|ψ′ >=< ψ|(U †
dΛ′Ud)|ψ >=< ψ|Λ|ψ >

valida per ogni stato ψ, per cui

Λ = U
†
dΛ′Ud Λ′ = U

†
dΛUd

5.4 Operatori invarianti

Possiamo ammettere l’esistenza di operatori invarianti per traslazioni nello
spazio di Hilbert e potremmo azzardare che come nella meccanica hamilto-
niana, essi siano correlati all’impulso.

Il fatto che un operatore sia invariante significa che il traslato e il
non traslato hanno lo spettro degli autovalori identico e il loro insieme
di autovettori coincide. Dal punto di vista fisico cosa accade?

Poichè il valor medio prima e dopo la traslazione non muta, e Λ = Λ′,
avremo < ψ′|Λ|ψ′ >=< ψ|Λ|ψ >. Dalla definizione di Λ′, si ha

Λ = UdΛU−d =⇒ ΛUd = UdΛ
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5.4. Operatori invarianti

cioè Λ commuta con Ud e questa rappresenta sia una condizione necessaria,
sia sufficiente. Se si compiono più traslazioni, con tutti gli operatori che le
definiscono deve accadere questa stessa cosa.

Se ~d = dn̂, abbiamo la trasformazione infinitesima Ud = I − i
~
dPn,

essendo Pn = n̂ · ~P , per cui sostituendo nella relazione di commutazione:

Λ(I − i

~
dPn) = (I − i

~
dPn)Λ =⇒ PnΛ = ΛPn

ossia ancora una volta una commutazione. Questa è la condizione che ci
interessa per l’invarianza del generico operatore Λ lungo la direzione n̂.
Inoltre questa condizione indica che i 2 operatori hanno autovalori comuni
e possono essere misurate contemporaneamente.

Supponiamo che Λ sia invariante rispetto a tutte le direzioni dello spazio:
[Λ, ~P ] = 0. Se Λ = ~P , questo vale sicuramente, cioè l’impulso è invariante

per traslazioni. Al contrario questo non vale per l’operatore posizione ~R,
ovvero [~R, ~P ] 6= 0.

Per l’operatore posizione lungo l’asse x (X |~r >= x|~r >):

X ′ = UdXU
†
d =⇒ X ′|~r >= UdXU

†
d |~r >

Ma Ud|~r >= |~r + ~d > è l’autostato traslato, perciò

UdX |x− dx, y − dy, z − dz >=

= (x− dx)UdX |x− dx, y − dy, z − dz >= (x− dx)|~r >=⇒
=⇒ X ′|~r >= (x − dx)|~r >

cioè l’operatore traslato ha per autovalore x−dx e non x+dx. Ma X |~r >=
x|~r >, pertanto X ′|~r >= (X − dx)|~r >, valido per ogni ~r, quindi passando

alla notazione operatoriale, ~R′ = ~R− ~dI, che è valida anche per traslazioni
infinitesime.

Il nostro prossimo obiettivo è quello di vedere di quanto non commutano
~R e ~P .

Sia ~d = dn̂ infinitesimo, per cui

X ′ = UdXU
†
d = (I − i

~
dPn)X(I +

i

~
dPn) = X +

i

~
d(XPn − PnX) + o(d2)

Ma anche nel caso infinitesimo è X ′ = X − dxI, e poichè dx = dnx si ha

X − dnxI = X +
i

~
d(XPn − PnX) =⇒ XPn − PnX = i~nxI

Adesso supponiamo che la direzione n̂ sia quella dell’asse x; allora nx = 1
e XPx − PxX = [X,Px] = i~, quindi sono osservabili incompatibili.

Al contrario, sia lungo la direzione y che z, il coseno direttore è nullo,
poichè ci troviamo in una terna ortogonale, per cui [X,Py] = 0, [X,Pz] = 0.

Se indichiamo con Ri la componente i−esima del vettore ~R (ovvero
i = 1 indica x, e via di seguito), e analogamente con Pj la componente

j−esima del vettore ~P , possiamo riassumere le relazioni come

[Ri, Pj ] = i~δij (5.17)
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5.5 Rappresentazione dell’impulso

L’impulso può essere rappresentato nella base |~r >. Per la rappresentazione
della posizione avevamo trovato, per esempio per la prima componente,
X |~r >= x|~r >. Ma quanto vale allora Px|~r >?

Chiedercelo è lecito poichè abbiamo visto in precedenza che ci interes-
sava saperlo per risolvere un problema.

Supponiamo dunque di avere una traslazione infinitesima δ~a = δan̂ e di
conseguenza il relativo operatore traslatore Uδa. Applichiamo a |~r >:

Uδa|~r >= |~r + δ~a > < ~r|U−δa =< ~r + δ~a| =⇒

=⇒< ~r|(I +
i

~
δaPn) =< ~r + δ~a| =⇒ < ~r + δ~a|− < ~r|

δa

~

i
=< ~r|Pn

Se supponiamo n̂ = x̂, osserviamo che il termine a sinistra è proprio un
rapporto incrementale nello spazio di Hilbert, la derivata di ~r lungo l’asse
x. Per rendercene conto basta moltiplicare scalarmente a destra per |ψ >:

< ~r + δa|ψ > − < ~r|ψ >
δa

~

i
=< ~r|Pn|ψ >

A sinistra adesso abbiamo proprio il rapporto incrementale della funzione
d’onda rispetto a x, per cui:

~

i

∂ψ(~r)

∂x
=< ~r|Px|ψ >=⇒ ~

i

∂ < ~r|ψ >
∂x

=< ~r|Px|ψ >=⇒

=⇒ ~

i

∂ < ~r|
∂x

=< ~r|Px (5.18)

il cui significato fisico è comprensibile quando si moltiplica scalarmente per
|ψ > e si ha una relazione tra numeri. Quanto trovato significa che a Px
è associabile un operatore differenziale ℘x ≡ ~

i
∂
∂x

, solo se la base è |~r >.
Riassumendo, abbiamo rispettivamente per operatore posizione e operatore
impulso:

Xψ(~r) = xψ(~r) (5.19)

Pxψ(~r) = ℘ψ(~r) (5.20)

L’impulso in generale sarà rappresentato da un operatore differenziale a 3
componenti:

~P ≡ ~

i
(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z
) ≡ ~

i
~∇r (5.21)

Nel caso inverso invece, se vogliamo l’operatore posizione in base |~p >,
otterremo

~R ≡ −~

i
(
∂

∂px
,
∂

∂py
,
∂

∂pz
) ≡ −~

i
~∇p (5.22)

Per concludere, calcoliamo il valor medio di Px:

< Px >ψ=< ψ|Px|ψ >=< ψ|IPx|ψ >=

∫
d3(r) < ψ|~r >< ~r|Px|ψ >=

∫
d3(r)ψ∗(~r)

~

i

∂

∂x
< ~r|ψ >=

~

i

∫
d3rψ∗(~r)

∂

∂x
ψ(~r)

che è ovviamente diverso da quello trovato per l’operatore posizione.
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5.6. Relazione di indeterminazione di Heisenberg

5.6 Relazione di indeterminazione di Heisen-

berg

Abbiamo trovato in precedenza, in maniera empirica, che ∆x∆Px ∼ h;
adesso ricaveremo l’espressione esatta dell’indeterminazione intrinseca della
natura nello spazio quantistico.

Supponiamo di avere due operatori, Λ,Υ hermitiani che non commu-
tano; il loro commutatore dunque è diverso da zero e si può considerare
come un terzo operatore Θ = [Λ,Υ]. Ma abbiamo un piccolo problema:
Θ 6= Θ† = −Θ.

Per risolvere l’inconveniente di dover lavorare con un antihermitiano, de-
finiamo nuovamente iΘ = [Λ,Υ], che come il lettore potrà adesso verificare,
è hermitiano.

In uno stato |ψ >, il valor medio di iΘ sarà

< [Λ,Υ] >ψ= iΘψ = i < ψ|Θ|ψ >

da cui sviluppando si ottiene

< ψ|ΛΥ|ψ > − < ψ|ΥΛ|ψ >= iΘψ

Ma abbiamo operatori hermitiani, per cui BA = B†A† = (AB)†, che
andando a sostituire porta a

< ψ|ΛΥ|ψ > − < ψ|(ΛΥ)†|ψ >= iΘψ

Ma dalla definizione di operatore hermitiano avremo

< ψ|ΛΥ|ψ > − < ψ|ΛΥ|ψ >∗= iΘψ

che è la differenza di due numeri complessi coniugati del tipo (x + iy) −
(x− iy) = 2iy, per cui si avrà

2ℑ{< ψ|ΛΥ|ψ >} = Θψ =⇒ |ℑ{< ψ|ΛΥ|ψ >}| = 1

2
|Θψ|

Vogliamo vedere il primo termine come il prodotto scalare dei termini <
ψ|Λ =< ψΛ| e |ψΥ >= Υ|ψ >, e poichè < ψ|Λ = Λ†|ψ >= Λ|ψ >= |ψΛ >,
abbiamo

| < ψΛ|ψΥ > | = 1

2
|Θψ|

ma per la disuguaglianza di Schwarz:

√
< ψΛ|ψΛ >< ψΥ|ψΥ > ≥ 1

2
|Θψ| =⇒

=⇒
√
< ψ|Λ2|ψ >< ψ|Υ2|ψ > ≥ 1

2
|Θψ|

poichè < ψΛ|ψΛ >=< ψ|ΛΛ|ψ >=< ψ|Λ2|ψ > e analogamente per l’altra
norma.
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5.7. Esempi concreti

Introduciamo adesso due nuovi operatori (indicando Λ̄ =< ψ|Λ|ψ > e
analogamente per Υ):

∆Λ = Λ− Λ̄

∆Υ = Υ− Ῡ

Come è facile mostrare, [∆Λ,∆Υ] = iΘ, per cui visto che usare questi o gli
operatori precedenti non cambia nulla nella relazione di Schwarz, possiamo
scrivere

√
< ψ|(∆Λ)2|ψ >< ψ|(∆Υ)2|ψ > ≥ 1

2
|Θψ|

Poichè < ψ|(∆Λ)2|ψ >=< ψ|(Λ − Λ̄)2|ψ >= ... =< Λ2 >ψ − < Λ >2
ψ,

e analogamente per Υ, ci accorgiamo che abbiamo il valore dei rispettivi
s.q.m. (δΛ e δΥ) al quadrato, per cui, sostituendo inoltre Θψ, arriviamo a

δΛδΥ ≥ 1

2
| < ψ|[ΛΥ]|ψ >ψ | (5.23)

che rappresenta la relazione di indeterminazione di Heinseberg per una

coppia di variabili incompatibili o osservabili che non commutano.

Applicando alla posizione e all’impulso, secondo la notazione introdotta
in precedenza, otteniamo

δRiδPj ≥
1

2
~δij < ψ|ψ >

Nel caso in cui abbiamo normalizzato correttamente a 1, invece si ha

δRiδPj ≥
1

2
~δij (5.24)

che è una relazione precisa molto più della (4.2).

5.7 Esempi concreti

Si vuole studiare un sistema la cui funzione d’onda è

ψ(x) = Ae−
x2

2a2 e
i
~
P0x (5.25)

Cominciamo con il considerare la complessa coniugata della funzione d’on-
da:

ψ∗(x) = A∗e−
x2

2a2 e−
i
~
P0x (5.26)

La condizione fisica da imporre è che sia sempre
∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2dx = 1 (5.27)

ovvero
∫ +∞

−∞
ψ∗(x)ψ(x)dx = |A|2

∫ +∞

−∞
e−

x2

a2 dx =

= a|A|2
∫ +∞

−∞
e−

x2

a2 d
x

a
= a|A|2

√
π =⇒ |A|2 =

1

a
√
π
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5.7. Esempi concreti

5.7.1 Indicatori statistici nella base delle coordinate

Vogliamo ora calcolare gli indicatori statistici di posizione e impulso nella
base delle coordinate.

< x >ψ=< ψ|X |ψ >=

∫ +∞

−∞
dx < ψ|x > x < x|ψ >=

∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2xdx = 0

come il lettore può facilmente dimostrare, trattandosi dell’integrale sulla
retta reale di una funzione dispari.

Ci resta da trovare l’indeterminazione sulla posizione, per cui calcoliamo
il valor medio dei quadrati:

< x2 >ψ=< ψ|X2|ψ >=

∫ +∞

−∞
dx < ψ|x > x2 < x|ψ >=

∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2x2dx

Prima di integrare questa funzione consideriamo la seguente relazione:

∫ +∞

−∞
e−αx

2

dx = α− 1
2

∫ +∞

−∞
e−αx

2

d
√
αx = α− 1

2

√
π

Poichè
∫ +∞

−∞
t2e−t

2

dt = − d

dα

∫ +∞

−∞
e−αt

2

dt|α=1

come è immediato dimostrare, si arriva a

∫ +∞

−∞
t2e−t

2

dt =

√
π

2

Tornando all’integrale di nostro interesse avremo:

∫ +∞

−∞
|ψ(x)|2x2dx = a3|A|2

∫ +∞

−∞

x2

a2
e−

x2

a2 d
x

a
= a3 1

a
√
π

√
π

2
=
a2

2

Per cui, lo s.q.m. δx sarà

δx =< x2 >ψ − < x >2
ψ=

a2

2

Completiamo questa analisi con lo studio degli indicatori di impulso:

< P >ψ=< ψ|P |ψ >=< ψ|IP |ψ >=

∫ +∞

−∞
dx < ψ|x >< x|P |x >=

= −i~
∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

∂

∂x
ψ(x)

Svolgendo i calcoli si ottiene subito

−i~
∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

∂

∂x
ψ(x) = i~

∫ +∞

−∞
dx|A|2e−x2

a2 (
x

a2
)−

i~

∫ +∞

−∞
dx|A|2e−x2

a2 (
i

~
P0)
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5.7. Esempi concreti

Il primo integrale ha per integrando una funzione dispari ed in questo caso
vale zero; svolgendo i calcoli per la parte restante, sostituendo ad |A|2 il
valore trovato in precedenza e semplificando opportunamente, si ottiene

< P >ψ= P0

Passando al calcolo della media dei quadrati, si ottiene:

< P 2 >ψ=< ψ|P 2|ψ >=< ψ|IP 2|ψ >=

∫ +∞

−∞
dx < ψ|x >< x|P 2|x >=

= (−i~)2
∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

∂2

∂x2
ψ(x)

Notiamo che
∫ +∞

−∞
dxψ∗(x)

∂2

∂x2
ψ(x) =

∫ +∞

−∞
dx{ ∂

∂x
[ψ∗(x)

∂

∂x
ψ(x)]− ∂

∂x
ψ∗(x)

∂

∂x
ψ(x)}

Poichè
∫ +∞

−∞
dx

∂

∂x
[ψ∗(x)

∂

∂x
ψ(x)] = |A|2e− x2

a2 (
−x
a2

+
i

~
P0)|+∞

−∞ ∝

∝ lim
t−→∞

e−
t2

a2 t = 0

avremo che

~
2

∫ +∞

−∞
dx

∂

∂x
ψ∗(x)

∂

∂x
ψ(x) = ~

2

∫ +∞

−∞
d
x

a
|A|2e−x2

a2 (
x2

a2

1

a
+ a

P 2
0

~2
) =

=
|A|2
a

~
2

√
π

2
+ |A|2~

2P
2
0

~2
a
√
π = P 2

0 +
~

2

2a2

da cui

δP =< P 2 >ψ − < P >2
ψ=

~
2

2a2

e osserviamo che la relazione di indeterminazione è rispettata:

δPδx =
~

2

2a2

a2

2
=

~
2

4

e quindi ne deduciamo che ψ(x) è la migliore conoscenza simultanea che
abbiamo di posizione e impulso: essa rappresenta lo stato del sistema.

5.7.2 Funzione d’onda nella rappresentazione degli im-

pulsi

Dalle definizioni teoriche già affrontate abbiamo che

ψ̃(P ) =< P |ψ >=< P |I|ψ >=

∫
dx < P |x >< x|ψ >=

1√
2π~

∫
dxe−

i
~
Pxψ(x) =

A√
2π~

∫
dxe−

x2

2a2 e
i
~
(P0−P )x
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5.8. Evoluzione temporale di un sistema quantistico

Sostanzialmente abbiamo un solo esponenziale con esponente la somma

degli esponenti degli ultimi due. Tale esponente, − x2

2a2 + i
~

(P0 − P )x, lo
possiamo scrivere nella forma −α2x2 +2iαβx se poniamo α2 = 1

2a2 e 2αβ =
P0−P

~
; ma vogliamo un quadrato di binomio per cui:

−α2x2 + 2iαβx = −α2x2 + 2iαβx+ (iβ)2 − (iβ)2 = −β2 − (αx− iβ)2

che trasforma il nostro integrale in

A√
2π~

∫
dxe−

x2

2a2 e
i
~
(P0−P )x = γe−β

2

∫
dxe−(αx−iβ)2

essendo γ una costante opportuna da sistemare. Posto αx−iβ = µ, avremo

γe−β
2 1

α

∫
dµe−µ

2

= γe−β
2 1

α

√
π

La funzione gaussiana integranda è di variabile complessa, per cui l’inte-
grazione va fatta sulla retta parallela a x e sulla sulla semicirconferenza
che la sovrasta, il che equivale a considerare l’asse delle ascisse. Per cui il
risultato finale può scriversi come

ψ̃(P ) =
1√
2π~

e−
a2

2~2 (P−P0)
2

5.8 Evoluzione temporale di un sistema quan-

tistico

In questo paragrafo ci interesseremo di come cambia e si evolve nel tempo
lo stato di un sistema quantistico.

Consideriamo la solita sorgente di particelle nello stato |ψ0 > all’istante
t0; a partire da questo istante non ci riguarda più la misura di una qual-
che variabile dinamica, ma ci accorgiamo che il sistema si evolve per cui
stabiliamo una scala temporale e rileviamo l’entità dei cambiamenti del
sistema.

Lo stato del sistema all’istante t generico lo indichiamo con il simbolo
|ψ, t, t0 >; ci chiediamo cosa ha fatto cambiare il sistema.

Sicuramente il cambiamento non è dovuto alle misure, perchè tra t0
e t non ne stiamo facendo, di conseguenza è l’interazione con l’ambiente
esterno a determinarne l’evoluzione.

Lo stato finale deve dipendere in qualche modo dallo stato iniziale e
inoltre la relazione tra essi deve essere biunivoca, ovvero simmetrica rispetto
alla freccia temporale: se partiamo dallo stato finale ed andiamo a ritroso
nel tempo dobbiamo ritrovare quello stesso stato iniziale da cui è partito.

A questo scopo introduciamo un nuovo operatore di evoluzione tempo-

rale (analogo a quello di evoluzione o traslazione spaziale) tale che

|ψ, t, t0 >= U(t, t0)|ψ, t0, t0 >

Questo operatore deve essere lineare perchè preservi la sovrapposizione degli
stati ed inoltre dobbiamo imporre che gli stati iniziali e finali abbiano norma
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5.8. Evoluzione temporale di un sistema quantistico

1; ma se questo operatore deve avere queste caratteristiche esso è unitario:
U †(t, t0) = U−1(t, t0).

A questo punto la meccanica quantistica segue di passo quella classica,
in quanto stiamo presupponendo determinismo.

L’operatore introdotto, analogamente a quello di traslazione spaziale,
deve essere tale che se tra t0 e t consideriamo n stati intermedi, lo stato finale
deve essere rappresentato dall’operatore che è il prodotto degli operatori
che rappresentano gli stati intermedi2, e questo vale in qualunque ordine
si esegue il prodotto (anche questo operatore, come il traslatore spaziale, è
commutativo).

Un’ulteriore condizione iniziale da imporre sull’operatore è che sia U(t0, t0) =
I.

D’ora in avanti supporremo due proprietà importanti del tempo, che non
vanno sottovalutate: l’omogeneità e la continuità (come nel caso spaziale).

Ammettere che il tempo è omogeno ci semplifica molto la trattazione,
in quanto troveremo tra poco che ciò che ci interessa non è l’istante zero che
scegliamo come riferimento ma soltanto un intervallo; supporlo continuo ci
permette di trattare evoluzioni infinitesime.

Torniamo al nostro stato all’istante t: vogliamo vedere cosa accade al
sistema all’istante successivo t+ δt:

|ψ, t+ δt, t >= U(t+ δt, t)|ψ, t >

Da questa relazione risulta chiaro come U debba essere prossimo all’identità
(cioè deve essere infinitesimamente distante da I):

U(t+ δt, t) = I − i

~
δtĤ(t)

essendo Ĥ un operatore hermitiano che dipende dal tempo in maniera
esplicita.

Perchè quest’equazione sia consistente fisicamente, è necessario che gli
autovalori di Ĥ abbiano la dimensione di un energia. L’operatore Ĥ , ana-
logamente all’impulso nel caso di traslazioni spaziali, è detto generatore di

traslazioni temporali.
Questo operatore ha autovalori reali e autovettori ortogonali, per cui è

hermitiano, ed ha la stessa funzione dell’hamiltoniana in meccanica classica:
per questo lo chiameremo hamiltoniano; affinchè questa corrispondenza sia
possibile è necessario che ~ sia determinato e sia legato alla costante di
Planck.

Adesso siamo in grado di scrivere l’evoluzione temporale di un sistema:

|ψ, t+ δt, t >= (I − i

~
δtĤ(t))|ψ, t >=⇒

=⇒ i~
|ψ, t+ δt, t > −|ψ, t >

δt
= Ĥ(t)|ψ, t >=⇒

=⇒ i~
∂

∂t
|ψ(t) >= Ĥ(t)|ψ(t) > (5.28)

2Il lettore troverebbe noioso ripetere le stesse proprietà dell’operatore traslatore: in
caso di interesse, egli noterà come l’operatore evoluzione temporale rappresenta una sorta
di traslazione temporale, ed ecco spiegata l’analogia.
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5.9. Equazione di S. indipendente dal tempo

Questa è l’equazione fondamentale della meccanica quantistica, detta anche
equazione di Schröedinger : essa ci dice come si evolve lo stato del sistema
quantistico in esame.

Ancora questa è una relazione simbolica, che non ci aiuta molto nei
calcoli se non quando moltiplichiamo scalarmente a sinistra per un altro
vettore, che sia di base dello spazio di Hilbert, per ottenere una relazione
nella rappresentazione delle coordinate o dell’impulso.

5.8.1 Rappresentazione nelle coordinate e negli impul-

si

Moltiplichiamo l’equazione di S. per il vettore ~r della base dello spazio
H , ottenendo cos̀ı un’equazione che comprenda la funzione d’onda nella
rappresentazione delle coordinate:

i~
∂

∂t
< ~r|ψ(t) >=< ~r|Ĥ(t)|ψ(t) >=⇒

=⇒ i~
∂

∂t
< ~r|ψ(t) >=< ~r|Ĥ(t)I|ψ(t) >=

=

∫
d3r′ < ~r|Ĥ |~r′ >< ~r′|ψ(t) >=⇒

=⇒ i~
∂

∂t
ψ(~r, t) =

∫
d3r′ < ~r|Ĥ |~r′ > ψ(~r′, t) = H̃ψ(~r′, t) (5.29)

che dimostra come |ψ(t) > sia adesso la funzione d’onda nel tempo e abbia

un senso concreto ed essendo H̃ un operatore differenziale. Questa è l’equa-
zione di S. nella rappresentazione nelle coordinate e descrive l’evoluzione di
un sistema quantistico nel tempo e nella base di coordinate spaziali.

Del tutto in maniera analoga si ricava la medesima equazione ma nella
base degli impulsi:

i~
∂

∂t
ψ̃(~p, t) =

∫
d3p′ < ~p|Ĥ|~p′ > ψ̃(~p′, t) = H̃ψ̃(~p′, t) (5.30)

5.9 Equazione di S. indipendente dal tempo

Abbiamo in precedenza fatto l’importante ipotesi che il tempo sia continuo
ed omogeneo. La prima supposizione ci permette di trattare evoluzioni
infinitesime, la seconda ci permette di non porci il problema di fissare uno
zero preciso come riferimento.

Infatti, misurare in un intervallo di tempo [t0, t] o in un altro della forma
[t0 + τ, t + τ ], fisicamente non deve cambiare nulla se nel frattempo non
abbiamo alterato l’ambiente con campi di forze esterni. Di fatto dunque si
conserva l’ampiezza:

< ψ, t, t0|ψ, t0 >=< ψ, t+ τ, t0 + τ |ψ, t0 + τ >

Questo vale per un sistema isolato e ci dice che è importante la ’distanza’
tra i due istanti, ossia l’intervallo temporale, e non gli istanti singolarmente.
Infatti posto ∆t = t− t0 e τ = −t0, si ottiene:

< ψ, t, t0|ψ, t0 >=< ψ,∆t, 0|ψ, 0 >
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5.9. Equazione di S. indipendente dal tempo

che è la stessa proprietà di cui gode l’operatore evoluzione temporale:
U(t, t0) = U(∆t, 0), che diventa cos̀ı una funzione ad un solo parametro.

Poichè scegliere lo zero è influente, partire da t0 o da t1 è la stessa cosa:

I − i

~
δtĤ(t0) = I − i

~
δtĤ(t1)

che, essendo il tempo uniforme (δt è uguale a entrambi i membri), implica
Ĥ(t0) = Ĥ(t1), e questo ci dice che l’hamiltoniano non dipende dal tempo,
se questo è uniforme. L’equazione di S. assume una forma più semplice:

i~
d

dt
|ψ(t) >= Ĥ |ψ(t) >

In questa ipotesi costruiamo l’operatore evoluzione da t0 a t, equidiviso in
n intervalli intermedi; avremo:

U(t, t0) = U(t, tn−1)...U(t1, t0)

Per n grande, gli intervalli saranno infinitesimi di ampiezza δt e si avrà

U(t, t0) = [I − i

~
δtĤ(tn−1)]...[I − i

~
δtĤ(t0)]

Nell’ipotesi che t è uniforme, e solo in questo caso, gli operatori di questa
equazione sono uguali e dunque commutano3, e otteniamo

U(t, t0) = [I − i

~

t− t0
n

Ĥ ]n =⇒ lim
n−→∞

U(t, t0) = e−
i
~
(t−t0)H (5.31)

come il ben noto limite notevole. Ad esponente avremo gli autovalori di H e
cos̀ı abbiamo ottenuto un risultato analogo a quello nel caso delle traslazioni
spaziali.

Una volta noto H possiamo risolvere l’equazione di S., ossia siamo in
grado di studiare la dinamica del sistema. Infatti sapendo risolvere l’equa-
zione agli autovalori per l’hamiltoniano, troveremo i numeri En e i relativi
autovettori |ϕn > (detti stati stazionari):

H |ϕn >= En|ϕn >

essendo < ϕm|ϕn >= δmn e
∑

n |ϕn >< ϕn| = I. Se |ψ0 > è lo stato ini-
ziale, lo scriviamo come combinazione lineare dei vettori della base, |ψ0 >=∑
n cn|ϕn >, essendo cn il prodotto scalare < ϕn|ψ0 >, e di conseguenza

risolveremo il problema fondamentale della meccaniza quantistica:

|ψ(t) >= e−
i
~
tH |ψ0 >=

∑

n

cne
− i

~
tH |ϕn >=

∑

n

cne
− i

~
tEn |ϕn > (5.32)

avendo cos̀ı noto |ψ(t) >.

3Il lettore osservi che se t non è uniforme queste espressioni sono diverse e le loro
relazioni più complicate.
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5.10. L’approssimazione classica

5.10 L’approssimazione classica

Ci chiediamo in breve come sia possibile riottenere le usuali leggi della
meccanica classica a partire dai presupposti della meccanica quantistica.
In altre parole vogliamo vedere se è possibile utilizzare la meccanica quan-
tistica con risultati ottimali anche per sistemi macroscopici. Questo ci sarà
possibile se diamo un preciso valore ad ~, che risulta essere la chiave tra le
due teorie.

Abbiamo parlato di un operatore vettoriale generatore di traslazioni
spaziali ~P (impulso) i cui autovalori, a meno di una costante da imposta-
re, devono potersi confrontare con la variabile dinamica impulso del caso
classico.

Analogamente al caso spaziale abbiamo parlato di un operatore Ĥ (ha-
miltoniano) che genera traslazioni temporali, proprio come la funzione ha-
miltoniana della meccanica classica.

Consideriamo dunque una particella in un sistema isolato: essa dovrà
necessariamente potersi trovare ad un istante t = 0 in un autostato simul-
taneo |ψ0 >= |~p,E >, rispettivamente autostati dei due generatori appena
discussi,:

{
P̂ |~p,E >= ~p|~p,E >

Ĥ |~p,E >= E|~p,E >
(5.33)

Poichè questi due operatori hanno un set di autostati in comune, essi
commutano, ma osservando che Px, Py, Pz rappresenta un insieme comple-

to di osservabili, ne deduciamo che Ĥ è funzione di P̂ , ed in conclusione
[P̂ , Ĥ] = 0.

L’evoluzione temporale dello stato del sistema è retto dall’operatore
omonimo, per cui avremo all’istante t generico, |ψ(t) >= U(t)|ψ0 >. Se il
tempo è uniforme e lo spazio omogeneo, avremo:

|ψ(t) >= e−
i
~
Ht|~p,E >= e−

i
~
Et|~p,E > (5.34)

che è il ket che rappresenta lo stato al tempo t e differisce da |ψ0 > per
un fattore di fase, dunque ricordando quanto detto in precedenza, essi
fisicamente4 rappresentano lo stesso stato.

Questo significa che una particella libera in un sistema isolato, rimane
tale al passare del tempo: dunque la meccanica quantistica comincia ad
avere un primo analogo classico.

Moltiplicando scalarmente per ~r, se ψ(~r, t) =< ~r|ψ(t) >, questo può
essere espresso come

ψ(~r, t) = e−
i
~
Et < ~r|~p,E >= e−

i
~
Et 1

(2π~)
3
2

e
i
~
~r·~p =⇒

=⇒ ψ(~r, t) =
1

(2π~)
3
2

e−i(t
E
~
−~r· ~p

~
) (5.35)

che è la funzione d’onda di una particella libera con impulso fissato. Ma essa
altro non è che l’espressione di un’onda piana monocromatica di frequenza
e lunghezza d’onda ben determinate.

4Con questo termine ci stiamo riferendo alle probabilità.
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5.10. L’approssimazione classica

Un’onda di questo tipo ha la forma

ϕ(~r, t) = cos(~k · ~r − wt)

essendo ~k il vettore d’onda che fornisce la direzione di propagazione e legato
alla lunghezza d’onda dalla relazione |~k| = 2π

λ
, ed essendo w = 2πν. Per

confronto diretto si ottiene

|~k| = ~p

~
=

2π

λ
=⇒ λ = 2π

~

p

ν =
w

2π
=

1

2π

E

~

e dunque al moto di una particella è associata un’onda di caratteristiche
ben determinate. E questo non va contro l’ipotesi di De Broglie, ma quasi
ne dà un’ulteriore conferma, se p è l’impulso classico, poichè (essendo p̃ ed
Ẽ le quantità classiche) egli sosteneva che

λ =
h

p̃

ν =
Ẽ

h

Ma quella di De Broglie è un’ipotesi verificata più volte sperimental-
mente, per cui per confronto diretto otteniamo

~ =
h

2π
(5.36)

se nel limite classico poniamo p = p̃ ed E = Ẽ, ossia imponiamo che ci
siano gli stessi risultati.

A questo punto siamo autorizzati a chiamare gli operatori generatori del-
l’inizio di questo paragrafo, rispettivamente operatore impulso ed operatore

hamiltoniano.
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5.10. L’approssimazione classica
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CAPITOLO 6

Equazioni del moto

6.1 Rappresentazione dell’hamiltoniano

Vogliamo supporre che la meccanica classica e la meccanica quantistica
giungano agli stessi risultati nella costruzione dell’hamiltoniana e dell’ha-
miltoniano rispettivamente, a patto però nel secondo, di sostituire le varia-
bili dinamiche con gli opportuni operatori.

Nel caso classico l’hamiltoniana di una particella libera di massa m è

Hc = p2

2m . In meccanica quantistica vogliamo che la forma resti identica

ma con una modifica sottile, l’impulso per l’operatore impulso: Hq = P 2

2m .
In effetti si nota (come già visto nel precedente paragrafo) che H e P

commutano.
Alla luce di quanto detto possiamo senza dubbio dire che p2

2m sono
autovalori dell’energia E:

H |~p,E >= E|~p,E >=⇒ P 2

2m
|~p,E >= E|~p,E >=⇒ p2

2m
|~p,E >= E|~p,E >

proprio come nel caso classico. Volendo risolvere l’equazione agli autovalori
nella rappresentazione delle coordinate otteniamo ancora una volta:

ψ(~r, t) =
1

(2π~)
3
2

e−
i
~
(Et−~k·~r)

Nella base delle coordinate Hq assume una forma precisa:

< ~r|Hq =< ~r|
~P · ~P
2m

=
1

2m
~∇~

i
< ~r|~P =

1

2m
∇2(

~

i
)2 < ~r|~P =⇒

=⇒< ~r|Hq = − ~
2

2m
∇2 < ~r|

che introduce una nuova forma di operatore differenziale: H̃ = − ~
2

2m∇2

simile a quella ℘ associata all’impulso. Avremo d’ora in avanti:

< ~r|Hq|ψ >= − ~
2

2m
∇2 < ~r|ψ >
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6.1. Rappresentazione dell’hamiltoniano

che è l’elemento di matrice che ci interessa, ottenuto applicando H̃ a ψ(~r).
Ritornando all’equazione agli autovalori precedente, nella rappresenta-

zione delle coordinate avremo

< ~r|P
2

2m
|~p,E >= E < ~r|~p,E >=⇒

=⇒ − ~
2

2m
∇2 < ~r|~p,E >= Eψ~p,E(~r, t) =⇒

=⇒ − ~
2

2m
∇2ψ~p,E(~r, t) = Eψ~p,E(~r, t) (6.1)

da cui si ricava facilmente che E = p2

2m e che le autofunzioni sono le onde
piane

ψ(~r, t) =
1

(2π~)
3
2

e
i
~
~p·~r

Supponiamo adesso che la particella non sia libera, ma soggetta ad un

potenziale V funzione delle coordinate. Nel caso classico Hc = p2

2m + V (~r),

in quello quantistico sarà Hq = P 2

2m + V (~R).
Ciò che ci interessa davvero, come nel caso precedente, è risolvere l’e-

quazione agli autovalori per l’hamiltoniano, in modo da non dover risolvere
l’equazione di S. indipendente dal tempo (che comunque porterebbe allo
stesso risultato).

Alle soluzioni dell’equazione per Hq dobbiamo imporre vincoli fisici,
quali quelle che ψ sia di quadrato sommabile1 (

∫
d3r|ψ|2 <∞) e la condi-

zione al contorno secondo cui essa vada rapidamente a zero all’inifinito.
Dal punto di vista astratto, considerando uno stato |ϕE >, avremo

H |ϕE >= E|ϕE >

che proiettando su ~r dà

< ~r|H |ϕE >= E < ~r|ϕE >=⇒< ~r|[ P
2

2m
+ V (~R)]|ϕE >= EϕE(~r) =⇒

=⇒ − ~
2

2m
∇2 < ~r|ϕE > +V (~r)ϕE(~r) = EϕE(~r) =⇒

=⇒ [− ~
2

2m
∇2 + V (~r)]ϕE(~r) = EϕE(~r)

Le ϕE sono le autofunzioni dell’operatore H̃ = − ~
2

2m∇2 + V (~r) a patto che
siano di norma finita. La condizione al contorno sarà

< ϕE |ϕE >=< ϕE |I|ϕE >=

∫
d3r < ϕE |~r >< ~r|ϕE >=

∫
d3r|ϕE |2 = 1

All’istante t = 0 sia |ψ0 >= |ϕE >; l’evoluzione temporale sarà dunque

|ψ(t) >= U(t)|ψ0 >= e−
i
~
Ht|ψ0 >= e−

i
~
Ht|ϕE >

1Indichiamo con questa dicitura il fatto che ψ sia normalizzata e il suo integrale sia
finito.
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6.2. Indicatori statistici variabili nel tempo

cioè ϕE è un autovettore di H e di conseguenza con |ψ(t) > rappresentano
lo stesso stato fisico2.

Nell’analogo classico avremmo detto che E è una costante del moto
poichè H non dipende dal tempo; in meccanica quantistica si dice che gli
autostati dell’hamiltoniano sono stazionari.

Nelle medesime ipotesi, possiamo mostrare come questo risultato sia
legato alla soluzione dell’equazione di S.:

i~
∂

∂t
|ψ(t) >= H |ψ(t) >=⇒

=⇒ i~(− i
~
E)e−

i
~
Et|ψ0 >= He−

i
~
Et|ψ0 >=⇒

=⇒ E|ψ0 >= H |ψ0 > (6.2)

che essendo |ψ0 >= |ϕE > porta alle stesse implicazioni di quelle dedotte
dallo studio dell’hamiltoniano.

6.2 Indicatori statistici variabili nel tempo

Tra le implicazioni di quanto trovato finora, possiamo notare come gli in-
dicatori statistici delle variabili dinamiche, nelle ipotesi suddette, variano
nel tempo:

< Λ >t=< ψ(t)|Λ̂|ψ(t) >=⇒ d

dt
< Λ >t=

d

dt
< ψ(t)|Λ̂|ψ(t) >

Imponendo che ψ(t) soddisfi l’equazione di S., avremo (si ricordi che H =
H†):

{
i~ d
dt
|ψ(t) >= H |ψ(t) >

−i~ d
dt
< ψ(t)| =< ψ(t)|H

e di conseguenza

i~
d

dt
< Λ >t= − < ψ(t)|HΛ̂|ψ(t) > + < ψ(t)|Λ̂H |ψ(t) >=

=< ψ(t)|[Λ̂, H ]ψ(t) >=< [Λ̂, H ] >t (6.3)

che è l’equazione che gestisce l’evoluzione temporale del valor medio della
generica variabile dinamica Λ.

Tuttavia è da far presente che la dipendenza dal tempo del valor medio
non implica quella della variabile stessa, ossia può essere che Λ 6= Λ(t),
anche se in certi casi è possibile far dipendere esplicitamente dal tempo
Λ, modificando cos̀ı l’equazione precedente per via della derivata non nulla
< ψ(t)| ∂

∂t
Λ(t)|ψ(t) >:

i~
d

dt
< Λ >t=< [Λ̂, H ] >t +i~ <

∂

∂t
Λ(t) >t (6.4)

2Ricordiamo al lettore che questo vale se lo stato ψ0 è stato preparato in un autostato
di H, il quale non dipende dal tempo.
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6.2. Indicatori statistici variabili nel tempo

6.2.1 Caso Λ 6= Λ(t)

Sia Λ una variabile dinamica non dipendente dal tempo in modo esplicito,
e sia H l’hamiltoniano che non dipende dal tempo. Sappiamo che

i~
d

dt
< Λ >t=< [Λ̂, H ] >t=⇒ i~

d

dt
< H >t=< [H,H ] >t= 0

Questo risultato ci dice che qualunque sia lo stato di preparazione del si-
stema, si ha che il valor medio dell’energia è costante nel tempo per cui H
è una costante del moto se non dipende esplicitamente dal tempo.

Supponiamo di avere uno stato |ψ0 > al tempo t = 0, autostato stazio-
nario d’energia:

H |ψ0 >= E|ψ0 >=⇒ |ψ(t) >= e−
i
~
Et|ψ0 >

In questo caso abbiamo:

< ψ(t)|Λ̂H −HΛ̂|ψ(t) >=< ψ(t)|Λ̂E − EΛ̂|ψ(t) >= E < ψ(t)|0|ψ(t) >= 0

da cui se ne deduce che < Λ >t è una costante del moto ed è tale anche
< Λn >t per ogni n intero. Ma questo implica che la distribuzione statistica
di Λ non cambia nel tempo e che quanto detto vale inoltre per ogni altra
variabile dinamica che abbia le stesse caratteristiche matematiche di Λ. In
generale abbiamo ottenuto questo risultato che dipende da diversi fattori:
Λ, H, |ψ >, [Λ̂, H ].

Esiste una classe di variabili dinamiche che godono di queste proprietà:
quelle che commutano con H (cos̀ı eliminiamo la dipendenza da |ψ(t) >,
ma attenzione che non è vero il viceversa3!).

Sia Λ|ψ0 >= ξ|ψ0 > e |ψ(t) >= e−
i
~
Et|ψ0 >, nell’implicita ipotesi che

H non dipenda dal tempo. Ci chiediamo se |ψ(t) > è un autovettore di Λ:

Λ̂|ψ(t) >= Λ̂e−
i
~
Ht|ψ0 >

Ma Λ̂ e H commutano, per cui

e−
i
~
HtΛ̂|ψ0 >= ξe−

i
~
Ht|ψ0 >= ξ|ψ(t) >

cioè lo stato finale è un autovettore di Λ come |ψ0 > con lo stesso autovalore
di quest’ultimo; si dice che ξ è un buon numero quantico (buono perchè non
varia col tempo). Ma |ψ(t) > è realmente diverso da |ψ(0) >?

Se ξ è autovalore semplice allora i due stati coincidono. Se ξ è degenere
esisterà un sottospazioDξ costituito da una base di autovettori che lo hanno
per autovalore e di conseguenza |ψ(t) > sarà all’interno di tale sottospazio
al variare di t, assumendo valori diversi ma avendo sempre per autovalore
ξ.

Ma se capita che Λ e H hanno un set di autovettori in comune univoca-
mente determinato la degenerazione scompare, poichè ci è sempre possibile
trovare n = dim(Dξ) autovettori che pur avendo lo stesso autovalore ξ non
hanno lo stesso autovalore E: H |ei >= E|ei >.

3Infatti [Λ̂,H]ψ,t = 0 anche se lo stato ψ è nullo e non perchè i due operatori
commutano.

74



6.3. Indeterminazione tempo-Energia

Infatti se n = 3, per esempio, si ha che ψ0 =
∑
ci|ei > e quindi

|ψ(t) >= e−
i
~
Ht|ψ0 >=

∑

i

cie
− i

~
Ht|ei >=

∑

i

cie
− i

~
Eit|ei >

che è diverso da |ψ0 >; di conseguenza |ψ(t) > resta in Dξ ma non sarà
mai |ψ0 >.

Potrebbe anche capitare la situazione diametralmente opposta: Λ e H
commutano sempre e H |ϕE >= E|ϕE > e quindi |ϕE >=

∑
ck|ξk >, cioè

la degenerazione stavolta è dovuta ad E. Ma questo significa che i vettori
del nuovo sottospazio dovuto alla degenerazione sono autovettori diversi di
ξ ma non di E e si avrà che lo stato iniziale e quello finale coincideranno,
poichè essi si evolvono in ugual modo senza dipendenza dal tempo.

Ciò implica che un sistema che si trova in queste condizioni, se è in un
autostato di Λ ci resterà nel tempo.

6.3 Indeterminazione tempo-Energia

Sia |ψ(t) > lo stato del sistema al tempo t. Avevamo già trovato che la
relazione di indeterminazione di Heisenberg per due variabili incompatibili
generiche è

(δΛ)ψ(δΥ)ψ ≥
1

2
| < [Λ,Υ] >ψ |

Sia Υ = H l’hamiltoniano che non dipende esplicitamente dal tempo e tale
sia anche Λ. Abbiamo già trovato in precedenza che

i~
d

dt
< Λ >ψ(t)=< [Λ, H ] >ψ(t)

da cui prendendo i moduli e sostituendo nella precedente, si ottiene:

(δΛ)ψ(δΥ)ψ ≥
1

2
~| d
dt
< Λ >ψ(t) | =⇒

(δΛ)ψ

| d
dt
< Λ >ψ(t) |

(δH) ≥ ~

2

Il prodotto a sinistra della diseguaglianza ha le dimensioni di un’azione, e
poichè δH ha quella di un’energia, se ne deduce che l’altra quantità è un
tempo, che in generale dipende da Λ e lo indicheremo con τΛ.

Posta in un’altra forma, abbiamo che (δΛ)ψ = τΛ
d
dt
< Λ >ψ(t). Questa

può essere vista come la legge che stabilisce la variazione nel tempo della
distribuzione delle misure della variabile Λ essendo il termine cinetico (una
sorta di ’velocità’ di spostamento del baricentro delle misure) quello sotto
il segno di derivata, che moltiplicato per il tempo τ ci fornisce lo scarto
quadratico medio.

Nel tempo τΛ la funzione d’onda si è modificata notevolmente poichè
cambia di uno s.q.m. ad ogni istante: dunque esso è il tempo necessario
affinchè due distriubuzioni di Λ siano sensibilmente diverse (poichè al di
sotto dello s.q.m. per noi restano ancora due distribuzioni identiche). Esso
è un tempo caratteristico dell’evoluzione dello stato del sistema riguardo
alla variabile dinamica Λ.
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6.4. Analogie con la meccanica classica

In definitiva possiamo scrivere

τΛ(δH)ψ ≥
~

2
(6.5)

essendo δH la dispersione della distribuzione d’energia. Un grande δH

sta a significare che a formare lo stato ψ è una sovrapposizione di molti
autostati diversi lontani tra loro; al contrario, se piccolo, lo stato ψ sarà
una sovrapposizione di pochi autostati vicini tra loro.

Supponendo di poter ripetere tale discorso non solo per Λ, ma per qua-
lunque altra variabile dinamica indipendente da essa, incompatibile con H
e indipendente esplicitamente dal tempo, avremo una serie di tempi τi, il
cui minimo tra tutti non dipende più da una variabile precisa ed è tale che
per ogni t > τ esiste almeno una variabile dinamica la cui distribuzione
varia sensibilmente:

τ(δH)ψ ≥
~

2
(6.6)

che rappresenta la relazione di indeterminazione tempo-Energia.
Nel caso particolare limite di un solo stato stazionario, avremmo δH = 0

e di conseguenza τ = ∞, ovvero d
dt
< Λ >t= 0 e quindi il valor medio è

costante nel tempo per Λ.

6.4 Analogie con la meccanica classica

Riprendiamo l’hamiltoniano di una particella libera soggetta ad un po-
tenziale V (~R), e supponiamo che del suo moto ci interessino soltanto le
componenti X e Px:

{
i~ d
dt
< Px >t=< [Px, H ] >t

i~ d
dt
< X >t=< [X,H ] >t

Notiamo subito che [V (~R), X ] = 0, mentre [X, P
2

2m ] = 1
2m [X,P 2

x +P 2
y +P 2

z ].
Una limitazione che abbiamo è il non saper calcolare un commutatore del
tipo [A,BC]. Ma possiamo superare il problema, infatti:

[A,BC] = A(BC) − (BC)A + (BAC −BAC) =

= (AB −BA)C +B(AC − CA) = B[A,C] + [A,B]C

Ricordiamo che X commuta con Py e Pz , dunque si ha:

1

2m
[X,P 2

x ] =
1

2m
{Px[X,Px] + [X,Px]Px} =

1

2m
i~2Px = i

~

m
Px

da cui

i~
d

dt
< X >t=< Px >t i

~

m
=⇒ m

d

dt
< X >t=< Px >t

che ripetendo per le altre componenti porta a

m
d

dt
< ~R >t=< ~P >t (6.7)
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6.4. Analogie con la meccanica classica

che è del tutto simile all’equazione della meccanica classica che lega la
quantità di moto alla velocità. E’ da notare però che tale analogia è soltanto
in forma ma non in contenuto. Volendo invece ripetere quanto detto per
l’altra equazione andiamo incontro ad altre difficoltà.

Di fatto per proseguire dobbiamo assumere che il potenziale sia regolare,
ossia che si possa scrivere il serie di potenze. A quel punto ci interesserà
conoscere il risultato del commutatore del tipo [Λ,Υn]. Si può dimostrare
(e anche se noi non lo faremo, il lettore lo può comunque verificare) che è
sempre valida la relazione

[Λ,Υn] =

n−1∑

r=0

Υr[Λ,Υ]Υn−1−r (6.8)

Pertanto detto questo, si trova facilmente che

[X,Pnx ] =

n−1∑

r=0

P rx [X,Px]Pn−1−r
x = i~

∑

r

P rxP
n−1−r
x = i~nPn−1

x = i~
∂

∂Px
Pnx

e in generale

[X,Pnx f(x)] = i~
∂

∂Px
[Pnx f(x)] (6.9)

Presa una funzione A(X,Px) regolare, si ha:

A(X,Px) =

∞∑

n=0

fn(x)Pnx

per cui infine

[X,A] = i~

∞∑

n

fn(x)
∂

∂Px
Pnx = i~

∂

∂Px
A

Se si tiene conto che Px è la coniugata di X , si può intuire (e il lettore può
verificarlo facilmente) che

[Px, A] = −i~ ∂

∂X
A

facilmente generalizzabili al caso vettoriale. Infine:

[Px, H ] = −i~ ∂

∂X
H = −i~ ∂

∂X
V =⇒ [~P ,H ] = −i~~∇V

e riprendendo il discorso iniziale:

d

dt
< ~P >t= − <

∂

∂ ~R
V >t= − < ~∇V >t=< ~F >t (6.10)

cioè la forza media è la derivata rispetto al tempo dell’inpulso, come in
meccanica classica ma con significato nettamente diverso.

Derivando rispetto al tempo ulteriormente adesso la (6.7) avremo

m
d2

dt2
< ~R >=

d

dt
~P >= − < ~∇V >=< ~F > (6.11)
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6.5. Oscillatore armonico quantistico

che è l’analogo quantistico della seconda legge di Newton, analogia che
sottolineiamo ancora una volta è solo in forma ma non in contenuto, poichè
del resto il valor medio della forza è definito come

< ~F >ψ=

∫
d3rψ∗(~r, t)~F (r)ψ(~r, t) (6.12)

6.4.1 Equazioni approssimate

Tuttavia è lecito chiedersi quando le soluzioni quantistiche sono ben ap-
prossimate da quelle classiche. In effetti se al posto dei valori medi delle
quantità in gioco avessimo trovato le stesse quantità applicate nei valori
medi la cosa sarebbe stata differente; ciò equivale a chiedersi quando vale
la condizione < ~F >≃ ~F (~R), cioè la F nel punto comunque più probabile
di trovare la particella.

Ricordiamo che la distribuzione |ψ|2 in funzione di R ha le sembianze di

una gaussiana di picco nel valor medio < ~R >= r̄. Ma se la distribuzione è
fortemente piccata (cioè abbiamo una bassissima dispersione è un valor me-
dio molto alto) accade che ψ è fortemente localizzata in un piccolo intorno:
in questi casi la funzione d’onda prende il nome di pacchetto d’onda.

Ma essendo molto bassa la dispersione, considerando il grafico di F
sovrapposto al precedente avremo una zona di intersezione in cui la F

potrà considerarsi quasi costante e all’esterno di quell’intorno la |ψ|2 sarà
praticamente nulla. In queste condizioni possiamo riscrivere

< ~F >ψ≃ ~F (r̄t)

∫
d3r|ψ(~r, t)|2 = m

d2

dt2
r̄t (6.13)

Questo significa che nelle nostre ipotesi, il centro r̄t del pacchetto d’onda
si sposta nel tempo secondo le leggi di Newton. D’altro canto però se
l’intorno è troppo stretto il modello classico fallisce per via del principio
di indeterminazione: dunque le ψ di ~r e ~p devono essere piccate al meglio,
cioè seguendo la relazione

δ~rδ~p ≈ ~ (6.14)

e in modo che la F nell’intorno si mantenga costante (cioè sia regolare),
ovvero sia tale che il suo sviluppo in serie di Taylor sia significativo fino
al termine di primo grado oppure il potenziale sia al più quadratico (es.
V = −kr2).

6.5 Oscillatore armonico quantistico

Consideriamo un sistema unidimensionale in cui è presente una particella
vincolata a oscillare intorno ad un punto ’fisso’.

Nel caso classico possiamo scrivere l’equazione differenziale

mẍ = −kx

che ha per soluzione

x(t) = A sin(wt+ ϕ)
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6.5. Oscillatore armonico quantistico

Per quanto riguarda l’energia, che è una costante del moto, essa è H =
p2

2m + 1
2mw

2x2, e come è possibile notare, essa può assumere qualunque
valore reale tra −∞ e +∞.

Il caso quantistico è ben più complicato... Per prima cosa dobbiamo
tentare di risolvere l’equazione agli autovalori dell’hamiltoniano (per poter
evitare la risoluzione dell’equazione di S.):

Ĥψ(x) = Eψ(x)

essendo ψ(x) l’autofunzione di H e non la funzione d’onda del sistema.
Poichè P̂x = P̂ = ~

i
∂
∂x

, si ha:

[− ~
2

2m

d2

dx2
+

1

2
mw2x2]ψ(x) = Eψ(x) (6.15)

Consideriamo il seguente cambiamento di variabile: ξ = αx, ψ(x) = u(ξ),
sostituendo e raggruppando opportunamente si ha

ü(ξ) + [
2mE

~2α2
− mw2

~2α4
ξ2]u(ξ) (6.16)

Il nostro interesse è volto a ricavare u o ψ; esse devono soddisfare alle con-
dizioni di normalizzazione (o di quadrato sommabile) e soprattutto devono
andare a zero molto rapidamente quando x va all’infinito.

Posti α2 = mw
~

e λ = 2E
~w

, possiamo riscrivere

lim
ξ−→∞

{ü(ξ) + [λ− ξ2]u(ξ)} = ü(ξ)− ξ2u(ξ) (6.17)

il cui andamento asintotico è del tipo u(ξ) = e±cξ
2

; tuttavia poichè vogliamo
funzioni convergenti, terremo solo la soluzione con il segno negativo. Se
u(ξ) = e−cξ

2

avremo

e−cξ
2

[−2c+ 4c2ξ2 − ξ2] (6.18)

che al limite asintotico, essendo ξ >> c e l’esponenziale non nullo, porta
a 4c2 = 1, ovvero c = ± 1

2 , che per restituire una funzione convergente va
presa solo con il segno più. In definitiva

u(ξ) = e−
1
2
ξ2 (6.19)

Ma questa resta una soluzione approssimata alla regione asintotica; per
avere una soluzione completa possiamo prendere

u(ξ) = H(ξ)e−
1
2
ξ2

essendo H(ξ) una funzione che poi restituirà i cosiddetti polinomi di Hermi-

te. Andando a sosituire nell’equazione differenziale di partenza otteniamo
subito la condizione differenziale:

Ḧ(ξ)− 2ξḢ(ξ) + (λ− 1)H(ξ) = 0 (6.20)
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6.5. Oscillatore armonico quantistico

Possiamo adesso notare che H(ξ) non può essere per esempio una forma
esponenziale quadratica o su di l̀ı, in quanto riotterremmo una u(ξ) diver-
gente; possiamo a buon ragione supporre che invece essa sia regolare, cioè
esprimibile come serie di potenze:





H(ξ) =
∑∞
r=0 arξ

r

Ḣ(ξ) =
∑∞
r=0 rarξ

r−1

Ḧ(ξ) =
∑∞
r=0 r(r − 1)arξ

r−2

Posto r − 2 = t, possiamo scrivere

Ḧ(ξ) =

∞∑

t=0

(t+ 2)(t+ 1)at+2ξ
t =

∞∑

r=0

(r + 2)(r + 1)ar+2ξ
r

poichè che l’indice sia di nome r o di nome t non cambia nulla. Sostituendo
e raccogliendo opportunamente nella (6.20), si ha

∞∑

r=0

[(r + 2)(r + 1)ar+2 − 2rar + (λ − 1)ar]ξ
r = 0 (6.21)

Questa è una serie convergente, per cui possiamo utilizzare il principio di
identità dei polinomi e ottenere la condizione ricorsiva

(r + 2)(r + 1)ar+2 − 2rar + (λ− 1)ar = 0 =⇒ ar+2 = ar
2r + 1− λ

(r + 2)(r + 1)

Il problema dunque è interamente risolto se troviamo per esempio a0 (otte-
nendo per ricorsività tutti i coefficienti d’ordine pari) e a1 (ottenendo quelli
d’ordine dispari).

Una condizione necessaria per la convergenza è che

lim
r−→∞

ar+2

ar
∼ 2

r

Il lettore può notare come anche lo sviluppo di eξ
2

contenga il termine 2
r
;

poichè questa soluzione non ci va bene dobbiamo fare in modo di troncare
tutti gli ar che da un certo punto in poi ci prospettano questa soluzione.

Poniamo dunque a0 = 1 e a1 = 0 (con quest’ultima imposizione, otte-
niamo tutti i coefficienti d’ordine dispari nulli). Vogliamo anche che da a4

in poi si annullino tutti i coefficienti, per cui:

a4 = a2
2 · 2 + 1− λ

(2 + 2)(2 + 1)
= 0 =⇒ λ = 5

e di conseguenza, svolgendo i calcoli, a2 = −2. Abbiamo cos̀ı trovato il
primo polinomio di Hermite non banale (quello banale è H0(ξ) = 1 con
λ = 1) d’ordine pari:

H2(ξ) = 1− 2ξ2

Poi imponiamo a6 = 0 e riproseguiamo ottenendo λ = 9 e H4(ξ). Sostan-
zialmente dobbiamo dare a λ = 2n + 1 (con n pari) in modo che da an+2
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6.5. Oscillatore armonico quantistico

in poi si annullino tutti i coefficienti e otteniamo un polinomio Hn(ξ), per
tutti i λ = 1, 5, 9, ....

Ma possiamo ripetere essattamente quanto detto finora, imponendo però
a0 = 0 e a1 = 1, in modo da trattare questa volta i coefficienti d’ordine
dispari: svolgendo i calcoli otterremo risultati analoghi a prima, polinomi
Hn per n dispari e λ = 3, 7, 11, ....

Dunque in definitiva possiamo dire che quello che abbiamo trovato
funziona solo per tutti i valori dispari di λ: la nostra serie diventa un
polinomio:

u(ξ) = Hn(ξ)e−
1
2
ξ2 (λn = 2n+ 1) (6.22)

I λn sono dunque gli autovalori e Hn le autofunzioni: notiamo che non
c’è degenerazione e che le imposizioni su a0 e a1 sono quelle di normalizza-
zione. Ma per le posizioni fatte, λ = 2E

~w
= 2n+ 1, da cui

En = (n+
1

2
)~w (6.23)

con stato fondamentale E0 = 1
2~w = hν, ossia l’ipotesi di Planck per il cor-

po nero e di Einstein per l’effetto fotoelettrico che abbiamo trattato nel pri-
mo capitolo. Questo stabilisce definitivamente che l’energia dell’oscillatore
armonico quantistico può assumere solo valori discreti.

Le soluzioni generali possono dunque essere scritte come

ψn(x) = Nne
− 1

2
ξ2Hn(ξ) (6.24)

essendo ξ = αx =
√

mw
~

per posizione e Nn =
√

α√
π2nn!

gli opportuni

coefficienti di normalizzazione a 1.
I polinomi di Hermite possono essere messi in una forma molto elegante:

Hn(ξ) = (−1)n
dn

dtn
eξ

2

(6.25)

per cui in definitiva

ψn(x) = (−1)nNne
− 1

2
ξ2 d

n

dtn
eξ

2

(6.26)

Gli autovalori En formano un insieme discreto e non continuo:




E0 = 1
2~w

E1 = 3
2~w

E2 = 5
2~w

...

(6.27)

Al contrario del caso classico, l’energia E0 dello stato fondamentale ψ0(x) =

e−ξ
2

non è nulla e del resto questo risultato potevamo prevederlo a priori:
se fosse stata nulla avremmo potuto dire con certezza assoluta di conoscere
sia la posizione (l’origine) che l’impulso (zero) della particella, contro il
principio di Heisenberg.

Il grafico di |ψ0|2 ci dice che la probabilità di trovare la particella con
energia E0 nella posizione x, seppur piccola da un certo valore in poi, c’è
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6.5. Oscillatore armonico quantistico

per ogni valore reale della x; nel caso classico il lettore ricorderà che la
distribuzione non ha punti al di fuori dell’intervallo di oscillazione [−A,A],
poichè l’energia potenziale può essere al massimo uguale a quella totale.

La distribuzione della funzione d’onda dello stato fondamentale è una
gaussiana normalizzata, si osserva che quella di ψ1(x) ≃ Ae− 1

2
ξ2x è del tipo

Mentre nel caso di ψ0 avevamo solo un massimo (nell’origine) e nessuno
zero, qui abbiamo due massimi ed uno zero (nell’origine). Procedendo per
ψ2:

che si comporta come ψ0, nel senso che ha un massimo (nell’origine) e due
zeri.

In generale si può prevedere l’andamento di ψn nei casi in cui sia n pari
o dispari. Effettivamente questo però non ci interessa quanto invece ciò che
accade per grandi n:

Questo significa che man mano che n diventa più grande, grande è la proba-
bilità di trovare la particella tra i due picchi (che possiamo considerare gli
estremi dell’intervallo [−A,A]) e molto piccola è invece quella di trovarla
al di fuori: ci stiamo in un certo senso avvicinando al caso classico (che
ricordiamo funziona quando si ha a che fare con grandi numeri).

La distribuzione di probabilità classica di trovare la particella tra x e
x+ dx può essere ricavata come il rapporto tra un intervallo di tempo e il
periodo, del tipo Pn(x) = dt

T
. Ma operando opportunamente:

Pn(x) =
dt

T

dx

dx
=
dx

vT
=

dx

TwA sin(wt)
(6.28)

che comunque va come l’inverso di un seno, cioè come mostrato in figura:
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6.5. Oscillatore armonico quantistico

che il lettore vedrà somigliare alla distribuzione quantistica nel caso in cui
n sia molto grande (anche se ricordiamo che resta una probabilità piccola
ma non nulla di trovare la particella all’esterno di [−A,A]).

Supponiamo che l’oscillatore sia stato preparato in uno stato |ϕ0 >

al tempo t = 0. La sua evoluzione temporale sarà data da |ϕ(t) >=
U(t)|ϕ0 >. Nello spazio di Hilbert abbiamo detto che vale la relazione
Ĥ|ψn >= En|ψn >; ma gli autostati di H formano una base, per cui

|ϕ0 >=

∞∑

n=0

cn|ψn >

da cui si deduce che

|ϕ(t) >= e−
i
~
Ht

∞∑

n=0

cn|ψn >=

∞∑

n=0

cne
− i

~
Ent|ψn > (6.29)

Poichè si ha anche che

< ψm|ϕ0 >=
∞∑

n=0

cn < ψm|ψn >=
∞∑

n=0

cnδmn = cm

e En = (n + 1
2 )~w, abbiamo che conoscendo lo stato iniziale risolviamo il

problema dinamico in quanto conosceremo anche |ϕ(t) >.
Tutto questo è ancora però a livello astratto, se vogliamo risultati con-

creti dobbiamo proiettare tutto su una base, per esempio di coordinate:

< x|ϕ(t) >=

∞∑

n=0

cne
− i

~
Ent < x|ψn >=⇒ ϕ(x, t) =

∞∑

n=0

cne
− i

~
Entψn(x)(6.30)

con ϕ0(x) =
∑

n cnψn(x).
Se supponiamo che lo stato iniziale della funzione d’onda sia pari, cioè

sia ϕ0(x) = ϕ0(−x), avremo che

cn =< ψn|ϕ0 >=< ψn|I|ϕ0 >=

∫ +∞

−∞
dx < ψn|x >< x|ϕ0 >=

=

∫ +∞

−∞
dxψ∗

n(x)ϕ0(x) =

∫ +∞

−∞
dxψn(x)ϕ0(x) (6.31)

essendo le ψn reali (ψ∗
n = ψn). Questo integrale ha per argomento il pro-

dotto di due funzioni: se n è pari allora tale prodotto è tra funzioni pari
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6.6. Operatore Parità

(che è ancora una funzione pari) e quindi l’integrale sarà diverso da zero;
se n è dispari avremo il prodotto tra una funzione pari ed una dispari, il
cui integrale esteso alla retta reale è nullo.

Discorso totalmente analogo se si suppone invece ϕ0(−x) = −ϕ0(x), cioè
uno stato iniziale dispari. Ma questo significa che la proprietà di parità della
funzione d’onda, in questo caso si conserva. Tale conservazione di parità,
che esiste solo in meccanica quantistica, come vedremo, è strettamente
legata ad una proprietà dell’hamiltoniano.

6.6 Operatore Parità

Consideriamo il comune spazio tridimensionale: ogni punto P di esso può
essere individuato da un raggio vettore ~r che parte dall’origine. Se voglia-
mo conoscere lo speculare di P rispetto all’origine, ossia vogliamo attuare
un’inversione di spazio, dobbiamo associare a P ′ un raggio vettore −~r. Se
prepariamo un sistema in uno stato |ψ >, il suo speculare sarà un nuovo
stato |ψ′ >, che supponiamo essere in qualche modo legato all’originale. Lo
possiamo pensare come il risultato dell’applicazione di un operatore P̃ su
ψ: |ψ′ >= P̃ |ψ >, essendo P̃ l’operatore inversione spaziale.

Dalla sua definizione si nota subito che

• P̃ 2 = I, di autovalori

P̃ |ϕ >= λ|ϕ >=⇒ P̃ 2|ϕ >= λP̃ |ϕ >=⇒ |ϕ >= λ2|ϕ >

che dà come risultato λ = ±1;

• P̃ = P̃−1: poichè deve rispettare la prima proprietà;

• P̃−1 = P̃ † = P̃ : è unitario perchè conserva le ampiezze, ma è anche
hermitiano e può dunque essere un’osservabile fisica.

Per conoscere P̃ ci basta sapere come agisce sugli stati di base, per
esempio sulle coordinate. Per definizione P̃ |~r >= | − ~r > e < −~r| =< ~r|P̃
(poichè è hermitiano), e dunque

< ~r|ψ′ >=< ~r|P̃ |ψ >=⇒ ψ′(~r) = ψ(−~r) (6.32)

Adesso ψ′ per noi sarà il risultato dell’applicazione dell’operatore funzio-
nale ℘ a ψ: ψ′(~r) = ℘ψ(~r) = ψ(−~r), da cui ritornando all’equazione agli
autovalori e continuando, si ha

< ~r|P̃ |ϕ >= λ < ~r|ϕ >=⇒ ϕ(−~r) = λϕ(~r)

Ricordando che λ può assumere +1 o −1, abbiamo che:

• λ = 1: ϕ(−~r) = ϕ(~r) (parità pari);

• λ = −1: ϕ(−~r) = −ϕ(~r) (parità dipari).

cioè le autofunzioni dell’operatore parità hanno la proprietà di restare sè
stesse o di cambiare segno scambiando ~r con −~r.
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6.7. Oscillatore armonico bidimensionale

Come opera la parità sull’impulso? Sia |ξ >= P̃ |~p >:

< ~r|P̃ |~p >=< ~r|ξ >=⇒ 1

(2π~)
3
2

e−
i
~
~p·~r =< ~r| − ~p > (6.33)

poichè il segno dell’esponente è negativo, ed esso può dipendere solo dal
segno di ~r o di ~p; ma a sinistra è già presente ~r per cui ξ = −~p. Dunque
l’azione su ~p è identica all’azione su ~r.

Come è già successo per l’operatore traslatore spaziale, possiamo vedere
l’azione di P̃ in due modi, uno attivo (trasliamo il sistema è fissiamo il rife-
rimento) ed uno passivo (fissiamo il sistema e trasliamo il riferimento). Noi
scegliamo l’azione passiva in questo caso. Per gli operatori avevamo visto
nel caso del traslatore che variavano con la legge Λ′ = UdΛU

†
d , e analoga-

mente qui possiamo mostrare che Λ′ = P̃ΛP̃ †, solo che non possiamo paralre
di trasformazioni infinitesime perchè P̃ fa variare troppo radicalmente un
vettore e quindi non può differire infinitesimamente dall’identità.

Se Λ = Λ′, si dice che Λ è simmetrico e questo comporta che

Λ = P̃ΛP̃ =⇒ ΛP̃ = P̃Λ =⇒ [Λ, P̃ ] = 0 (6.34)

cioè esso commuta con l’operatore parità. Andando a vedere cosa accade
alle equazioni dei valori medi per l’operatore parità, notiamo che

i~
d

dt
< P̃ >ψ(t)=< [P̃ ,H ] >ψ(t) (6.35)

Supponendo che H sia invariante per inversione di assi (cioè che sia sim-
metrico), avremo che il primo membro è equivalente a zero e ciò significa
che si conserva il valore medio di P̃ .

Questo va interpretato come segue: se prepariamo un sistema in un
autostato di P̃ , il sistema resterà in quell’autostato conservando lo stesso
autovalore; quindi se l’autostato iniziale è pari (o dispari), la sua evoluzione
temporale continuerà ad essere pari (o dispari).

L’espressione di < P̃ >ψ(t) può essere subito ricavata come segue:

< P̃ >ψ(t)=< ψ(T )|P̃ I|ψ(t) >=

∫
d3r < ψ(t)|P̃ |~r >< ~r|ψ(t) >=

=

∫
d3rψ∗(−~r, t)ψ(~r, t) =






+1 (ψ pari)
−1 < δ < 1 (ψ nè pari e nèdispari)
−1 (ψ dispari)

Riprendendo il caso dell’oscillatore armonico, ricordiamo che il suo ha-
miltoniano dipendeva dal quadrato sia di x che di p, e quindi per l’inversio-
ne spaziale restava invariato, dunque H = H ′, cioè è simmetrico e dunque
conserva la parità.

6.7 Oscillatore armonico bidimensionale

Consideriamo adesso un caso analogo a quello già trattato in precedenza,
ma stavolta analizziamo un oscillatore in due dimensioni. Avremo che
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6.7. Oscillatore armonico bidimensionale

~F = −k~r di potenziale V = 1
2kr

2 = 1
2mw

2r2, per un hamiltoniano che in
definitiva può essere scritto come

H =
P 2

2m
+

1

2
mw2r2

Risolviamo l’equazione agli autovalori nella rappresentazione delle coordi-
nate:

Hψ(x, y) = Eψ(x, y)

Poichè

H = − ~
2

2m
∇2 +

1

2
mw2r2 = − ~

2

2m
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
) +

1

2
mw2(x2 + y2) (6.36)

Questo hamiltoniano può essere messo in un’altra forma, dove sono separate
le variabili:

H = (− ~
2

2m

∂2

∂x2
+

1

2
mw2x2) + (− ~

2

2m

∂2

∂y2
+

1

2
mw2y2) (6.37)

In questo modo l’equazione agli autovalori può essere riscritta come

(Ĥx + Ĥy)ψ(x, y) = Eψ(x, y)

Questa forma dell’hamiltoniano ci suggerisce che la funzione d’onda po-
trebbe essere messa nella forma ψ(x, y) = X(x)Y (y). Questa non sarà la
soluzione più generica, ma una di una classe specifica che però ci permette
di trovare una base per il problema in esame. Sostituendo nell’equazione
agli autovalori e svolgendo semplici passaggi algebrici otteniamo

ĤxX(x)

X(x)
+
ĤyY (y)

Y (y)
= E (6.38)

L’unico modo perchè una somma di questo tipo (di due termini indipendenti
tra loro, funzioni a loro volta di due variabili indipendenti) sia costante, è
che lo sia ogni suo termine, per cui otterremo un totale di 2 equazioni da
risolvere:





ĤxX(x)
X(x) = E1

ĤyY (y)
Y (y) = E2

=⇒
{
ĤxX(x) = E1X(x)

ĤyY (y) = E2Y (y)
(6.39)

che rappresentano due forme analoghe all’equazione incontrata nel caso
dell’oscillatore armonico unidimensionale. Le loro soluzioni saranno del tipo
Xn1

(x) di autovaloriEn1
= (n1+ 1

2 )~w e Yn2
di autovaloriEn2

= (n2+ 1
2 )~w

(senza degenerazione). La somma E = En1
+ En2

è ancora un autovalore
dell’oscillatore armonico bidimensionale:

E = En1,n2
= (n1 + n2 + 1)~w =⇒ En = (n+ 1)~w (6.40)

Questi autovalori non sono semplici: infatti ci sono più funzioni di H che
hanno uno stesso En, poichè ci sono diversi modi di ottenere un intero n
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6.7. Oscillatore armonico bidimensionale

come somma di altri due (n1, n2). Quante sono tali autofunzioni? I modi di
accoppiamento dei due numeri interi sono in totale n+1 e formano polinomi
indipendenti tra loro (polinomi di Hermite) che hanno forma

En −→ X0Yn, X1Yn−1, ..., XnY0

Dunque si viene a formare un sottospazio di tale dimensione con n + 1
autofunzioni ortonormali con uguale autovalore En: esse sono gli stati di
base del sottospazio.

L’hamiltoniano si è spezzato nella somma di due operatori indipendenti
ed analogamente le sue autofunzioni si sono spezzate nel prodotto di due
autofunzioni indipendenti, cos̀ı come i relativi autovalori nella somma di
altri due.

E’ una cosa che vale in generale, anche nel caso tridimensionale ogni
volta che l’hamiltoniano ha questa peculiarità.

In realtà abbiamo notato come ci siano altre classi di soluzioni, ma
abbiamo tuttavia affrontato e risolto il problema usando come riferimento
una funzione d’onda di (x, y) tale da essere il prodotto di due funzioni
indipendenti tra loro di una sola variabile [X(x), Y (y)]. Prendendo un
altro riferimento dovremmo ottenere grosso modo un risultato analogo.

A questo proposito supponiamo di riscrivere l’hamiltoniano in coordi-
nate polari (radiale r ed angolare ϕ), ricordando la trasformazione

∇2
x,y = (

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
) −→ ∇2

r,ϕ = (
∂2

∂r2
+

1

r2
∂2

∂ϕ2
+

1

r

∂

∂ϕ
) (6.41)

otterremo una nuova equazione agli autovalori, che elaborata tramite sem-
plici passaggi algebrici diviene

[∇2
r,ϕ −

2m

~2
(
1

2
mw2r2 − E)]ψ(r, ϕ) = 0 =⇒

=⇒ ∂2ψ(r, ϕ)

∂r2
+

1

r2
∂2ψ(r, ϕ)

∂ϕ2
+

1

r

∂ψ(r, ϕ)

∂ϕ
− 2m

~2
(
1

2
mw2r2 − E)ψ(r, ϕ) = 0

Cerchiamo ancora una volta soluzioni che si possano scrivere come ψ(r, ϕ) =
R(r)Φ(ϕ). Svolgendo i calcoli esattamente come fatto in precedenza per le
coordinate cartesiane, non otterremo polinomi di Hermite, ma qualcosa di
analogo, En = (n+ 1)~w e

En −→ R0Φn, R1Φn−1, ..., RnΦ0

Avremo poi

R(r)

r2
d2Φ(ϕ)

dϕ2

r2

R(r)Φ(ϕ)
=
d2Φ(ϕ)

dϕ2

1

Φ(ϕ)
(6.42)

ovvero un termine funzione della sola Φ, ed analogamente un termine fun-
zione della sola R, la cui somma costante implica che entrambi devono
essere costanti. Ma

d2Φ(ϕ)

dϕ2

1

Φ(ϕ)
= k =⇒ Φ(ϕ) = e−imϕ
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Questa soluzione deve essere tale che Φ(ϕ + 2π) = Φ(ϕ), poichè dopo un
giro completo l’oscillatore per motivi fisici torna al punto di partenza. Ma
questo stesso vincolo implica

e−im(ϕ+2π) = e−imϕ =⇒ e−2πim = 1 =⇒ m = 0, 1, 2, ...

Tornando alla soluzione per l’oscillatore, avremo due casi:

• k < 0: allora −m2 è negativo ed m reale e la soluzione è un esponen-
ziale complesso (o somma di sin e cos) che è accettabile;

• k > 0: allora −m2 è positivo ed m immaginario e la soluzione è un
esponenziale che non può essere accettato in quanto implica soluzioni
divergenti.

6.8 Momento angolare orbitale

La meccanica classica definisce momento angolare

~L = ~r ∧ ~p (6.43)

di componenti

Lx = ypz − zpy
Ly = xpz − zpx
Lz = xpy − ypx

Su tale definizione baseremo quella data in meccanica quantistica, con la
solita convenzione di sostituire ai vettori gli operatori corrispondenti:

~L = ~R ∧ ~P (6.44)

Tuttavia potremmo definirlo anche come

~L′ = −~P ∧ ~R (6.45)

oppure come

~L′′ =
1

2
[~R ∧ ~P − ~P ∧ ~R] (6.46)

Con quest’ultima in particolare ci accorgiamo che L′′ = L e che L′′ differisce
da L′ per una costante, questo per le regole di commutazione.

Il momento angolare esiste solo perchè esiste l’impulso; si dice ’orbitale’
perchè una particella di massa m è in moto, ma oltre a questo ve ne sono
altri tipi che non sono legati al moto, come per esempio lo spin. Si dimostra
che

[Lx, Ly] = i~Lz

[Ly, Lz] = i~Lx

88



6.8. Momento angolare orbitale

[Lz, Lx] = i~Ly

Poichè le componenti del momento angolare quantistico non commutano
tra loro, esse non hanno in comune un insieme di autovalori.

Costruiamo dunque L2 = L2
x + L2

y + L2
z: questo commuta con ciascuna

componente! Se consideriamo l’insieme costituito da {Lz, L2}, per esempio,
avremo commutazione ma da soli non bastano a descrivere il comportamen-
to della particella, ci occorre un altro operatore, R2 = X2 + Y 2 + Z2, che
commuta con L2 e con ogni componente di L, ottenendo cos̀ı il massimo
insieme di osservabili compatibili {R2, Lz, L

2} (avremo dunque un insieme
comune di autovettori che formano una base dello spazio di Hilbert). Nes-
suno ci vieta comunque di scegliere P al posto di R e di ottenere comunque
un altro insieme valido.

Gli autovettori simultanei dei tre operatori scelti li indichiamo con
|rlm >; essi soddisfano le equazioni






R2|rlm >= r2|rlm >

Lz|rlm >= m~|rlm >

L2|rlm >= l(l + 1)~2|rlm >

(6.47)

La quantità l(l + 1) deve essere positiva perchè L2 è hermitiano e dunque
è ad autovalori reali e inoltre perchè è somma di 3 quantità positive.

Il nostro interesse è quello di determinare lo spettro degli autovalori di
Lz e L2. Costruiamo pertanto i seguenti operatori:

L+ = Lx + iLy

L− = Lx − iLy

Essi non sono hermitiani come il lettore può facilmente verificare. Possia-
mo notare che però l’uno è il coniugato dell’altro e che inoltre entrambi
commutano con L2. Inoltre:

[Lz, L+] = ~L+

[Lz, L−] = −~L−

e si trova anche che

L2 =
1

2
(L+L− + L−L+) + L2

z

L2 = L+L− + Lz(Lz − ~)

L2 = L−L+ + Lz(Lz + ~)

Applicando L+ all’autostato comune otteniamo

L+|rlm >= |rlm+ >

in quanto può essere diverso da zero. Quello trovato è ancora un autovettore
di L2 con lo stesso autovalore (o numero quantico). Di conseguenza si ha

L2|rlm+ >= l(l+ 1)~2|rlm+ >
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6.8. Momento angolare orbitale

cos̀ı applicare L+ non fa cambiare l. Il vettore |rlm+ > è autovettore di
Lz ma con numero quantico m+ 1:

Lz|rlm+ >= LzL+|rlm >

che ricordando [Lz, L+] = ~L+ porta a

Lz|rlm+ >= (L+Lz + ~L+)|rlm >=

= L+(Lz + ~)|rlm >=

= (m~ + ~)L+|rlm >=

= ~(m+ 1)|rlm+ >

Si dice dunque che l’operatore L+ è di innalzamento, poichè fa aumentare
di un’unità il numero quantico m.

Questo discorso non vale nel caso in cui |rlm+ >= 0 e dobbiamo
studiare a parte questa ipotesi.

L’operatore L− ha la funzione opposta di L+, cioè fa diminuire il numero
quantico m di un’unità lasciando intatto l. Per renderci conto di che numeri
sono l e m dobbiamo rappresentare L2 e Lz; lo facciamo scegliendo come
base nello spazio di Hilbert quella delle coordinate |~r >= |x, y, z >. Poichè
Lz = XPy − Y Px, avremo

Lz < ~r| = (X
~

i

∂

∂y
− Y ~

i

∂

∂x
) < ~r| =⇒< ~r|Lz|ψ >=

~

i
(x

∂

∂y
− y ∂

∂x
) < ~r|ψ >

da cui si definisce l’operatore differenziale

 Lz =
~

i
(x

∂

∂y
− y ∂

∂x
) (6.48)

Risolviamo a questo punto le seguenti equazioni:

< ~r|R2|rlm >= r2 < ~r|rlm > (6.49)

< ~r|Lz|rlm >= m~ < ~r|rlm > (6.50)

< ~r|L2|rlm >= l(l+ 1)~2 < ~r|rlm > (6.51)

Ne segue dalla (6.50) che

< ~r|Lz|rlm >=
~

i
(x

∂

∂y
− y ∂

∂x
) < ~r|rlm >= ~ Lz < ~r|rlm >

per cui

~ Lz < ~r|rlm >= m~ < ~r|rlm >=⇒  Lz < ~r|rlm >= m < ~r|rlm > (6.52)

che è un’equazione differenziale. Infine dalla (6.51) si ha

< ~r|L2|rlm >= ~
2  L2 < ~r|rlm >

L’operatore  L2 coinvolge  Lz ma anche  Lx e  Ly, definiti analogamente a  Lz ,
pertanto la (6.51) si esprime come

 L2 < ~r|rlm >= l(l+ 1) < ~r|rlm > (6.53)
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6.8. Momento angolare orbitale

Queste due equazioni differenziali le andiamo a risolvere utilizzando le
coordinate sferiche (essendo r =

√
x2 + y2 + z2):





x = r sin θ cosϕ
y = r sin θ sinϕ
z = r cos θ

(6.54)

Avremo una nuova forma per gli operatori differenziali in questione:

 Lz = −i ∂
∂ϕ

(6.55)

 L2 = − 1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2

∂ϕ2
(6.56)

Indichiamo per semplicità la funzione d’onda che studiamo con la notazione
< ~r|rlm >= ψl,m(r, θ, ϕ). La (6.52) diventa

−i∂ψl,m(r, θ, ϕ)

∂ϕ
= mψl,m(r, θ, ϕ)

L’equazione (6.53) diventa invece

− 1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂ψl,m(r, θ, ϕ)

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2ψl,m(r, θ, ϕ)

∂ϕ2
= l(l + 1)ψl,m(r, θ, ϕ)

La forma di queste ultime due equazioni ci suggerisce di scrivere

ψl,m(r, θ, ϕ) = χ(r)Yl,m(θ, ϕ)

cos̀ı ottenendo, rispettivamente:

∂Yl,m(θ, ϕ)

∂ϕ
= imYl,m(θ, ϕ) (6.57)

e

− 1

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂Yl,m(θ, ϕ)

∂θ
) +

1

sin2 θ

∂2Yl,m(θ, ϕ)

∂ϕ2
= l(l+ 1)Yl,m(θ, ϕ)(6.58)

Quindi non avendo esplicita dipendenza da χ(r), siamo autorizzati a dire
che essa può assumere qualunque forma.

Le funzioni d’onda che dobbiamo trovare devono essere ad un solo valore,
cioè dipendere solo e soltanto dalla posizione fisica della particella e non
devono variare se calcolate in ϕ+ 2π. Le funzioni Yl,m(θ, ϕ) possono essere
fattorizzate come

Yl,m(θ, ϕ) = Φ(ϕ)Θ(θ)

Per vedere se questa operazione è lecita sostituiamo nella (6.57), ottenendo

dΦ(ϕ)

dϕ
= imΦ(ϕ) =⇒ Φm(ϕ) = eimϕ (6.59)

coefficiente di normalizzazione a parte. Dovendo essere una funzione ad un
sol valore dobbiamo imporre come fatto in precedenza che Φ(ϕ + 2π) =
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6.8. Momento angolare orbitale

Φ(ϕ), ottenendo nuovamente che m deve essere intero positivo, negativo o
nullo. Di conseguenza gli autovalori di  Lz si scriveranno come m~.

Derivando ulteriormente otteniamo anche

d2Φ(ϕ)

dϕ2
= im

dΦ(ϕ)

dϕ
=⇒ d2Φ(ϕ)

dϕ2
= −m2Φ(ϕ) (6.60)

Sostituendo la fattorizzazione di Yl,m nella (6.58) otteniamo

−Φ(ϕ)

sin θ

∂

∂θ
(sin θ

∂Θ(θ)

∂θ
) +

Θ(θ)

sin2 θ

∂2Φ(ϕ)

∂ϕ2
= l(l + 1)Φ(ϕ)Θ(θ)

Sostituiamo il valore trovato per d2Φ(ϕ)
dϕ2 , dividiamo per Φ e raccogliamo

opportunamente:

− 1

sin θ

d

dθ
(sin θ

dΘ(θ)

dθ
) + [l(l + 1)− m2

sin2 θ
]Θ(θ) = 0 (6.61)

Ne concludiamo quindi che Yl,m(θ, ϕ) è fattorizzabile e dall’ultima equazio-
ne ne segue anche che Θ(θ) = Θl,|m|(θ).

Nota.

Abbiamo anche che

 L+Yl,m(θ, ϕ) ∼= Yl,m(θ, ϕ)

sempre che non sia direttamente nullo, cioè

 L+Yl,m(θ, ϕ) = 0

nel qual caso avremmo che fissato m, l’uguaglianza a zero si ottiene solo
per l = |m|, dunque gli l sono interi positivi; fissato l avremo un totale di
2l+ 1 valori per m (da −l a l).

Tornando all’equazione (6.61), ricordiamo che non abbiamo supposto che
sia divergente per motivi fisici e dunque dovrà essere regolare. Posto dunque

cos θ = µ, avremo che Θl,|m|(θ) = Ω
|m|
l (µ), per cui

d

dθ
= − sin θ

d

dµ
= −

√
1− µ2

d

dµ

e avremo da studiare

(1− µ2)
d2Ω

|m|
l (µ)

dµ2
− 2µ

dΩ
|m|
l (µ)

dµ
) + [l(l + 1)− m2

1− µ2
]Ω

|m|
l (µ) = 0(6.62)

che per m = 0 diventa

(1− µ2)
d2Ωl(µ)

dµ2
− 2µ

dΩl(µ)

dµ
+ l(l + 1)Ωl(µ) = 0 (6.63)

detta equazione di Legendre. Risolvendo la (6.63), si può mostrare che la
soluzione della (6.62) si può scrivere come

Ω
|m|
l (µ) = (1 − µ2)

|m|
2
d|m|Ω0

l (µ)

dµ|m| (6.64)
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che non è altro che l’operatore innalzamento L+. Risolviamo dunque la
(6.63) e verifichiamo per quale valore del numero quantico l essa sia regolare
(in quanto per certi altri l l’equazione ha soluzione divergente). A tale
scopo, scriviamo la forma dei polinomi interessati (derivanti dagli sviluppi
in serie):






Ωl(µ) =
∑∞

s=0 asµ
s

Ω̇l(µ) =
∑∞

s=0 sasµ
s−1

Ω̈l(µ) =
∑∞

s=0 s(s− 1)asµ
s−2

Posto s− 2 = t e riscrivendo l’espressione di Ω̈l(µ), otteniamo

∞∑

s=0

s(s− 1)asµ
s−2 =

∞∑

t=0

(t+ 2)(t+ 1)at+2µ
t =

∞∑

s=0

(s+ 2)(s+ 1)as+2µ
s

in quanto chiamare l’indice t o s non fa alcuna differenza. In questo modo
avremo





Ωl(µ) =
∑∞

s=0 asµ
s

µΩ̇l(µ) =
∑∞

s=0 sasµ
s

Ω̈l(µ) =
∑∞

s=0(s+ 2)(s+ 1)as+2µ
s

µ2Ω̈l(µ) =
∑∞

s=0 s(s− 1)asµ
s

che andando a sostituire porta a

∞∑

s=0

µs[as+2(s+ 2)(s+ 1)− 2sas + l(l + 1)as − s(s− 1)as] = 0

Poichè tale serie è convergente, vale il principio di identità dei polinomi e
dunque avremo che ogni termine è nullo; in generale, risolvendo rispetto ad
as+2 otteniamo

as+2 = as
s(s+ 1)− l(l + 1)

(s+ 2)(s+ 1)
(6.65)

che è la relazione di ricorrenza che cercavamo, analoga a quella già trova-
ta in precedenza per l’oscillatore armonico. Possiamo riproporre le stesse
argomentazioni già trattate, pertanto consideriamo inizialmente come con-
dizioni di normalizzazione a0 = 1 e a1 = 0, in modo da avere tutti i ter-
mini dispari nulli e quelli pari nulli da un certo valore in poi. Condizione
necessaria per la convergenza è che sia

lim
s−→∞

as+2

as
= 1

Ma questa è la stessa proprietà delle funzioni con singolarità logaritmica
che a noi non interessano come soluzioni; questa eventualità può presentarsi
se tutti gli as sono diversi da zero, pertanto procederemo come anticipato.
Posto as+2 = 0 otteniamo la condizione l = s; ma s è intero positivo, per
cui dovrà esserlo anche l.

Le generiche soluzioni Ωl(µ) sono di ordine l = s, pertanto avremo che
esse saranno derivabili al più |m| ≤ l volte e saranno tutte del tipo

eimϕΩ
|m|
l (µ)
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In questo modo, per esempio fissando l = 1, avremo tre valori possibili di m
(-1,0,1) e dunque l’autovalore l = 1 di  L2 sarà 3 volte degenere; in generale
lo sarà 2l+ 1 volte.

Cosa abbiamo fatto fino ad adesso? Riepilogando: fissiamo l > 0 intero,

troviamo Ωl(µ) per poi risalire a Ω
|m|
l (µ) = Θl,|m|(θ); queste non sono

autofunzioni di Lz, ma lo sono invece le eimϕΩ
|m|
l (µ), per un totale di

2l+ 1 autofunzioni. Schematizzando:

e−ilϕΩ−l
l (µ), ..., e−iϕΩ−1

l (µ),Ω0
l (µ), eiϕΩ1

l (µ), ..., eilϕΩll(µ)

che possiamo scrivere con un fattore Al,m come

Al,me
imϕΩ

|m|
l (µ) = Y ml (θ, ϕ) (6.66)

autofunzioni di Lz e L2, dette armoniche sferiche. Per dare a queste fun-
zioni (ai loro integrali) un determinato valore, si normalizzano in un modo
particolare come

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

sin θdθ(Y ml )∗(θ, ϕ)Y m
′

l′ (θ, ϕ) = δll′δmm′ (6.67)

cioè le armoniche relative ad autovalori differenti sono ortonormali (da
notare che (Y ml )∗ = Y −m

l ). I valori di Al,m che normalizzano sono

Al,m = [
(2l+ 1)(l + |m|)!

2(l + |m|) ]
1
2 (6.68)

Infine le autofunzioni del momento angolare orbitale dipendono da l intero
positivo e m intero qualunque; rispetto al caso classico (dove Lz pote-
va assumere qualunque valore reale) adesso Lz = m~, cioè assume solo
determinati valori discreti.

6.8.1 Conclusioni

Nel paragrafo precedente abbiamo mostrato come le componenti del mo-
mento angolare orbitale non commutino tra loro ma commutino invece con
L2, e che gli autostati comuni di Lz e L2 esistono. Infatti detti m e l i loro
autovalori (numeri quantici) rispettivamente, abbiamo trovato

{
L2|lm >= l(l+ 1)~2|lm >

Lz|lm >= m~|lm >
(6.69)

per un totale di 2l+ 1 autovettori della forma |lm >, con |m| ≤ l, ovvero l
è un autovalore 2l + 1 volte degenere, per cui si genera un sottospazio che
ha per base i 2l + 1 vettori

|l,−l >, ..., |l,−1 >, |l, 0 >, |l, 1 >, ..., |l, l >
Nella rappresentazione delle coordinate (sferiche, per esempio) avremo

< θ, ϕ|l,m >≡ Y ml (θ, ϕ)

dette armoniche sferiche e tali che

Y ml (θ, ϕ) = Al,me
imϕΩ

|m|
l (cos θ)

dove si nota che per ogni coppia (l,m) esiste una ed una sola autofunzione
(l’armonica sferica associata).
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6.9 Moto in un campo centrale

Vogliamo studiare il moto di una particella in un potenziale centrale V (r)

dipendente solo dalla coordinata radiale r =
√
x2 + y2 + z2. Abbiamo già

familiarizzato con l’hamiltoniano associato, che in questo caso è

H =
P 2

2m
+ V (R) (R =

√
X2 + Y 2 + Z2)

di equazione agli autovalori

H |ψ >= E|ψ > (|~r >= |xyz >= |rθϕ >)

H̃ψ(~r) = Eψ(~r) (H̃ = − ~
2

2m
∇2 + V (r))

La funzione V (r) è a simmetria sferica e compare il quadrato dell’impulso,

per cui l’operatore differenziale H̃ è a simmetria sferica (classicamente, e
come vedremo in seguito anche quantisticamente, si conserva il momento
angolare). Proprio per questo motivo usiamo le coordinate sferiche: nel-
la rotazione variano solo θ e ϕ ma non r, per cui ne segue che potremo
fattorizzare almeno rispetto a quest’ultima.

Si può dimostrare che L2 = R2P 2−R2P 2
r , essendo Pr un operatore che

dipende solo dalla coordinata radiale della funzione d’onda; esso è difficile
da esplicitare in maniera astratta, ma trova una precisa forma nella base
delle coordinate:

< ~r|P 2
r = −~

2 1

r

∂2

∂r2
(r < ~r|)

per cui avremo

< ~r|P 2
r |ψ >= −~

2 1

r

∂2

∂r2
(rψ(~r)) = −~

2(
2

r

∂ψ(~r)

∂r
+
∂2ψ(~r)

∂r2
) (6.70)

Avremo che P 2 = L2

R2 + P 2
r e non ci importa di scrivere L2 a destra o a

sinistra perchè commuta con R2. L’hamiltoniano assumere dunque la forma

H =
L2

2mR2
+
P 2
r

2m
+ V (R)

dove ogni termine commuta con gli altri e questo implica che H commuta
con R2, L2, Lz (con quest’ultimo proprio perchè non dipende da esso espli-
citamente). Pertanto cerchiamo le autofunzioni di H tra quelle simultanee
di L2 e Lz:

[
L2

2mR2
+
P 2
r

2m
+ V (R)]|ψ >= E|ψ >

Ricordiamo che R2|~r >= r2|~r >; inoltre abbiamo già trovato l’espressione
per < ~r|P 2

r |ψ >. Poichè inoltre devono valere anche le

{
L2|ψ >= l(l+ 1)~2|ψ >
Lz|ψ >= m~|ψ >
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(e quindi indicheremo ψ come ψl,m), avremo nella base delle coordinate che
il primo termine diventa

< ~r| L2

2mR2
|ψ >= ~

2 l(l + 1)

2mr2
ψl,m(~r) (6.71)

Inoltre

< ~r|V (R)|ψ >= V (r)ψl,m(~r) (6.72)

per cui, sostituendo infine quanto trovato nell’equazione degli stati stazio-
nari, otteniamo:

~
2 l(l+ 1)

2mr2
ψl,m(~r) + V (r)ψl,m(~r)− ~

2

2m
(
2

r

∂ψl,m(~r)

∂r
+
∂2ψl,m(~r)

∂r2
) = Elψl,m(~r)

Abbiamo scritto El in luogo di E ed El,m, poichè in linea di principio esso
può dipendere da entrambi i numeri quantici (attenzione a non confondere
il numero quantico m con la massa m della particella); tuttavia nell’espres-
sione di H non si nota dipendenza dal numero quantico m, per cui per
una particella che si muove in un potenziale a simmetria sferica gli stati di
energia dipendono al più solo dal numero quantico l, ed ecco spiegata la
presenza di El. Possiamo dunque scrivere

ψl,m(~r) = ψl,m(rθϕ) = χl(r)Y
m
l (θ, ϕ) (6.73)

e sostituendo nell’equazione precedente:

~
2 l(l + 1)

2mr2
χl(r) + V (r)χl(r) −

~
2

2m
[
2

r

∂χl(r)

∂r
+
∂2χl(r)

∂r2
] = Elχl(r) (6.74)

Senza sapere la forma algebrica di V (r) non possiamo più andare avanti.
Rimaneggiando algebricamente questa equazione giungiamo a

[− ~
2

2m

d2

dr2
+ ~

2 l(l + 1)

2mr2
+ V (r) − El][rχl(r)] = 0 (6.75)

dove si nota che gli autovalori E possono dipendere al più da l. Nel caso
più generale che possiamo considerare, El ha degenerazione di ordine 2l+1,
essendo la funzione d’onda finale al più χl(r)Y

m
l (θ, ϕ) (esiste tale degene-

razione perchè il potenziale è a simmetria sferica e si conserva il momento
angolare; si dice che si ha degenerazione di rotazione).

6.10 Densità quantistiche

Analogamente al caso classico ed al caso relativistico, anche il caso quanti-
stico prevede una grandezza che definisce una densità di corrente, di massa.
Tuttavia con l’ulteriore aggiunta di una densità di probabilità che stabilisce,
per mezzo della relativa equazione di continuità, una legge di conservazione.

Nella trattazione che segue eviteremo dunque di ripetere dall’inizio gli
elementi teorici (flusso, leggi di Gauss e Stokes, lemmi di Green) che por-
tano a definire queste grandezze4, nonchè i relativi teoremi che, dove non
esplicitamente dichiarato, continuano a valere anche in meccanica quanti-
stica.

4Per un qualunque approfondimento si consulti un buon testo di elettrodinamica
classica o relativistica.
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6.10.1 Densità di corrente

Consideriamo un sistema di cariche distribuite nello spazio entro un preciso
volume, e consideriamo la densità di carica definita come già conosciamo:
̺ = dq

dV
.

Possiamo inoltre definire un’altra grandezza, la densità di corrente, come
~j = ̺~v, essendo ~v la velocità del flusso di cariche.

In questo modo la carica totale che passa attraverso una qualunque
superficie infinitesima dσ nell’unità di tempo, possiamo indicarla come~j·d~σ,
poichè ci interessa la proiezione sulla normale alla superficie.

Consideriamo inoltre il volume Ω delimitato da una superficie Σ: pren-
dendo un elementino dσ di Σ, si trova subito che la densità di corrente
soddisfa l’equazione

~j · d~σ =
dq′

dt
(6.76)

da cui integrando su Σ:

∫

Σ

~j · d~σ =

∫

Σ

dq′

dt
=
dQ′

dt
(6.77)

essendo Q′ la carica totale che ha attraversato Σ. L’ipotesi di continuità
stabilisce che, in assenza di sorgenti e pozzi (perdite) interni a Ω, la carica
che passa attraverso Σ altro non può essere che la carica che è diminuita
dentro Ω. Dunque indicando con Q(t) la carica in Ω al tempo t e con
Q(t+dt) la carica in Ω al tempo t+dt, essendo dQ′ la carica fluita attraverso
la superficie totale, perveniamo a

Q(t+ dt)−Q(t) = dQ′

Questa rappresenta l’equazione di continuità, anche se in forma poco ope-
rativa: la carica all’interno del volume diminuisce solo perchè fluisce attra-
verso la superficie.

In una superficie chiusa esiste la convenzione che la normale ad essa
sia diretta verso l’esterno e dunque dQ′ è positivo; se la carica all’interno
diminuisce la differenza introdotta prima è negativa, dunque per sistemare
matematicamente basta imporre che essa sia pari a −dQ′ e non a dQ′.
Quindi

∫

Σ

dq′

dt
= −dQ

′

dt

Dalla definizione di densità di carica si ha

Q(t) =

∫

Ω

̺(~r, t)dV (6.78)

e quindi otteniamo che la carica totale che passa attraverso Σ è

∫

Σ

~j · d~σ = −dQ
′

dt
= − d

dt

∫

Ω

̺(~r, t)dV = −
∫

Ω

∂̺(~r, t)

∂t
dV (6.79)
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ovvero la variazione di carica nel tempo all’interno di Ω. Dal teorema
di Gauss, possiamo trasformare l’integrale esteso ad una superficie ad un
integrale esteso ad un volume, dunque in definitiva

∫

Σ

~j · d~σ =

∫

Ω

÷(~j)dV = −
∫

Ω

∂̺(~r, t)

∂t
dV =⇒

=⇒ ∂̺(~r, t)

∂t
= −~∇ ·~j (6.80)

avendo utilizzato la notazione÷ per indicare l’operatore divergenza. Quella
appena trovata è l’equazione di continuità, che in questo caso stabilisce una
legge di conservazione della carica.

E’ da notare che è una legge piuttosto particolare in quanto rispetta la
causalità relativistica. Questo non è sempre vero... Infatti si considerino
due regioni chiuse dello spazio, A e B, lontane tra loro.

Supponiamo che nell’intervallo di tempo dt una certa quantità di carica
sparisce da A e nello stesso tempo ne compare in B una quantità identica.
Questo stabilisce una legge di conservazione ancora una volta, tuttavia
non rispetta le leggi relativistiche in quanto nel riferimento scelto i due
eventi (sparizione e ricomparsa della carica) sono simultanei seppur distanti
spazialmente: questo significa che esiste un riferimento inerziale in moto
rispetto al primo in cui i due eventi non saranno più simultanei e ci sarà un
nuovo intervallo di tempo in cui A perde dq e B non ha ancora acquisito
dq; in questo nuovo riferimento il lettore converrà che non è più valida la
legge di conservazione della carica.

I principi di relatività impongono che la carica deve conservarsi in qua-
lunque riferimento, quindi deve esistere una legge di conservazione locale in
cui la carica sparita da A passa con continuità attraverso le regioni conti-
gue. Quali che siano ̺ e ~j, la relazione (6.80) deve essere sempre di questa
forma5.

6.10.2 Densità di probabilità

Cos̀ı come la carica, anche la probabilità ammette una precisa equazione di
continuità che indica che essa non può venire a mancare durante l’evoluzione
di un sistema; in poche parole la condizione di completezza introdotta nei
capitoli precedenti deve essere sempre verificata.

Parlando delle equazioni del moto di un sistema, abbiamo introdotto
l’operatore evoluzione temporale U tale che

U(t, t0)|ψ(t0) >= |ψ(t) >

Inoltre U deve essere unitario perchè deve conservare il prodotto scalare,
cioè deve mantenere costante la densità di probabilità globale.

Consideriamo il caso di una particella soggetta ad un potenziale V (r)
e vediamo come tradurre in equazioni il fatto che la probabilità non deve
variare.

5In effetti otterremo un’equazione analoga se ̺ fosse per esempio la denistà di massa.
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6.10. Densità quantistiche

Sia H = P 2

2m + V (R) l’hamiltoniano del sistema. L’equazione di S. per i
vettori ket e bra rispettivamente, si traduce in

i~
d

dt
|ψ(t) >= H |ψ(t) >

−i~ < ψ(t)| d
dt

=< ψ(t)|H†

Ricordiamo al lettore che H è hermitiano, cioè H† = H . Proiettando nella
base delle coordinate otteniamo rispettivamente

i~
∂ψ(~r, t)

∂t
= H̃ψ(~r, t) (6.81)

−i~∂ψ
∗(~r, t)

∂t
= H̃ψ∗(~r, t) (6.82)

essendo H̃ = − ~
2

2m∇2 + V (R). Moltiplicando la prima per ψ∗(~r, t) e la
seconda per ψ(~r, t) e sottraendo membro a membro, si ottiene

i~
∂[ψ(~r, t)ψ∗(~r, t)]

∂t
= ψ∗(~r, t)H̃ψ(~r, t)− ψ(~r, t)H̃ψ∗(~r, t) =

= ψ∗(~r, t)[− ~
2

2m
∇2 + V (R)]ψ(~r, t)− ψ(~r, t)[− ~

2

2m
∇2 + V (R)]ψ∗(~r, t) =

= − ~
2

2m
[ψ(~r, t)∇2ψ∗(~r, t)− ψ∗(~r, t)∇2ψ(~r, t)]

Notiamo adesso che, in generale, per due funzioni α(r) e β(r) (indicando
per brevità

∑
∂
∂xi

= ∂i):

~∇ · [α(r)~∇β(r)] = ∂i · [α(r)∂iβ(r)] = [∂iα(r)] · [∂iβ(r)] + α(r)[∂i∂iβ(r)] =

= [~∇α(r)] · [~∇β(r)] + α(r)∇2β(r) =⇒
=⇒ α(r)∇2β(r) = ~∇ · [α(r)~∇β(r)] − [~∇α(r)] · [~∇β(r)]

Di conseguenza, la relazione precedente diventa

~
2

2m
{~∇[ψ(~r, t)~∇ψ∗(~r, t)]− ~∇[ψ∗(~r, t)~∇ψ(~r, t)]} =

=
~

2

2m
~∇[ψ(~r, t)~∇ψ∗(~r, t)− ψ∗(~r, t)~∇ψ(~r, t)]

In definitiva, notando che ψ(~r, t)ψ∗(~r, t) = |ψ(~r, t)|2 = ̺(~r, t) è la densità
di probabilità, otteniamo

i~
∂̺(~r, t)

∂t
=

~
2

2m
~∇[ψ(~r, t)~∇ψ∗(~r, t)− ψ∗(~r, t)~∇ψ(~r, t)]

per cui l’equazione di continuità per la densità di probabilità assume la
forma

∂̺(~r, t)

∂t
=

~

2mi
~∇[ψ(~r, t)~∇ψ∗(~r, t)− ψ∗(~r, t)~∇ψ(~r, t)]
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Definendo come vettore densità di corrente la grandezza

~j =
~i

2m
[ψ(~r, t)~∇ψ∗(~r, t)− ψ∗(~r, t)~∇ψ(~r, t)] =

= − ~

m
ℑ[ψ(~r, t)~∇ψ∗(~r, t)]

avremo ancora una volta

∂̺(~r, t)

∂t
= −~∇~j

Dunque in un certo volume V , la probabilità di trovare la particella al
tempo t sarà

Pv(t) =

∫
̺(t)dV

Analogamente per quella al tempo t+dt. La variazione di probabilità è do-
vuta al suo flusso attraverso la superficie Σ che racchiude il volume V; essa
cambia perchè è cambiato qualcosa nella regione locale, ovvero c’è stato un
flusso del vettore ~j lungo Σ.

Consideriamo un dispositivo che emette un fascio di particelle, per esempio
ammettiamo che esso spari molti elettroni contemporaneamente. Prenden-
do un volumetto dV all’interno del fascio, ci saranno dentro molte particelle
e se queste sono distanti tra loro non interagiscono; in questa condizione
particolare la loro densità è di ̺′ = dN

dV
.

Il numero N di particelle dentro il volume lo possiamo identificare come
la densità di probabilità ψ∗ψ di una particella singola. Allo stesso mo-
do il vettore ~j rappresenta il numero totale di particelle che sono passate
attraverso Σ perpendicolarmente al fascio nell’unità di tempo, e dunque

~j · ~nΣdt = dN ′

Questa interpretazione di ~j è possibile perchè esso soddisfa l’equazione di
continuità.

Ammettiamo che il dispositivo produca un fascio di particelle di impulso
e direzione fissati. L’onda piana associata sarà

ψ(~r, t) =
1

(2π~)
3
2

e
i
~
(Et−~p·~r)

In questo caso

~j =
~

m
ℑ[ψ∗(~r, t)~∇ψ(~r, t)] =

~

m
ℑ[ψ∗(~r, t)

~p

~
ψ(~r, t)] =

=
~p

m
̺ = ̺~v (6.83)

risultato identico a quello della meccanica classica.
Il concetto di corrente ci interessa particolarmente per affrontare uno

dei problemi del prossimo capitolo: il moto di una particella nei pressi di
una barriera (o di una buca) di potenziale, in quanto relativo al coefficiente
di trasmissione T che definiremo successivamente.
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CAPITOLO 7

Modelli e applicazioni

Vogliamo studiare il moto di un elettrone (e−) intorno ad un nucleo di
carica ze+. Supponiamo per ipotesi che il nucleo sia infinitamente massivo
rispetto all’e− in modo da eliminare un grado di libertà al sistema, che in
questi casi specifici prende il nome di modello idrogenoide.

In un altro caso invece, vogliamo studiare come si comporta un fascio
di particelle in prossimità di una barriera o di una buca di potenziale.

7.1 Modello idrogenoide dell’atomo

Il potenziale a cui è soggetto l’elettrone è V = − ze2

4πǫr , essendo z il numero
di cariche positive nel nucleo, per cui l’hamiltoniano del sistema sarà

H =
P 2

2m
− ze2

4πǫr
(7.1)

Ovviamente stiamo supponendo che l’interazione coulombiana sia quella
preponderante e di conseguenza stiamo soltanto tralasciando altri effetti
esistenti, quali le interazioni nucleari e le modifiche relativistiche.

Studiamo il sistema in coordinate sferiche. L’equazione agli autovalori
diviene

H |ψ >= E|ψ >=⇒ H̃|ψ >= E|ψ > (7.2)

essendo H̃ l’operatore differenziale

H̃ =
L2

2mR2
+
P 2
r

2m
− ze2

4πǫr
(7.3)

La forma dell’equazione agli autovalori ci suggerisce che possiamo fattoriz-
zare la funzione d’onda come

ψ(r, θ, ϕ) = R̃l(r)Y
m
l (θ, ϕ) (7.4)

Sulla funzione R̃ agisce solo P 2
r , mentre L2 la trasforma in l(l + 1)~. Po-

sta dunque yl = rR̃l(r), utilizziamo il cambiamento di variabile ̺ = αr,
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7.1. Modello idrogenoide dell’atomo

ottenendo una funzione R̃l(r) = χl(̺) e yl = ̺χl(̺). A questo punto
otterremo

[
d2

d̺2
+
λ

̺
− 1

4
− l(l + 1)

̺2
]yl(̺) (λ =

ze2

4πǫ0~

√
m

2|E| ) (7.5)

Si può procedere con argomentazioni analoghe a quelle utilizzate nel caso
dello sviluppo asintotico quando abbiamo parlato dell’oscillatore armonico
unidimensionale, fino ad arrivare ai polinomi di Hermite.

Quello che in questa sede ci interessa studiare, sono gli stati legati, ov-
vero quegli stati in cui l’elettrone non si allontana sensibilmente dal nucleo;
per questo cercheremo autovalori negativi. Svolgendo i calcoli troveremo

yl(̺) = Fl(̺)e−
̺
2 (7.6)

essendo Fl tale che

[
d2

d̺2
− d

d̺
+
λ

̺
− l(l+ 1)

̺2
]Fl(̺) = 0 (7.7)

Le soluzioni cercate devono essere regolari nell’origine del riferimento, per
cui possiamo sviluppare in serie F (̺):

F (̺) = ̺s
∞∑

k=0

ak̺
k

La condizione di regolarità nell’origine implica che s = l+1. Adesso essendo
̺ = αr, con α = 1

~

√
8m|E|, andando a sostituire nell’equazione differen-

ziale, dopo alcuni passaggi algebrici analoghi a quelli fatti in precedenza,
otteniamo la relazione di riccorrenza

at+1 = at
t+ l + 1− λ

(t+ l + 1)(t+ l+ 2)− l(l+ 1)
(7.8)

La condizione di convergenza è

lim
t−→∞

at+1

at
=

1

t

che è lo stesso andamento di e̺. Poichè vogliamo evitare che la serie diverga,
dobbiamo imporre che da un certo t in poi i coefficienti at si annullino,
ottenendo cos̀ı un polinomio.

Poichè imporre queste condizioni ci porta a dare di valori stabiliti a λ,
che è funzione dell’energia, stiamo trovando proprio lo spettro degli autova-
lori associati all’hamiltoniano del sistema. Dopo qualche semplice passaggio
algebrico il lettore concorderà che il risultato sarà

En = − mee
4

32π2ǫ20~2

z2

n2
=⇒ En = −RH

z2

n2
(7.9)

essendo RH la nota costante di Rydberg pari a

RH =
mee

4

32π2ǫ20~
2
≃ 13.6eV
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7.1. Modello idrogenoide dell’atomo

Poichè E è funzione dell’inverso di n, avremo che per grandi n essa tende
a zero e questo implica che l’elettrone ha grande probabilità di trovarsi
lontano dal nucleo. Questo matematicamente si traduce nel fatto che la
funzione d’onda non ha più andamento e−

̺
2 . Infatti se E < 0:

ψ(̺, θ, ϕ) = χl(̺)Y ml (θ, ϕ) =
yl(̺)

̺
Y ml (θ, ϕ) =

=
e−

̺
2Fl(̺)

̺
Y ml (θ, ϕ) = e−

̺
2 ̺lLl(̺)Y ml (θ, ϕ) (7.10)

essendo Ll(̺) il polinomio che ha per coefficienti gli at prima trovati.
Questo significa che la probabilità di trovare l’e− lontano dal nucleo è
trascurabile di un fattore e−

̺
2 , al crescere di ̺.

Al contrario, se l’energia del sistema è positiva, l’andamento della fun-
zione d’onda è di tipo esponenziale complesso.

Poichè λ = n intero, avremo che

at+1 = at
t+ l + 1− n

(t+ l + 1)(t+ l + 2)− l(l+ 1)

Se at+1 = 0, allora l + 1 − n ≤ 0, cioè l ≤ n − 1, che indica che gli au-
tovalori d’energia dipendono da un intero n che non ha a che fare con l,
come del resto dovevamo aspettarci. Questo perchè oltre la degenerazione
di rotazione se ne è innestata un’altra particolare, detta appunto degene-

razione eccezionale, che rende gli autovalori indipendenti da l (ma non gli
autovettori!). Fissato n, ci saranno n valori distinti di l. Le autofunzioni
sono del tipo

ψl,m,n = e−
̺
2 ̺lLl(̺)Y ml (θ, ϕ) (7.11)

con l,m autovalori del momento angolare orbitale già trattato in precedenza
e n autovalore d’energia.

Tali autofunzioni sono in totale
∑n−1

0 (2l + 1) = n2, che dunque è la
degenerazione dell’autostato del livello En, che si è innestata per via del
potenziale di tipo 1

r
; un totale di n2 autofunzioni differenti con lo stesso

autovalore di energia.
Per esempio supponiamo di avere n = 3. In quanti modi si annulla

at+1? Dalla definizione di riccorenza dobbiamo imporre in ordine:

• l = 0: dunque t = 2 e coefficienti nulli a partire da a3, si ottiene il
polinomio a0 + a1̺+ a2̺

2;

• l = 1: dunque t = 1 e coefficienti nulli a partire da a2, si ottiene il
polinomio a0 + a1̺;

• l = 2: dunque t = 0 e coefficienti nulli a partire da a1, si ottiene il
polinomio a0.

I tre polinomi ottenuti sono gli Ll(̺) e ovviamente sono linearmente in-
dipendenti, in quanto nessuno di essi può essere ottenuto semplicemente
come combinazione lineare degli altri.

Per trovare la funzione d’onda moltiplichiamo per ̺l, e−
̺
2 e Y ml (θ, ϕ)

ogni volta, ottenendo sempre polinomi di grado 2. Il sottospazio che si gene-
ra è di dimensione n2, i cui vettori di base sono le autofunzioni trovate. Gli

103



7.2. Equazioni dello stato fondamentale

andamenti sono riportati di seguito (presi da pag.801 del Cohen-Tannoudji
’Quantum Mechanics vol.1 ’) e a seguire i diagrammi polari che mostrano
la forma degli orbitali e la loro simmetria rispetto all’asse z:

Tutto ciò è molto diverso dalle orbite classiche, adesso infatti si parla di
orbitali e probabilità, abbandonando per sempre le consuete traiettorie ben
definite.

7.2 Equazioni dello stato fondamentale

Lo stato fondamentale è quello corrispondente a n = 1, per cui l = 0. La
corrispondente armonica sferica è Y 0

0 = 1√
4π

e dunque

ψ0,0,1 = e−α
r
2 (7.12)

essendo α = 2
aB
z, con aB = 4πǫ0~

2

mee2
il raggio della prima orbita nel modello

di Bohr (teoria semiquantistica). Il corrispondente polinomio, a0, va scelto
in modo che la funzione sia normalizzata, cioè

∫

V

|ψ0,0,1|2dV =

∫

V

a2
0e

−αrdV = 1 (7.13)
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Poichè la funzione d’onda dipende solo da r, è a simmetria sferica, per cui
come elemento infinitesimo di volume scegliamo un guscio sferico (dove ψ
è uguale in ogni punto) di volume dV = 4πr2dr, ottenendo

4πa2
0

∫ ∞

0

e−αrr2dr = 1 =⇒ a0 = 2(
z

aB
)

3
2

per cui la ψ dello stato fondamentale dell’atomo idrogenoide è

ψ0,0,1(r) =
1√
π

(
z

aB
)

3
2 e

− z
aB

r
(7.14)

Tuttavia questa non è proprio l’espressione trovata da Bohr, che invece era
ancorato ad una teoria ancora semiquantistica. Egli infatti si rese conto che
per descrivere i dati sperimentali doveva imporre che le orbite siano quelle
per cui il momento angolare orbitale assume valori discreti del tipo m~.

A partire da qui egli trova alcune orbite permesse; il primo raggio di
quelle orbite (quello dello stato fondamentale) è proprio aB. I valori di
Bohr erano tuttavia corretti solo per l’atomo di idrogeno.

Ma mentre per Bohr, m~ è un vincolo imposto, nella descrizione di
Schroedinger che abbiamo riportato sappiamo che le cose vanno in questo
modo perchè altrimenti le funzioni d’onda non sarebbero normalizzabili e
regolari.

Per dovere di cronaca, riportiamo di seguito altre autofunzioni in tabel-
la, presente a pag.802 del Cohen-Tannoudji ’Quantum Mechanics vol.1 ’:

Concludiamo questo paragrafo e la trattazione qualitativa e quantitati-
va a grandi linee dell’atomo idrogenoide, calcolando la distanza media
dall’origine dell’elettrone:

< r >=

∫
dV r|ψ0,0,1|2 =

∫
dr4πr2r|ψ0,0,1|2 =

3

4

aB

z
(7.15)

pertanto per l’idrogeno (z=1), essa sarà 3
4aB. Mentre quella stimata da

Bohr è fissa a aB, per Schroedinger la probabilità più alta di torvarlo è il
75% di aB.
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7.3. Barriere di potenziale a gradini

7.3 Barriere di potenziale a gradini

In questo paragrafo ci proponiamo di studiare il comportamento di una
particella indirizzata contro una barriera di potenziale. In particolare ci
interesseremo di barriere a gradino, ovvero di potenziale definito come

V (x) =

{
V1 x < x0

V2 x > x0

che traslando il sistema e scegliendo il riferimento opportuno può essere
semplificato come

V (x) =

{
0 x < 0
V0 x > 0

(7.16)

con evidente discontinuità in x = 0. Quello introdotto è un potenziale
a barriera di ampiezza infinita; analizzeremo anche il caso di potenziali a
barriera di ampiezza finita definiti come

V (x) =






0 x < 0
V0 0 < x < L

0 x > L

(7.17)

con ovvie generalizzazioni al caso di n gradini come questo.
D’ora in avanti considereremo le funzioni d’onda interessate come quelle

che risolvono l’equazione di S. indipendente dal tempo

i~
d

dt
ψ(x, t) = Hψ(x, t)

essendo H l’hamiltoniano indipendente dal tempo in maniera esplicita

H =
P 2

2m
+ V (x)

che ricordando l’azione di P su ψ, porta all’equazione differenziale

d2

dx2
φ(x) =

2m

~2
[V (x) − E]φ(x)

dove, poichè siamo nel caso indipendente dal tempo, si ha

ψ(x, t) = φ(x)e−
i
~
Et

Nella nostra trattazione considereremo solo potenziali costanti a tratti
(a gradini, appunto), per cui in definitiva possiamo scrivere l’equazione
d’onda da risolvere in ogni regione del piano che considereremo per risolvere
ogni volta il rispettivo problema associato:

d2

dx2
φ(x) =

2m

~2
[V − E]φ(x) (7.18)

avendo questa volta, V = cost. La soluzione di questa equazione è in
generale un esponenziale, reale o complesso, a seconda che (V − E) ≷ 0.
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7.3.1 Matching Conditions

Abbiamo parlato di discontinuità in x = 0 per il potenziale (7.16). Prima di
procedere nella trattazione del problema, dobbiamo definire una strategia
che ci permetta di aggirare il problema della discontinuità che l’eventuale
funzione d’onda avrebbe.

A questo proposito, consideriamo un potenziale Vε(x) continuo in x =
x0, tale che

lim
ε−→0

Vε(x) = V (x)

definito come

Vε(x) =

{
V (x) x < x0 − ε
V (x) x > x0 + ε

(7.19)

La (7.18) diventa

d2

dx2
φ(x) =

2m

~2
[Vε − E]φ(x)

Integriamola per esempio nell’intervallo [x0−ε, x0 +ε] e prendiamo il limite
per ε −→ 0:

lim
ε−→0

∫ x0+ε

x0−ε

d2

dx2
φ(x)dx = lim

ε−→0

∫ x0+ε

x0−ε

2m

~2
[Vε − E]φ(x)dx =⇒

=⇒ lim
ε−→0

[
d

dx
φ(x0 + ε)− d

dx
φ(x0 − ε)] = 0 =⇒

=⇒ lim
ε−→0

d

dx
φ(x0 + ε) = lim

ε−→0

d

dx
φ(x0 − ε)

che è la relazione di continuità per φ′(x) in x0. Integrando ancora si ottiene
φ(x) continua, in quanto primitiva di una funzione continua.

Riepilogando dunque, la nostra funzione d’onda ammette continuità in
x = x0 insieme con la sua derivata prima, ma non con la derivata secon-
da. Se vogliamo studiarla nei casi successivi, dovremo sempre imporre tali
condizioni di continuità che prendono il nome di matching conditions.

7.3.2 Coefficienti di riflessione e trasmissione

Prima di procedere definiamo due grandezze importanti, i coefficienti di

riflessione e trasmissione, che indicano le probabilità che un’onda in pros-
simità di una qualunque barriera di potenziale possa essere riflessa o tra-
smessa (rispettivamente cioè possa o meno superare la barriera).

Per definire tali coefficienti facciamo uso del concetto di densità di
corrente, già incontrato precedentemente.

Definizione 14 Si definisce coefficiente di riflessione R il rapporto tra la

densità di corrente riflessa e la densità di corrente incidente.

Definizione 15 Si definisce coefficiente di trasmissione T il rapporto tra

la densità di corrente trasmessa e la densità di corrente incidente.

Vedremo in seguito di caso in caso, come esplicitare la loro forma ana-
litica.
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7.3. Barriere di potenziale a gradini

7.3.3 Barriere infinite

Studiamo dapprima il caso di una barriera definita come (7.16). Poichè
abbiamo due regioni, R1 e R2, quella prima di x = 0 e quella dopo, se-
parate dal gradino, dovremo risolvere rispettivamente due equazioni di S.,
ottenendo due funzioni d’onda e di conseguenza φ1(x) e φ2(x). Inoltre do-
vremo distinguere 3 casi, ovvero quelli in cui E − V è maggiore, minore o
uguale a zero.

Caso E > V

Classicamente, un oggetto di energia E maggiore di un potenziale V di una
barriera, la supera con energia rimanente E′ = E−V e non sarà mai riflesso
(R = 0).

Quantisticamente le cose sono ben diverse e vedremo come si presentano
anche casi in cui una particella può non superare la barriera, venendo cos̀ı
riflessa (R 6= 0).

La funzione d’onda nella regione R1, ivi soluzione dell’equazione di S.,
ha forma

φ1(x) = A1e
ik1x +A′

1e
−ik1x

essendo − 2m
~2 E < 0 per E > V = 0 e con k1 =

√
2mE
~

.
Nella regione R2 invece, poichè E − V > 0, sarà

φ2(x) = A2e
ik2x +A′

2e
−ik2x

con k2 =

√
2m(E−V0)

~
.

Si nota che entrambe le soluzioni sono la somma di due esponenziali, e ad
esse è dunque possibile associare un’onda di componente progressiva (espo-
nenziale positivo) e regressiva (esponenziale negativo). Rispettivamente i
loro coefficienti sono legati a quelli di riflessione e trasmissione.

Tuttavia, nelle nostre ipotesi di barriera infinita, stiamo considerando
entrambi i termini per φ1, ma solo il termine progressivo per φ2, escludendo
a priori la possibilità che una particella sia riflessa dall’infinito. Dunque

φ2(x) = A2e
ik2x

Applicando a φ1 e φ2 le condizioni di matching prima definite in x = 0
e risolvendo i semplici passaggi algebrici, si ottiene il sistema

{
A1 +A′

1 = A2

k1(A1 −A′
1) = k2A2

Questo sistema è a 3 incognite in 2 equazioni; tuttavia a noi interessano

i rapporti
A′

1

A1
e A2

A1
, poichè come vedremo essi sono direttamente legati ai

coefficienti di trasmissione e riflessione.
Infatti dalla definizione di densità di corrente e da quella di coefficiente

di riflessione, otteniamo in R1 sostituendo a ψ la parte regressiva di φ1 e
svolgendo i semplici calcoli algebrici

R = |A
′
1

A1
|2 (7.20)
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7.3. Barriere di potenziale a gradini

Invece in R2, con procedura analoga ma per le parti progressive di φ1 e φ2

otteniamo coefficiente di trasmissione

T =
k2

k1
|A2

A1
|2 (7.21)

Risolvendo il sistema precedente, in funzione dei rapporti, troveremo
facilmente

{
A′

1

A1
= k1−k2

k1+k2
A2

A1
= 2 k1

k1+k2

ovvero
{
R = |k1−k2

k1+k2
|2 = 1− 4 k1k2

(k1+k2)2

T = k2
k1
|2 k1
k1+k2

|2 = 4 k1k2
(k1+k2)2

da cui R + T = 1 in accordo con le aspettative: nulla si perde e nulla si
crea durante l’interazione.

Come si nota è R < 1, cioè c’è una probbilità diversa da zero di rilevare
particelle riflesse pur avendo E > V , in netto contrasto con le previsioni
classiche.

Del resto, otteniamo nuovamente quanto previsto dalla meccanica clas-
sica non appena si considera E >> V : infatti in queste ipotesi, k1 ≃ k2 =
k >> 1, per cui, come il lettore può facilmente verificare, R ≃ 0 e T ≃ 1.

In definitiva, otteniamo la funzione d’onda definita su tutto l’asse reale
come

φ(x) =

{
A1(eik1x + k1−k2

k1+k2
e−ik1x) x < 0

A1(2 k1
k1+k2

)eik2x x > 0
(7.22)

dove A1 rimane come costante moltiplicativa o fattore di scala e in x = 0
restano verificate le condizioni di matching.

Caso E < V

Il lettore può verificare che anche in questo secondo caso la forma di φ1 in
R1 non cambia, restando invariato anche k1.

Nella regione R2, l’equazione di S. porta ad una nuova soluzione φ2, in
quanto questa volta E − V < 0:

φ2(x) = B2e
̺2x +B′

2e
−̺2x

essendo ̺2 =

√
2m(V0−E)

~
. Tuttavia non dobbiamo dimenticare che le fun-

zioni d’onda non devono divergere, e in questa, affinchè rimanga finita per
x −→∞, è necessario che B2 = 0.

Procedendo come prima e imponendo nuovamente le condizioni di mat-
ching, otteniamo il sistema

{
A1 +A′

1 = B′
2

ik1(A1 −A′
1) = −̺2B

′
2
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7.3. Barriere di potenziale a gradini

Il coefficiente di riflessione e di trasmissione, a partire dalle rispettive defi-
nizioni, come il lettore può verificare, valgono

R = |A
′
1

A1
|2

T = 0

Per cui ci interessa calcolare nel sistema solo il rapporto
A′

1

A1
, che comunque

ci aspettiamo essere tale che il suo modulo quadro valga 1. In effetti si
ricava che

A′
1

A1
=
k1 − i̺2

k1 + i̺2

e di conseguenza

|A
′
1

A1
|2 =

k2
1 + ̺2

2

k2
1 + ̺2

2

= 1

Ne deduciamo che nel caso di gradino infinito di potenziale, per E < V , c’è
sempre certezza di riflessione totale, ovvero nessuna particella oltrepassa la
barriera se la sua energia è minore del potenziale della barriera.

Ma attenzione: abbiamo trovato che è impossibile che nelle nostre ipo-
tesi la particella superi la barriera e proceda verso l’infinito. Tuttavia la
probabilità di trovarla nella regione classicamente proibità è diversa da zero
in quanto φ2(x > 0) 6= 0 e di conseguenza anche la densità di probabilità
è |φ2(x > 0)|2 6= 0. In effetti è vero dunque che la particella non viene
trasmessa verso l’infinito, ma è vero anche che essa avrà l’andamento di un
esponenziale decrescente per x > 0, in un range positivo dato da

∫ ∞

0

|φ2(x)|2dx = |B′
2|2

∫ ∞

0

e−̺2xdx =
|B′

2|2
2̺2

6= 0

In definitiva, otteniamo la funzione d’onda definita su tutto l’asse reale
come

φ(x) =

{
A1(eik1x + k1−i̺2

k1+i̺2
e−ik1x) x < 0

A1(2 k1
k1+i̺2

)e−̺2x x > 0
(7.23)

dove A1 rimane come costante moltiplicativa o fattore di scala e in x = 0
restano verificate le condizioni di matching.

Caso E = V

Ancora una volta troviamo che inR1 la φ1 resta invariata, con k1 =
√

2mE
~

=√
2mV0

~
. Invece per quanto riguarda R2, avremo che la derivata seconda di

φ2 è nulla, per cui φ2 è lineare del tipo ax+b. Tuttavia tale andamento, per
la densità di probabilità e la probabilità totale è divergente per x −→ ∞,
dunque al più sarà a = 0 e φ2(x) = b costante.

Ancora una volta, applicando le condizioni di matching otteniamo

{
A1 +A′

1 = b

ik1(A1 −A′
1) = 0
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7.3. Barriere di potenziale a gradini

cioè onda riflessa ed onda trasmessa devono avere la stessa ampiezza A. Ne
segue che

{
φ1(x) = 2A cos(k1x)
φ2(x) = 2A

e

R = 1

T = 0

come il lettore facilmente può verificare.

Conclusioni

Abbiamo risolto il problema per barriere infinite di potenziale. Possiamo
notare che le soluzioni trovate nei 3 casi, con opportune modifiche algebriche
e imposizioni, possono essere riassunte in un’unica forma.

Ma quello che ci interessa soprattutto adesso è mostrare come nel caso
E > V , i coefficienti R e T dipendano soltanto dal rapporto V0

E
.

In effetti

k2

k1
=

√
1− V0

E

per cui, scrivendo R e T in funzione di tale rapporto avremo

R =




1−
√

1− V0

E

1 +
√

1− V0

E




2

T = 4

√
1− V0

E

(1 +
√

1− V0

E
)2

come volevasi dimostrare.

7.3.4 Barriere finite

In questa sezione ci occuperemo di studiare il comportamento di una par-
ticella in prossimità di un potenziale del tipo definito in (7.17).

In realtà molto è già stato detto, dunque salvo eccezioni, eviteremo di
ripetere tutto quanto.

Nel caso di barriere finite di potenziale rettangolari, le regioni in cui
dividere il piano sono 3 e quindi i punti di discontinuità a cui applicare le
condizioni di matching saranno 2, in x = 0 e in x = L.

Anche in questo caso distingueremo le 3 situazioni diverse in cui E − V
sia maggiore, minore o uguale a zero.
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Caso E > V

Analogamente al caso di barriere infinite, avremo che φ1 rimane invariata
in forma insieme ai coefficienti A1, A′

1 e k1, nella regione R1.
Nella regione R3 avremo una funzione d’onda identica a φ1, con la sola

differenza dei coefficienti A3 e A′
3 (k1 resta invariato). Inoltre siccome non

prevediamo particelle riflesse dall’infinito, avremo che il coefficiente A′
3 del

termine regressivo sarà nullo.
Nella regione R2 la nuova φ2 sarà formalmente identica a quella trovata

come soluzione dell’equazione di S. nel caso di barriere infinite, con k2

invariato.
Imponendo le condizioni di matching nei punti di discontinuità otterre-

mo 4 equazioni per 5 incognite; potremo dunque determinare in particolare

4 rapporti di cui ci interessano R = |A
′
1

A1
|2 e T = |A3

A1
|2, come è facile verifi-

care che si ottengono dalle rispettive definizioni nelle nostre nuove ipotesi.
Per quanto riguarda le ampiezze di φ2, esse non ci riguardano, in quanto
relative ad onde che collegano le regioni R1 e R3.

Quindi determineremo A2 e A′
2 in funzione di A1 e A′

1 dal matching in
x = 0, per poi trovare le relazioni tra A3 e A2(A1, A

′
1) e A′

2(A1, A
′
1).

Dunque, come anticipato, dal matching in x = 0 si ottiene un sistema
le cui soluzioni sono

{
A2 =

(k1+k2)A1+(k2−k1)A′
1

2k2

A′
2 =

(k2−k1)A1+(k1+k2)A′
1

2k2

Per ottenere informazioni dalle condizioni di matching in x = L i passaggi
sono molto più complessi. Per alleggerire la trattazione non riporteremo
ogni passaggio, ma la strategia. Di conseguenza, dalla condizione di conti-
nuità, sviluppando l’esponenziale complesso secondo la formula di Eulero e
sostituendo i valori su trovati di A2 e A′

2, otteniamo

k2(A1 +A′
1) cos(k2L) + ik1(A1 −A′

1) sin(k2L) = k2A3e
ik1L

Dalla condizione di continuità per la derivata prima otteniamo secondo lo
stesso procedimento

k1(A1 −A′
1) cos(k2L) + ik2(A1 +A′

1) sin(k2L) = k1A3e
ik1L

Sommando e sottraendo queste 2 equazioni e dividendo per A3, otteniamo
il nuovo sistema

{
(k1 + k2)A1

A3
+ (k2 − k1)

A′
1

A3
= (k1 + k2)ei(k1−k2)L

(k2 − k1)A1

A3
+ (k1 + k2)

A′
1

A3
= (k2 − k1)ei(k1+k2)L

da cui le soluzioni
{

A1

A3
= eik1L[cos(k2L)− ik

2
1+k2

2

2k1k2
sin(k2L)]

A′
1

A3
= ieik1L

k2
2−k2

1

2k1k2
sin(k2L)]

Infine il coefficiente di riflessione sarà

R = |A
′
1

A1
|2 = |

A′
1

A3

A1

A3

|2 = ... =
(k2

2 − k2
1)2 sin2(k2L)

4k2
1k

2
2 + (k2

2 − k2
1)2 sin2(k2L)
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mentre il coefficiente di trasmissione è

T = |A3

A1
|2 = ... =

4k2
1k

2
2

4k2
1k

2
2 + (k2

2 − k2
1)2 sin2(k2L)

In particolare, quest’ultimo lo esplicitiamo anche in funzione di E e V0:

T =
4E(E − V0)

4E(E − V0) + V 2
0 sin2(

√
2m(E−V0)

~
L)

in cui si evidenzia che la trasmissione è massima per sin2(k2L) = 0, cioè,
detta λ2 = 2π

k2
la lunghezza d’onda di De Broglie, quando L = nλ2

2 (n =
1, 2, ...), o, in funzione dell’energia, quando

E = V0 + n2 π
2
~

2

2mL2
(n = 1, 2, ...)

Questo significa che quando E e V0 sono tali che nella barriera entrino un
numero intero di mezze lunghezze d’onda, la trasmissione è certa. Ma d’al-
tro canto arriviamo alla stessa conclusione se poniamo E >> V0 nell’ultima
espressione di T che abbiamo ricavato.

Il valore Tmin si ha per sin2(k2L) = 1, cioè per L = nλ2

4 (n = 1, 2, ...),
o, in funzione dell’energia, quando

E = V0 + n2 π
2
~

2

8mL2
(n = 1, 2, ...)

Possiamo scrivere T come fatto in precedenza, in funzione del rapporto E
V0

,
come

T =
4 E
V0

( E
V0
− 1)

4 E
V0

( E
V0
− 1) + sin2(

q

2mV0(
E
V0

−1)

~
L)

che mostra in maniera evidente la dipendeza di T da tale rapporto. Fissato
il prodotto m

~2V0L
2, si ottengono diverse T ( E

V0
).

Caso E < V

Come in precedenza, nelle regioni R1 e R3 le rispettive funzioni d’onda
restano invariate; ciò che cambia è la φ2, che questa volta è un esponenziale
reale.

Possiamo evitare in maniera semplice di rifare tutti i calcoli: basta
osservare che φE<V2 = φE>V2 se k2 = −i̺2. Dunque basterà sostituire il
nuovo valore di k2 che ci fa passare dalla precedente φ2 a quella attuale,
nelle rappresentazioni di R e T , ricavando per esempio

T = ... =
4k2

1̺
2
2

4k2
1̺

2
2 + (k2

1 + ̺2
2)2 sinh2(̺2L)

T =
4E(V0 − E)

4E(V0 − E) + V 2
0 sinh2(

√
2m(V0−E)

~
L)
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e, in termini del rapporto E
V0

:

T =
4 E
V0

(1− E
V0

)

4 E
V0

(1− E
V0

) + sinh2(

q

2mV0(1− E
V0

)

~
L)

che come il lettore noterà sono formalmente simili a quelli trovati nel caso
E > V .

Classicamente per E < V dovremmo ottenere T = 0, invece in mecca-
nica quantistica può verificarsi il cosiddetto effetto tunnel.

In questo caso la φ2 non è nulla nella regioneR2 classicamente proibita, e
come abbiamo visto nel caso di barriere infinite, essa ha un range dell’ordine
di 1

̺2
. Inoltre essa deve andare a ricongiungersi con φ3 in x = L.

Per E < V si ha T << 1 e di conseguenza A3 << A1, pertanto se ne
deduce che il termine dominante in φ2 è quello regressivo di coefficiente B′

2.
Se la larghezza L della barriera è minore del range, la particella avrà una
possibilità di trovarsi al di là dell’ostacolo.

Dall’espressione appena ricavata per T , se si considera ̺2L >> 1 si
ottiene

T ≃ 16
E

V0
(1 − E

V0
)e

−2
q

2mV0(1− E
V0

)L
~

per cui il range dipende dalla massa della particella: per un protone ed un
elettrone che hanno la stessa energia per superare la stessa barriera, le cose
vanno in maniera radicalmente diversa.

Caso E = V

Come già calcolato nel caso di barriere infinite, le regioni R1 e R3 lasciano
le rispettive funzioni d’onda invariate. Invece in R2 l’equazione di S. si
riduce ad una derivata seconda identicamente nulla, per cui la rispettiva φ2

avrà un andamento lineare del tipo ax+ b.
Imponendo le condizioni di matching si ottengono i sistemi

{
A1 +A′

1 = b

ik1(A1 −A′
1) = a

{
(ik1L+ 1)A1

A3
+ (1 − ik1L)

A′
1

A3
= eik1L

A1

A3
− A′

1

A3
= eik1L

Risolvendo opportunamente si giunge a
{

A1

A3
= (1 − ik1

L
2 )eik1L

A′
1

A3
= −ik1

L
2 e

ik1L

per cui

R = |A
′
1

A1
|2 = |

A′
1

A3

A1

A3

|2 = ... =
k1L

2

4 + k1L2
= ... =

mV0
L2

~2

2 +mV0
L2

~2

T = |A3

A1
|2 = ... =

4

4 + k1L2
= ... =

2

2 +mV0
L2

~2
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Perchè questi risultati siano validi, è necessario che i limiti per E −→ V0

da destra e da sinistra coincidano. Dunque basta considerare x = E
V0

e

k
√

2mV0
L
~

e avremo

lim
x−→1+

T (E > V0) = lim
x−→1+

[
4x(x− 1)

4x(x− 1) + sin2(k
√
x− 1)

] = ... =
2

2 +mV0
L2

~2

lim
x−→1−

T (E < V0) = lim
x−→1−

[
4x(1− x)

4x(1 − x) + sinh2(k
√

1− x)
] = ... =

2

2 +mV0
L2

~2

ovvero

lim
x−→1+

T (E > V0) = lim
x−→1−

T (E < V0)

7.4 Buche di potenziale

7.4.1 Buche finite

Una buca di potenziale è l’analogo di una barriera, con la sola differenza
che in questo caso si considera un potenziale negativo −V0 (consideriamo
V0 > 0). Definiamo il nuovo potenziale come

V (x) =





0 x < −a2
−V0 − a

2 < x < a
2

0 x > a
2

(7.24)

La particella di cui andremo a studiare il comportamento avrà energia tale
che −V0 < E < 0.

Come è facile ricavare, la φ1 nella regione R1 ha forma

φ1(x) = B1e
̺x +B′

1e
−̺x

essendo ̺ =
√
−2mE

~
reale e positivo, poichè è supposto E < 0. Perchè φ1

sia un’effettiva funzione d’onda dobbiamo imporre le condizioni di quadrato
sommabile, che comportano B′

1 = 0. Da notare che in questo caso essa non
rappresenta un’onda piana (che si sarebbe ottenuta per E > 0 e dunque
avendo un esponente complesso).

Nella regione R2, poichè è −V0 < E < 0, sarà anche 0 < E + V0 < V0

e dunque E + V0 = V0 − |E| > 0. Il coefficiente nell’equazione di S. è
allora −2m

~2 (E + V0) < 0 e di conseguenza la soluzione sarà un’onda piana
(esponenziale complesso), ovvero

φ2(x) = A2e
ikx +A′

2e
−ikx

essendo k =

√
2m(E+V0)

~
.

Infine nella regione R3 riabbiamo gli stessi esponenziali reali della re-
gione R1 con il medesimo ̺, ma con l’unica differenza che qui dobbiamo
escludere il termine progressivo con B3 = 0.

Dalle condizioni di matching nei punti (bordi della buca) di discontinuità
x = ±a2 , si ha per x = −a2

{
A2e

−ik a
2 +A′

2e
ik a

2 = B1e
−̺a

2

A2e
−ik a

2 −A′
2e
ik a

2 = ̺
ik
B1e

−̺a
2
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da cui sommando e sottraendo membro a membro si perviene a
{
A2 = ̺+ik

2ik B1e
(−̺+ik) a

2

A′
2 = − ̺−ik2ik B1e

−(̺+ik) a
2

da cui si evince come le ampiezze della φ2 sono totalmente determinate a
meno del fattore B1. Tuttavia in questo caso non ci interessano i coefficienti
R e T e di conseguenza i rapporti a cui sono legati.

In questo paragrafo vogliamo ottenere informazioni sugli stati legati del-
la particella, che ricordiamo brevemente essere gli stati in cui la particella,
per esempio intorno ad un nucleo atomico, non si allontana eccessivamente
da esso. In questo caso per lo studio degli stati legati, ci interessa per quali
valori possibili di k dentro la buca essi si presentino.

Il matching in x = +a
2 fornisce le condizioni

{
A2e

ik a
2 +A′

2e
−ik a

2 = B′
3e

−̺a
2

A2e
ik a

2 −A′
2e

−ik a
2 = − ̺

ik
B′

3e
−̺a

2

da cui sommando e sottraendo, si perviene a
{
A2 = ik−̺

2ik B
′
3e

−(̺+ik) a
2

A′
2 = ik+̺

2ik B
′
3e

(−̺+ik) a
2

che dal confronto con quelle del precedente sistema, dopo qualche passaggio
algebrico, porta a

A′
2

A2
=

̺+ ik

−̺+ ik
eika =⇒ |A

′
2

A2
| = |e±ika|

Il modulo di tale rapporto è unitario, come è facilmente evidente, per cui
possiamo scrivere in generale A2 = |A2|eiϑ2 e A′

2 = |A′
2|eiϑ

′
2 , da cui, poichè

il loro rapporto sia uguale in modulo ad un esponenziale complesso positivo
e allo stesso tempo ad uno negativo, avremo:

A′
2

A2
= ei(ϑ

′
2−ϑ2) = e−i(ϑ

′
2−ϑ2)

che sviluppando con la formula di Eulero porta alla condizione sin(ϑ′2 −
ϑ2) = 0 e dunque ϑ′2 − ϑ2 = ±nπ (n=0,1,2,...), di cui soltanto ϑ′2 = ϑ2 + π

da una soluzione diversa da ϑ′2 = ϑ2. Cos̀ı avremo

A′
2

A2
=

{
ei0 = 1
eiπ = −1

e tornando alla funzione d’onda:

φ2(x) =

{
A(eikx + e−ikx) = 2A cos(kx)
A(eikx − e−ikx) = 2iA sin(kx)

rispettivamente pari e dispari.
Tornando adesso al problema principale, avremo che le equazioni e le

condizioni trovate, determinano i possibili valori dell’energia per gli stati
legati. Distingueremo i due casi in cui φ2 sia pari o dispari:

̺+ ik

−̺+ ik
eika = 1

̺+ ik

−̺+ ik
eika = −1
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7.4. Buche di potenziale

Queste due equazioni sono trascendenti ed inoltre l’energia figura in k e ̺
sotto radice. Non è possibile risolverle esattamente dunque ci limiteremo a
risolverle numericamente.

Nella prima equazione, moltiplicando numeratore e denominatore per
−i, si ottiene

−i̺+ k

i̺+ k
= e−ika

Posto z = |z|eiϑ = k + i̺, si ottiene

z∗

z
= e−ika = e−2iϑ =⇒ 2ϑ = ka =⇒ ϑ =

ka

2

e dal’altra parte

tanϑ =
̺

k
= tan(

ka

2
)

Numericamente quest’ultima equazione si risolve facilmente: facciamo va-
riare E da −V0 fino a zero, trovando i punti per cui

f(E) = tan(

√
2m(E + V0)

~

a

2
)−

√
−2mE√

2m(E + V0)
= 0

Non è possibile determinare a priori il numero di soluzioni per via dei
troppi parametri; tuttavia graficamente è possibile capire molto sul loro
andamento e sulla loro quantità.

Il rapporto ̺
k

varia tra zero (E = 0) e ∞ (E −→ −V0). Invece k a2
che riportiamo in ascissa cresce asintoticamente da k = 0 (E = −V0) a

k =
√

2mV0

~
(E = 0).

Il plotting è possibile non appena esprimiamo ̺
k

in funzione dell’argo-

mento della tangente ka
2 :

k2 + ̺2 =
2mV0

~2
= k2

max =⇒ ̺

k
=

√
(kmax

a
2 )2 − (k a2 )2

k a2

il cui grafico è simile a quello della tangente in [0, kmax
a
2 [ (cioè da E = −V0

a E = 0) nel semipiano ̺
k
> 0. L’andamento asintotico è nei punti nπ,

mentre le intersezioni con l’asse delle ascisse sono in nπ2 .
Dunque ̺

k
è sempre positiva e per trovare i valori di k a2 che la eguagliano,

dobbiamo plottare solo i rami positivi di tan(k a2 ).
Per 0 < ϑ < π

2 si ha (nel primo quadrante) tanϑ > 0; per π
2 < ϑ ≤ π

si ha tanϑ < 0 e dunque è da scartare; invece per π < ϑ3
2π si ha tanϑ > 0

(terzo quadrante); nel quarto quadrante abbiamo ancora da scartare. Per
ϑ > 2π si ripete tutto quanto.

Il fatto che ci sia almeno una soluzione, e quindi uno stato legato con
energia −V0 < E < 0, dipende dal fatto che la curva ̺

k
deve andare a zero

mentre quella tan(k a2 ) parte da zero e va all’infinito per ka = π, tutto nel
semipiano positivo: questo significa che indipendentemente dalla profondità
e dalla larghezza della buca c’è almeno uno stato legato.
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7.4. Buche di potenziale

Per quanto riguarda invece la ricerca di stati legati relativi alle autofun-
zioni dispari, si procede in modo analogo, ottenendo stavolta che l’equazione
da rappresentare è

− cot(k
a

2
) =

̺

k
=

√
(kmax

a
2 )2 − (k a2 )2

k a2

Ripetendo le osservazioni già fatte nel caso precedente otteniamo infine
che ci sono alternatamente quadranti in cui tan(k a2 ) > 0 e − cot(k a2 ) < 0
e viceversa. Dunque ci sono alternatamente soluzioni ki corrispondenti a
parità positiva e altrettanti corrispondenti a parità negativa.

Ci resta solo da definire quanti stati legati possono trovarsi una volta
stabiliti V0 e a.

La curva ̺
k

può incontrare ciascun ramo di tan(k a2 ) e − cot(k a2 ) solo una
volta in ogni intervallo di ampiezza π

2 . Il numero totale di incroci dipende
dal valore massimo dell’ascissa (kmax

a
2 ) cui si può arrivare. Ma a sua volta

kmax =
√

2mV0

~
, dunque ci aspettiamo qualitativamente che ci siano tanti

stati legati (autovalori di energia) quanto più è profonda la buca. In breve
in totale ce ne saranno un numero intero

n = int[
kmax

a
2

π
2

] + 1 = int[
a
√

2mV0

π~
] + 1

Per esempio, per un elettrone in una buca profonda V0 = 10eV e larga
a = 8Å, otteniamo 4.07, il cui arrotondamento all’intero più uno fa 5: il
lettore può verificare graficamente che ci sono proprio 5 stati legati:

avendo indicato con y l’asse ̺
k

e con x l’asse tan(k a2 ).

7.4.2 Buche infinitamente profonde

Abbiamo trattato buche di potenziale di profondità finita −V0, adesso ci
proponiamo di studiare cosa accade invece nel caso in cui la buca si di
profondità infinita e definita come

V (x) =

{
0 x0 ≤ x ≤ x0 + L

∞ x < x0 ∨ x > x0 + L
(7.25)
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7.4. Buche di potenziale

Ciò che ci interessa sono le autofunzioni dell’hamiltoniano (dunque gli
stati stazionari) e le corrispondenti autoenergie. Dall’equazione di S., sem-
pre nel caso in cui H 6= H(T ) ci basterà studiare nuovamente la φ(x).

Nella regione esterna al dominio, φ(x) è nulla, in quanto non c’è proba-
bilità di trovare la particella fuori dalla buca (il potenziale è infinitamente
esteso diversamente dal caso del gradino di altezza finita).

Per continuità φ(x0) = φ(x0 + L) = 0. Dentro la buca, poichè suppo-
niamo E > 0, dall’equazione di S. si ricava che

φ(x) = Aeikx +A′e−ikx (k =

√
2mE

~
)

Dalla condizione di matching si ottiene, per A 6= 0 che

A′

A
= −e2ikx0

e di conseguenza è identificata la

φ(x) = A(eikx − e−ikxe2ikx0) = 2iAeikx0 sin[k(x− x0)]

essa soddisfa l’equazione di S. e le condizioni di matching. Si nota come
A,A′ 6= 0. La seconda condizione di matching (in x0 + L) impone che

φ(x0 + L) = 2iAeikx0 sin[k(x0 + L− x0)] = 2iAeikx0 sin(kL) = 0 =⇒
=⇒ kL = nπ (n = 0, 1, 2, ...)

Non consideriamo valori negativi perchè kL > 0. In funzione della lunghez-
za d’onda riotteniamo qualcosa di noto:

L = n
λ

2

e

En =
~

2

2m
k2
n = n2 (π ~

L
)2

2m

Lo spettro degli autovalori ha dunque livelli sempre più distanziati man
mano che n aumenta:

En+1 − En ∼ (n+ 1)2 − n2 ∼ n

Possiamo determinare la costante moltiplicativa complessa S = 2iAeikx0

presente in φ dalla condizione di normalizzazione:

∫ +∞

−∞
φ(x)dx = 1 =⇒

∫ x0+L

x0

|S|2 sin2[kn(x− x0)]dx =

= |S|2
∫ kn(x0+L−x0)

kn(x0−x0)

1

kn
sin2 ydy = [

y

2
− sin 2y

4
]knL0 =

=
|S|2
kn

[
knL

2
− sin(2knL)

4
] = 1
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7.4. Buche di potenziale

Ma knL = nπ, per cui si annulla il secondo termine e la norma di φ è

in definitiva indipendente da n. Infine si ha |S| =
√

2
L

che normalizza le

autofunzioni

φn(x) =

√
2

L
sin[

nπ

L
(x− x0)]

di autovalori

En = n2 (π ~

L
)2

2m

Cosa accadrebbe se E ≤ 0? Nel caso di una buca finita abbiamo visto che
la φ non era zero ma un esponenziale reale o addirittura era lineare per
E = V . La domanda è adesso se esistono stati legati con energia negativa.

In questa nuova ipotesi l’equazione di S. indipendente dal tempo porta
alla soluzione

φ(x) = Be̺x +B′e−̺x (̺ =

√
−2mE

~
)

Imponendo le condizioni al contorno, rispettivamente di continuità in x0 e
x0 + L, si ottiene

{
B′e−̺x0 = −Be̺x0

Be̺x0(e̺L − e−̺L) = 0

Poichè ̺x0 6= 0, si presentano due casi:

• B = 0 =⇒ B′ = 0 e dunque φ(x) = 0 per ogni x, cioè nessuna
probabilità per la particella di essere trovata;

• e̺L − e−̺L = 0 =⇒ ̺L = 0, che è impossibile perchè ̺, L 6= 0.

Dunque ne deduciamo che non ci sono autostati di energia negativa.
Analogamente, nel caso in cui E = 0, procedendo come sopra, si ritrova

questo stesso risultato. L’unica possibilità che resta di trovari stati legati è
dunque E > 0, che è il caso trattato all’inizio di questo paragrafo.

Per lo stato fondamentale, in eV avremo per un elettrone E1 ≃ 0.3eV
e L ≃ 1nm.
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CAPITOLO 8

Lo schema di Heisenberg

Fondamentalmente possiamo anticipare che nella trattazione di Schröedin-
ger gli operatori restano immutati nel tempo con i rispettivi autovettori ed
autovalori, mentre a variare nel tempo sono gli stati, che si evolvono.

Nello schema di Heisenberg invece gli operatori non restano immutati nel
tempo e possono dipendere esplicitamente da esso. Più in là vedremo come
legare questi due schemi in equazioni, dato che i risultati a cui giungono
sono i medesimi.

8.1 Evoluzione temporale

Abbiamo incontrato l’operatore di evoluzione temporale U(t), tale che se
un sistema si trova in uno stato |ψ(t0) >, dopo un tempo t si evolverà
deterministicamente in uno stato

|ψ(t) >= U(t0, t)|ψ(t0) >

Tale operatore ricordiamo essere lineare perchè deve conservare la sovrap-
posizione degli stati (le combinazioni lineari) ed è anche unitario, perchè
deve mantenere inalterate le norme e di conseguenza le probabilità: dunque
U †(t, t0) = U−1(t, t0) = U(t0, t).

Una proprietà importante che ne discende è che per ogni τ ∈ [t′, t′′] vale
U(t′, t′′) = U(t′, τ)U(τ, t′′) e infine U(t, t) = I.

L’operatore U è legato al generatore delle traslazioni temporali1 dalla
relazione

U(t+ δt, t) = I − i

~
H(t)δt

1L’hamiltoniano del sistema.
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8.2. Da Schröedinger ad Heisenberg

essendo δt un intervallo di tempo infinitesimo. Da questa si ottiene subito:

[U(t+ δt, t)− I]U(t, t0) = − i
~
δtH(t)U(t, t0)

U(t+ δt, t)U(t, t0)− U(t, t0) = − i
~
δtH(t)U(t, t0)

i~
U(t+ δt, t)U(t, t0)− U(t, t0)

δt
= H(t)U(t, t0)

Ma quest’ultima altro non è che l’operazione di derivazione temporale nello
spazio di Hilbert, quindi giungiamo all’equazione differenziale definitiva

i~
d

dt
U(t, t0) = H(t)U(t, t0) (8.1)

Formalmente la (8.1) è simile all’equazione di Schröedinger, ma al posto di
stati o funzioni d’onda, coinvolge l’operatore di evoluzione temporale. Essa
può essere messa in forma integrale che molto spesso risulta molto più utile
nelle applicazioni in quanto ha il vantaggio considerevole di contenere in sè
le possibili codizioni al contorno imposte all’evoluzione del sistema.

8.2 Da Schröedinger ad Heisenberg

Consideriamo una distribuzione di carica ̺, che si muove nel tempo con una
velocità v(t) regolata dall’esterno: la dinamica del sistema non determina
la dipendenza temporale perchè siamo nelle ipotesi che siamo noi stessi a
farlo.

Gli effetti dinamici sono descritti dal moto dello stato tramite l’equa-
zione di Schröedinger. Determinare la dinamica equivale a determinare la
traiettoria del punto nello spazio di Hilbert.

Introduciamo un operatore Ω invertibile e supponiamo di applicarlo a
tutti i vettori dello spazio H , ottenendo |ϕ′ >= Ω|ϕ >. Chiamiamo |ψ > lo
stato iniziale e lo vogliamo rappresentare con |ϕ′ > (o |ψ′ >), e ripetiamo
quanto detto per tutti gli stati, poichè potremo sempre tornare indietro
a |ϕ >, essendo Ω invertibile; cos̀ı facendo cambia anche l’operatore Â

associato ad una variabile dinamica A, divenendo Â′, che si interpreta cos̀ı
come una nuova variabile dinamica.

L’operatore Ω deve preservare anche le norme, per cui deve essere uni-
tario. Scegliendo diversi Ω ho diverse nuove rappresentazioni, per cui valu-
tando opportunamente quale scegliere possiamo aumentare il numero delle
semplificazioni nella trattazione.

Ci sono 2 importanti rappresentazioni: quella di Dirac e quella di Hei-
senberg, che abbiamo introdotto all’inizio di questo capitolo. Nella rappre-
sentazione di Heisenberg l’equazione che ci darà la dinamica del sistema
sarà quella dell’evoluzione dei valori medi, che abbiamo già incontrato in
precedenza.

Per esempio, supponiamo di trovarci nello spazio di Hilbert; col passare
del tempo nello schema di Schr. il vettore si sposta nel tempo, ma la sua
norma rimane costante. Ipotizzando di applicare U †(t, t0) a tutti i vettori
|ϕ > di H , otterremo |ϕH >= U †(t, t0)|ϕ >, che è l’equivalente di una
rotazione che applichiamo a tutti i generici vettori.
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8.2. Da Schröedinger ad Heisenberg

Ne deduciamo allora che lo schema di Heisenberg è una rotazione in-
versa dello spazio di Hilbert attorno ad un polo fisso che è dato dallo stato
indipendente dal tempo, attorno a cui ruota il sistema intero: questo im-
plica che la dinamica del sistema non è più legata allo studio degli stati
e della loro variazione nel tempo ma alla trasformazione degli operatori
Â −→ ÂH(t). Resta da definire qual è il legame di tale operatore con ÂS
dello schema di Schr.

Poichè i risultati a cui giungono devono essere gli stessi, consideriamo
che le ampiezze non devono variare da schema a schema, cos̀ı come i valori
medi delle variabili dinamiche:

< A >t=< ψS(t, t0)|AS |ψS(t, t0) >=< ψH(t0)|AH |ψH(t0) >=

Ma |ψH >= U †(t, t0)|ψS(t, t0) > e < ψH | =< ψS(t, t0)|U(t, t0), per cui si
giunge a

< A >t=< ψS(t, t0)|U(t, t0)AHU
†(t, t0)|ψS(t, t0) >

da cui finalmente si perviene alla relazione cercata:

AS = U(t, t0)AHU
†(t, t0)⇐⇒ AH = U †(t, t0)ASU(t, t0) (8.2)

Si evince come AH dipenda esplicitamente dal tempo.
Nel paragrafo precedente abbiamo trovato l’equazione che regola il moto

dell’operatore U(t, t0) con la condizione iniziale che U(t, t) = I. Coniugan-
do la (8.1) otteniamo

−i~ d
dt
U † = U †H†(t) =⇒ i~

d

dt
U † = −U †H(t)

Andando a derivare la (8.2) e moltiplicando ambo i membri per i~, otte-
niamo

i~
d

dt
AH = i~(

dU †

dt
ASU + U †AS

dU

dt
)

Sfruttando l’equazione (8.1) e la sua coniugata, otteniamo

i~
d

dt
AH = −U †H(t)ASU + U †ASH(t)U = U †[AS , H(t)]SU = [AS , H(t)]H

Altrimenti era anche possibile introdurre UU † = I nel penultimo passaggio:

i~
d

dt
AH = −U †H(t)(UU †)ASU + U †AS(UU †)H(t)U =

= −HHAH +AHHH = [AH , HH ] = [AS , H(t)]H

Ma quest’ultima relazione vale per ogni coppia di operatoriA,B: [AH , BH ] =
[AS , BS ]H .

Si osservi come se H non dipende esplicitamente dal tempo, si ha
HH = H , ed in questo caso U(t, t0) = e−

i
~
H(t−t0) commuta con H e di con-

seguenza con HH ; concludendo dunque HH = U †HU = U †UH = H . Sem-
pre nell’ipotesi di indipendenza temporale di H , otteniamo che l’equazione
di evoluzione si scriverà

i~
d

dt
AH(t) = [AH , H ]
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e la dinamica è trasferita agli operatori. In meccanica classica variano nel
tempo i tre operatori R̂, P̂ , M̂ , ovvero le 3 variabili dinamiche che abbiamo
incontrato in precedenza: lo schema di Heisenberg è strutturato in maniera
simile al caso classico, per questo risulta utile in quei casi in cui la vicinanza
tra classico e quantistico si rende particolarmente manifesta.

In tale schema il valore medio di una variabile dinamica A si ottiene
brachettando l’equazione di Heisenberg:

i~ < ψH |
d

dt
AH(t)|ψH >=< ψH |[AH(t), H ]|ψH >

Poichè la derivata non agisce sugli stati possiamo scrivere

i~
d

dt
< ψH |AH(t)|ψH >=< ψH |[AH(t), H ]|ψH >=⇒

i~
d

dt
< A >t=< ψS |U [AS , H ]HU

†|ψS >

ma ricordando come sono legati i commutatori in schema H e S possiamo
scrivere < ψS |UU †[AS , H ]UU †|ψS >=< [AS , H ] >t e quindi

i~
d

dt
< A >t=< [AS , H ] >t

che è quanto avevamo già ottenuto in precedenza nello studio della di-
namica della variabile A quando H è indipendente dal tempo. Nel ca-
so di dipendenza temporale, si deve tener conto del termine aggiuntivo
i~ ∂
∂t
AH(t) = i~( ∂

∂t
AS(t))H , essendo

∂

∂t
AH(t) =

∂

∂t
U †AS(t)U = U † ∂AS

∂t
U (8.3)

8.3 Conservazione delle osservabili

Abbiamo già visto che una variabile dinamica si conserva quando i suoi
valori medi non cambiano nel tempo e la distribuzione statistica è indipen-
dente da esso, quindi quando i~ ∂

∂t
AH(t) = 0 e [AH , H ] = [AS , H ]H = 0.

Ma [AS , H ]H = U †[AS , H ]U = 0 e di conseguenza anche [AS , H ] = 0: arri-
viamo dunque a dire che per mantenersi costante l’osservabile, il suo ope-

ratore immagine nello spazio di Hilbert deve commutare con l’hamiltoniano

in qualunque sistema utilizziamo per la sua descrizione.
Questo è il punto di partenza che sfruttiamo per legare le simmetrie

dell’hamiltoniano, e quindi del sistema, e le leggi di conservazione.
Abbiamo già osservato che l’invarianza per traslazioni spaziali infinite-

sime portava alla conservazione dell’impulso, mentre quella per traslazioni
infinitesime temporali portava alla conservazione dell’energia.

Torniamo all’equazione di Heisenberg, e supponiamo di considerarla nel
caso in cui l’hamiltoniano sia invariante per traslazioni lungo una direzione
n̂. L’impulso lungo quella direzione sarà Pn = ~P · n̂, e avremo [H,Pn] = 0.
L’equazione di Heisenberg sarà

i~
d

dt
Pn(t) = [Pn(t), H ]H = 0
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Da notare che esplicitando la dipendenza dal tempo di Pn abbiamo chiara-
mente espresso di essere nella rappresentazione di Heisenberg.

Poichè abbiamo mostrato che l’invarianza di una osservabile implica
che il suo operatore associato commuta con l’hamiltoniano in ogni schema
e viceversa, possiamo dire che Pn(t) = cost nelle ipotesi in cui ci siamo
posti,pervenendo cos̀ı all’importante conclusione secondo cui se l’hamilto-

niano si conserva in una traslazione lungo una direzione n, allora il gene-

ratore delle traslazioni lungo quella direzione è una costante del moto; se è

invariante lungo tutte le direzioni a conservarsi è l’impulso totale.
Il momento angolare orbitale coincide, come vedremo successivamente,

con il generatore delle rotazioni, e per esso vale lo stesso teorema dimostrato
per quello delle traslazioni: se H è invariante per rotazioni attorno all’asse
n̂, il generatore delle rotazioni è una costante del moto ed esso è la proiezione
su quell’asse del momento angolare.

Queste trasformazioni formano un gruppo, cioè sono chiuse rispetto al
prodotto; inoltre il gruppo in questione è anche continuo, in modo da con-
sentire trasformazioni infinitesime, che vengono utilizzate per descrivere
tutte quelle finite.

In generale, se H è invariante per trasformazioni di questo tipo, si avrà
che il generatore di queste si conserverà nel tempo.

8.4 Equazioni canoniche

Ricordiamo di aver introdotto la conveniente formula

[An, B] =

n−1∑

s=0

As[A,B]An−1−s

Nel caso in cui A = X e B = Px avremo

[Xn, Px] =
n−1∑

s=0

Xs[X,P ]Xn−1−s = i~

n−1∑

s=0

Xn−1 = i~nXn−1 = i~
∂

∂X
Xn

Analogamente si trova che

[Pnx , X ] = −i~ ∂

∂Px
Pnx

Immaginiamo di avere una variabile dinamica A(X,Px) e di svilupparla in
serie:

A(X,Px) =
∑

n

an(Px)Xn ≡
∑

n

bn(X)Pnx

Supponiamo di voler calcolare [A,Px], ricordando che [an(Px), Px] = 0:

[A,Px] =
∑

n

[an(Px)Xn, Px] =
∑

n

an(Px)[Xn, Px] =
∑

an(Px)i~
∂

∂X
Xn =

= i~
∂

∂X

∑

n

an(Px)Xn =⇒ [A,Px] = i~
∂

∂X
A(X,Px)
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In maniera analoga si trova che

[A,X ] = −i~ ∂

∂Px
A(X,Px)

Vogliamo ora descrivere il moto di sistemi con analogo classico, in modo da
non dover tenere conto per adesso di effetti quantistici nuovi; quindi siamo
nelle ipotesi che R,P formano un sistema completo di osservabili.

Ipotizziamo un cambiamento di variabili: assumiamo come nuove quelle
lagrangiane generalizzate qi (i = 1, 2, ..., n), che saranno gli autovalori di
opportuni operatori Qi, e definiamo anche gli impulsi pi autovalori degli
operatori Pi. In tal modo avremo in accordo con quanto trovato finora:
[Qi, Pj ] = i~δij . Passando alle equazioni del moto per questo set di variabili
si trova:

i~
dQi(t)

dt
= [Qi(t), H ] = i~

∂H

∂Pi
=⇒ dQi(t)

dt
=
∂H

∂Pi

i~
dPi(t)

dt
= [Pi(t), H ] = −i~ ∂H

∂Qi
=⇒ dPi(t)

dt
= − ∂H

∂Qi

Formalmente, quelle appena trovate corrispondo alle equazioni canoniche
della meccanica hamiltoniana, ma non possono essere considerate tali poi-
chè ci troviamo in uno spazio di Hilbert. Tuttavia questa analogia ci porta
a conclusioni più dirette. Affinchè l’analogia fosse più calzante, avremmo
voluto trovare qualcosa della forma

∂<H>ψ
∂<Qi>ψ

per esempio per le coordinate

generalizzate, ma invece a meno di segni abbiamo < ∂H
∂Qi

>ψ, e queste due
quantità che sono nettamente diverse, sono confrontabili solo nel caso quasi
classico, cioè quando la funzione d’onda è stretta ma non troppo, altrimen-
ti quella per l’impulso è troppo larga e viceversa, dunque quando le due
funzioni d’onda per coordinate e impulsi sono ragionevolmente piccate.
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CAPITOLO 9

Descrizione quantistica dei fenomeni

9.1 Oscillatore armonico isotropo 3D

Abbiamo studiato in precedenza la dinamica di sistemi il cui hamiltoniano

è del tipo H = P 2

2m + V (~R), essendo V (~R) un potenziale a simmetria sferi-
ca, riscrivendo l’hamiltoniano in funzione dell’operatore momento angolare
orbitale L e di Pr e cercando le soluzioni nelle autofunzioni per il momen-
to angolare, che abbiamo scritto in forma (6.73), pervenendo alle soluzio-
ni fattorizzate nelle armoniche sferiche (6.70) e nell’equazione differenziale
(6.75).

A partire da quest’ultima, abbiamo poi introdotto nel caso dell’atomo
idrogenoide, una funzione yl = rχl(r), e trovato che l’equazione differenziale
corrispondente è risolta a patto che l’integrale di yl(r) sia finito e che le χl(r)
siano regolari nell’origine.

Possiamo affrontare il problema della dinamica dell’oscillatore armonico
isotropo 3D a partire dalle medesime considerazioni sulla dinamica di un
sistema soggetto ad un potenziale a simmetria sferica e poi procedere come
nella trattazione dell’atomo idrogenoide, ponendo stavolta come potenziale
sferico

V (r) =
1

2
mω2r2 =

1

2
mω2(x2 + y2 + z2)

Se l’oscillatore non fosse stato isotropo, avremmo avuto non una sola ω,
ma tre differenti.

Dal punto di vista classico la particella rimane limitata e quindi in mec-
canica quantistica avremo solo stati legati: di conseguenza la probabilità
di trovare la particella lontano dal centro è piccola e la funzione d’onda
del sistema ci aspettiamo essere del tipo e−kr

2

. L’esistenza di stati legati
si osserva plottando il potenziale con le condizioni che danno una sorta di
potenziale fittizio all’infinito.

Poniamo nella nostra trattazione ̺ = αr ed anche mw2

~2α4 = 1 e λ =
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9.1. Oscillatore armonico isotropo 3D

2mE
~2α2 = 2E

~w
, ottenendo in definitiva E = ~w

2 λ e l’equazione differenziale

d2

d̺2
yl(̺) + (λ − ̺2 − l(l + 1)

̺2
)yl(̺) (9.1)

Le soluzioni cercate sono in λ di modo che esso renda yl regolare nell’origine.
Andando a studiare il comportamento asintotico, cioè per r −→ ∞ (e

quindi ̺ −→∞), otteniamo l’equazione differenziale

ÿl − ̺2yl = 0

Se ̺ = cost, la soluzione sarebbe stata del tipo richiesto da noi, per que-
sto supponiamo che essa sia e−c̺

2

. Andiamo a sostituirla nell’equazione
ricavata, ottenendo

e−c̺
2

(4c2 − 2c− ̺2) = 0 =⇒ 4c2 = 1 =⇒ c =
1

2

dove il termine 2c non è stato tenuto in considerazione perchè influente
asintotaticamente ed è stata scartata la soluzione − 1

2 perchè rendereb-
be la soluzione una funzione d’onda non regolare. Dunque avremo yl ∼
e−

1
2
̺2Fl(̺), essendo Fl(̺) una funzione regolare nell’origine, e ottenendo

cos̀ı l’equazione differenziale in Fl

d2

d̺2
Fl(̺)− 2̺

d

d̺
Fl(̺) + (λ− 1− l(l + 1)

̺2
)Fl(̺) (9.2)

Affinchè Fl sia regolare nell’origine è necessario che sia sviluppabile in serie
di ̺:

Fl(̺) = ̺s
∞∑

k=0

ak̺
k (a0 6= 0)

dove ̺s è stato inserito per evitare che per k = 0 si abbia Fl = cost, che
cos̀ı non sarebbe regolare nell’origine. Per sapere il valore di s dobbiamo
risolvere l’equazione stessa. Inoltre:

F ′
l (̺) = ̺s

∞∑

k=0

ak(s+ k)̺k−1 (a0 6= 0)

F ′′
l (̺) = ̺s

∞∑

k=0

ak(s+ k)(s+ k − 1)̺k−2 (a0 6= 0)

Sostituendo nell’equazione differenziale per Fl(̺) e raggruppando i termini
con le medesime potenze:

∞∑

k=0

ak[(s+ k)(s+ k − 1)− l(l + 1)]̺s+k−2 =
∞∑

k=0

ak[2(s+ k)− (λ− 1)]̺s+k

Affinchè quest’uguaglianza tra serie sia soddisfatta, è necessario dover-
le confrontare termine per termine, nell’ipotesi che entrambe convergano.
Dunque scriviamo

a0[s(s− 1)− l(l+ 1)]̺s−2 + a1[s(s+ 1)− l(l+ 1)]̺s−1 +

+

∞∑

k=2

ak[(s+ k)(s+ k − 1)− l(l+ 1)]̺s+k−2 =

∞∑

k=0

ak[2(s+ k)− (λ− 1)]̺s+k
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9.1. Oscillatore armonico isotropo 3D

In pratica abbiamo sviluppato i termini della prima serie per k = 0, 1; in
questo modo ponendo k′ = k − 2 potremo scrivere

∞∑

k′=0

ak′+2[(s+ k′ + 2)(s+ k′ + 1)− l(l+ 1)]̺s+k
′

in luogo della prima serie, senza alterare nulla. Ma a questo punto è evi-
dente che al secondo membro dell’equazione non vi sono termini in ̺s−1

e ̺s−2, per cui i coefficienti di tali termini al primo membro devono an-
nullarsi. Ma ricordiamo che a0 6= 0, quindi dovrà annullarsi la quantità in
parentesi: s(s + 1) − l(l + 1) = 0, da cui s = l + 1 o s = −l; la seconda
soluzione non è accettabile perchè porta ad una funzione non regolare.

Ma se s = l + 1 non si annulla la parentesi di a1 e quindi nel rispetto
delle nostre condizioni dovrà essere a1 = 0. Andando a confrontare gli altri
termini della serie:

ak+2[(s+ k + 2)(s+ k + 1)− l(l + 1)] = ak[2(s+ k) + (λ− 1)] =⇒

ak+2 = ak
2(l + k) + 3− λ

(k + 2)(2l + k + 3)

che è una relazione di ricorrenza i cui indici devono avere la stessa parità.
Ma abbiamo visto prima che a1 = 0, e di conseguenza anche tutti i termini
dispari saranno nulli per via di tale relazione. Ma con la sola presenza
dei termini pari, in numero infinito, la funzione asintoticamente andrebbe
all’∞, dunque dobbiamo fare in modo che la serie diventi un polinomio,
ponendo un indice limite µ per cui aµ 6= 0 e aµ+2 = 0 e con esso tutti i
termini indice maggiore di µ+ 2.

Quanto detto si realizza quando 2(l + µ) + 3 − λ = 0 e cioè per λ =
2(l + µ) + 3 intero. Ma i λ sono gli autovalori di energia, dalla nostra
posizione fatta precedentemente (E = ~w

2 λ); ma E deve dipendere da l,
mentre abbiamo mostrato che dipende da l+µ = n, ed esistono diversi λ e µ
che sommati danno lo stesso n, portandoci cos̀ı ad un cao di degenerazione.
In definitiva si ottiene

En = ~w(n+
3

2
) (9.3)

Questa, confrontata con la soluzione trovata per l’oscillatore armonico uni-
dimensionale e per quello bidimensionale, propone l’ipotesi che la solu-
zione generica per i caso g−dimensionale, quello a g gradi di libertà, sia
En = ~w(n+ g

2 ).

Il valore di µ determina l’autofunzione ed essendo l’ultimo coefficiente
non nullo aµ, il polinomio avrà grado Pµ ∼ ̺µ(+s), e lo stesso varrà per

ogni altra ipotetica coppia (l′, µ′) tali che l′ + µ′ = n: Pµ′ ∼ ̺µ′(+s).

In questo modo è evidente che oltre la degenerazione di rotazione legata
ad l, avremo un’altra degenerazione legata ad n. Poichè µ è sempre pari, se
n è dispari si ottengono le coppie (l = 1, µ = n−1) [3], (l = 3, µ = n−3) [7],
..., (l = n, µ = 0) [2n+ 1], avendo riportato tra parentesi quadre il numero
di coppie possibili che soddisfano le nostre ipotesi (la degenerazione di ogni
coppia).
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9.1. Oscillatore armonico isotropo 3D

La degenerazione gn complessiva si ottiene sommando tutte le degene-
razioni di coppia:

gn =
∑

l=1,3,5,...

(2l + 1) = 3 + 7 + 11 + ...+ (2n+ 1) = (2n+ 4)
n+1

2

2
=

=
1

2
(n+ 1)(n+ 2)

Analogamente, se n è pari:

gn =
∑

l=0,2,4,...

(2l + 1) = 1 + 5 + 9 + ...+ (2n+ 1) =
1

2
(2n+ 2)(

n

2
+ 1) =

=
1

2
(n+ 1)(n+ 2)

ovvero sempre la stessa. Lo stato fondamentale ha n = l = 0, ovvero
E = 3

2~w. Per un dato n, una delle coppie (l, µ) determina un polinomio
Fn,l(̺) di grado s+µ = (n−l)+(l+1) = n+1 in ̺ e quindi la funzione radiale

yn,l ∼ e−
1
2
̺2Fn,l(̺), ed in definitiva, essendo Rn,l(r) = χn,l(r) =

yn,l
r

, si
avrà

Rn,l(r) = e−
1
2
α2r2 Fn,l(αr)

r
(9.4)

ovvero un termine radiale per un polinomio di grado n in r, di modo che

ψn,l,m(r, θ, ϕ) = Rn,l(r)Y
m
l (θ, ϕ)

Poichè Y ml (θ, ϕ) hanno parità (−1)l, e n e l hanno la stessa parità, tutte
le autofunzioni ψn,l,m(r, θ, ϕ) con il medesimo n avranno la stessa parità
(−1)n = (−1)l.

Gli autovaloriEn = ~w(n+ 3
2 ) avranno cos̀ı, oltre quella rotazionale, una

degenerazione accidentale gn calcolata in (9.4). Lo spettro dell’oscillatore
armonico isotropo 3D sarà

9.1.1 Trattazione alternativa

Notiamo però che possiamo trattare il problema dell’oscillatore armonico
3D in maniera simile a come abbiamo trattato quello 2D precedentemente.
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9.1. Oscillatore armonico isotropo 3D

Infatti, l’hamiltoniano del sistema si può scrivere come

H =
1

2m
(P 2
x + P 2

y + P 2
z ) +

1

2
mw2(X2 + Y 2 + Z2)

che può essere messo in forma H = Hx +Hy +Hz, essendo ogni termine la
somma dei termini dell’hamiltoniano a variabili separate.

Ognuno di questi termini rappresenta l’hamiltoniano di un oscillatore
armonico unidimensionale: questo ci suggerisce di cercare le soluzioni del-
l’equazione agli autovalori di H nella classe di funzioni ψ = ϕ(x)χ(y)ζ(z):

[Hx +Hy +Hz ]ϕχζ = Eϕχζ =⇒ χζ{Hxϕ}+ ϕζ{Hyχ}+ ϕχ{Hzζ} = Eϕχζ

Dividendo entrambi i membri per ϕ(x)χ(y)ζ(z), si ottiene

1

ϕ(x)
{Hxϕ}+

1

χ(y)
{Hyχ}+

1

ζ(z)
{Hzζ} = E

Abbiamo volutamente mantenuto tra parentesi graffe alcune quantità per
ricordare al lettore che ogni singolo operatore H agisce su una funzione,
che quindi non può essere semplificata con quella a denominatore.

Questa equazione dice che a primo membro, la somma di 3 funzioni di
variabili indipendenti e separate è uguale ad una costante E: sappiamo che
affinchè questo sia possibile è necessario e sufficiente che ogni termine della
somma sia costante, e più precisamente ci ritroviamo a dover risolvere il
sistema






1
ϕ(x){Hxϕ} = E1

1
χ(y){Hyχ} = E2
1
ζ(z){Hzζ} = E3

=⇒






Hxϕ(x) = E1ϕ(x)
Hyχ(y) = E2χ(y)
Hzζ(z) = E3ζ(z)

essendo data la condizione al contorno E1 +E2 +E3 = E. Queste equazioni
le abbiamo già risolte, e le soluzioni generali sono del tipo

ϕ(x) ∼ e− 1
2
x2

Hn(x)

essendo Hn(x) un polinomio di Hermite di grado n e analogamente si dica
per le altre soluzioni. Inoltre

En1
= ~w(n1 +

1

2
) En2

= ~w(n2 +
1

2
) En3

= ~w(n3 +
1

2
) =⇒

=⇒ En = ~w(n+
3

2
) (n = n1 + n2 + n3)

come del resto ci aspettavamo e avevamo già trovato nel paragrafo pre-
cedente. Ciò che è strettamente legato alla tripletta (n1, n2, n3) sono le
autofunzioni:

ψ(x, y, z) ∼ e− 1
2
αr2Hn1

(x)Hn2
(y)Hn3

(z)

Per trovare il grado di degenerazione, dobbiamo fissare n e vedere quan-
te possibili somme della tripletta ce lo restituiscono. Per ogni En c’è un
sottospazio di autofunzioni di dimensione 1

2 (n+ 1)(n+ 2), le quali possono
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9.1. Oscillatore armonico isotropo 3D

essere esplicitate come prodotti di polinomi di Hermite o come onde parziali

(prodotto delle armoniche sferiche per la parte radiale).
Con la trattazione appena svolta si intuisce che ogni volta che l’hamilto-

niano può essere scritto come somma di hamiltoniani separati, allora le sue
autofunzioni si possono scrivere come prodotto delle autofunzioni relative
ad ogni singolo termine dell’hamiltoniano e gli autovalori di energia come
la somma di tali autovalori parziali.

Questa non è una novità: lo abbiamo già incontrato quando abbiamo
parlato del moto di una particella in un potenziale a simmetria sferica.
Inoltre abbiamo notato anche come in assenza di tale potenziale, l’equazione
(6.75) viene privata del termine in V e restituisce come soluzione un’onda
piana.

Volendo risolvere il problema trovando soluzioni composte da onde par-
ziali nella base degli autovettori comuni al set di osservabili {R2, L2, Lz},
dovremo risolvere l’equazione H |χ >= E|χ >, imponendo le condizioni di
regolarità nell’origine e di sommabilità quadratica, rispettivamente

lim
r−→0

(rχEl ) = 0

∫ ∞

0

r2χEl (r)dr <∞

con la conseguenza che χl sia approssimabile ad un polinomio di grado l
per r ≃ 0. Asintoticamente, l’equazione si trasforma in

d2

dr2
(rχl) +

2mE

~2
(rχl) = 0 (9.5)

Detto k = 1
~

√
2m|E|, dobbiamo distinguere due casi, per E < 0 e per

E ≥ 0:

• E < 0: le soluzioni avrebbero andamento esponenziale decrescente

del tipo rχ
(k)
l ∼ e−kr, che non è accettabile poichè H è invariante

per traslazioni e di conseguenza è necessario che |ψ2| abbia la stessa
simmetria, che in questo caso non appare per nulla;

• E ≥ 0: questo caso, in considerazioni di quanto appena detto nel
caso precedente, è l’unico accettabile, dunque k > 0 e quindi E =
~
2k2

2m = p2

2m che implica che p = ~k, essendo p il modulo dell’impulso
e k quello del vettore d’onda.

Le soluzioni richieste nella regione asintotica sanno dunque del tipo

rχ
(k)
l ∼ Aeikr +Be−ikr =⇒ χkl ∼

Aeikr +Be−ikr

r

che sembra avere la forma di un’onda piana ma in realtà è un’onda sferica
perchè compare il modulo di r e non ~r. La parte in esponenziale decrescente
è un’onda sferica che parte dall’origine e si espande all’infinito, mentre la
parte in esponenziale crescente è un’onda sferica che implode verso l’origine.
Va aggiunto che queste due onde hanno lo stesso peso, cioè A = B in quanto
in questo modo fittizio non c’è onda trasmessa, o altrimenti possiamo dire

che ciò deriva dall’aver imposto che rχ
(k)
l si annulli all’origine. L’equazione

differenziale diviene cos̀ı

[
d2

dr2
− l(l+ 1)

r2
+ k2](rχ

(k)
l (r)) = 0
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Posto ̺ = kr, otteniamo

k2[
d2

d̺2
− l(l+ 1)

̺2
+ 1](

̺

k
χ

(k)
l (r)) = 0 =⇒ [

d2

d̺2
− l(l + 1)

̺2
+ 1](̺χl(̺)) = 0

essendo χ
(k)
l (r) = χl(̺). Sviluppando si ottiene in definitiva

[
d2

d̺2
+

2

̺

d

d̺
+ 1− l(l+ 1)

̺2
+ 1]χl(̺)) = 0 (9.6)

detta equazione di Bessel, che va studiata sia per ̺ reali sia per ̺ complessi.
Nell’origine l’equazione di Bessel diviene

[
d2

d̺2
− l(l + 1)

̺2
](̺χl(̺)) = 0

le cui soluzioni sono del tipo ̺χl(̺) = c̺s, con s(s − 1) = l(l + 1), che
ammette due soluzioni: s1 = l+ 1 e s2 = −l. Questo porta a soluzioni con
diverso comportamento nell’origine: χ1,l ∼ ̺l e χ2,l ∼ 1

̺l+1 rispettivamente.
Le soluzioni del tipo χ1 prendono il nome di funzioni di Bessel sferiche;

quelle del tipo χ2 invece prendono il nome di funzioni di Neumann.
A queste soluzioni possibili vanno aggiunte anche le funzioni di Hankel

h±l = jl ± inl, (jl sono le sferiche di Bessel, nl le sferiche di Neumann) che
hanno comportamento regolare nella regione asintotica.

Nel nostro caso sono accettabili solo le funzioni di Bessel, proprio perchè
regolari nell’origine. Le indichiamo con jl ∼ ̺l con ̺ ≃ 0. Asintoticamente,
per ̺ −→∞ si ha

jl(̺) ∼ 1

̺
sin(̺− l π

2
) (9.7)

nl(̺) ∼ 1

̺
cos(̺− l π

2
) (9.8)

Esse soddisfano la relazione di chiusura
∫ ∞

0

drr2jl(kr)jl(k
′r) =

π

2

δ(k − k′)
kk′

(9.9)

Le autofunzioni saranno in definitiva le ψl,m,k(r, θ, ϕ) = jl(kr)Y
m
l (θ, ϕ).

Ma anche le onde piane formano un insieme completo, ossia uno spazio di
Hilbert, cos̀ı come le onde sferiche. Si può dunque passare da una base
all’altra:

ei
~k·~r = 4π

∞∑

l=0

l∑

m=−l
iljl(kr)(Y

m
l )∗(k̂)Y ml (r̂) (9.10)

Preso per esempio ẑ ≡ k̂:

eikz =

∞∑

l=0

(2l + 1)iljl(kr)Pl[cos(θ)] (9.11)

essendo θ l’angolo compreso tra ~k e ~r e Pl[cos(θ)] i polinomi di Legen-
dre. Quindi abbiamo mostrato come un’onda piana si possa scrivere come
combinazione lineare di onde sferiche.
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9.2 Buca sferica

Trattiamo il caso di una buca, del tipo di quelle già incontrate in precedenza,
con la sola differenza che adesso ci occupiamo del caso tridimensionale:

V (r) =

{
V0 r < a

0 r ≥ a

Le autofunzioni accettabili di H sono quelle soluzioni dell’equazione radiale
che risultano regolari nell’origine e di quadrato sommabile, e che inoltre
verificano le condizioni di matching in r = 0 e r = a essendo continue con
le proprie derivate prime.

Affinchè l’equazione di Schr. sia soddisfatta è necessario che sia almeno

E > V0, ovvero definito k2 = 2m(E−V0)
~2 , per r < a l’equazione radiale sarà

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+ k2]RE,l(r) = 0

Questa è ancora l’equazione di Bessel, le cui soluzioni sono RE,l(r) =
Ajl(kr), per r < a (diciamo la regione I). Nella regione II (r ≥ a) si ha
invece

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l+ 1)

r2
+

2mE

~2
]RE,l(r) = 0

Da notare che mentre prima k2, per come è stato definito era positivo,
stavolta E può essere positivo o negativo. Quindi dobbiamo distinguere i
due casi.

9.2.1 E < 0

Questo è il caso in cui si presentano stati legati. Posto

η =

√
2m|E|
~

=

√
−2mE

~

L’equazione radiale di Bessel diventa

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+ (iη)2]RE,l(r) = 0

Cambiando variabile e scegliendo ̺ = iηr. Fra le soluzioni, bisogna sceglie-
re quelle che hanno un comportamento limitato all’infinito, e tali sono le
funzioni di Hankel

h+(̺) −→ ei̺−l
π
2

̺
∼ e−ηr

iηr
(9.12)

per cui le soluzioni in tale regione II nel caso E < 0 saranno RE,l(r) =
Bh+(iηr).

Dalle condizioni di matching nel punto a per la continuità delle funzioni
e delle derivate prime rispettivamente, si ha

{
Ajl(ka) = Bh+(iηa)
A d
dr
jl

∣∣
r=a = B d

dr
h+

∣∣
r=a
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La prima equazione fissa il rapporto B
A

, che porta nella seconda equazione
a

1

jl(ka)

d

dr
jl(kr)|r=a =

1

h+(iηa)

d

dr
h+(iηr)|r=a

Queste equazioni sono soddisfatte solo per alcuni valori di E, che indichiamo
con El,n. Questi costituiscono lo spettro degli autovalori di energia degli
stati legati V0 < El,n < 0. Nel caso dell’onda parziale s (l=0) si ha j0(̺) =
sin ̺
̺

e h+
0 = ei̺

̺
, con ̺ = iηr. L’equazione di continuità in r = a diviene

cos̀ı

−η = k cot(ka) =⇒ cot(ka) = −

√
2m|V0|a2

~2 − (ka)2

ka

che può essere risolta graficamente similmente a come abbiamo già fatto
quando abbiamo trattato il caso delle buche unidimensionali. L’equazione
che restituisce gli autovalori di energia sarà

x cot(x) = −
√
a2

b2
− x2

essendo x = ka e b =
√

~2

2m|V0| .

9.2.2 E > 0

In questo caso l’equazione radiale è

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l+ 1)

r2
+ ξ2]RE,l(r) = 0

con ξ2 = 2mE
~2 . In questo caso sono accettabili sia le soluzioni di Bessel che

quelle di Neumann, in quanto limitate all’infinito, che dunque per r > a

scriviamo

RE,l(r) = Bjl(ξr) + Cnl(ξr) = B(cos δljl(ξr) + sin δlnl(ξr))

In questo caso le equazioni di continuità in r = a hanno sempre soluzione,
perchè si hanno a disposizione 3 parametri per 2 equazioni. Gli sfasamenti
δl sono determinati dall’equazione

Ak
d

d̺
jl(̺)|̺=ka = ξB{cos δl

d

d̺
jl(̺) + sin δl

d

d̺
nl(̺)}|̺=ξr

mentre i parametri A,B soddisfano la relazione

Ajl(ka) = Bjl(ξr) + Cnl(ξa) = B(cos δljl(ξr) + sin δlnl(ξa))

Lo spettro in questo caso è continuo, poichè imponendo le condizioni di
matching otteniamo un sistema con infinite soluzioni.

Ricordando il comportamento asintotico delle sferiche di Bessel e Neu-
mann, si ottiene per r −→∞

RE,l(r) ∼
sin(ξr − l π2 + δl)

ξr
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9.3. Scattering

risultato che confrontato con quello del caso E < 0 mostra uno sfasamento
δl dell’onda parziale l nella regione asintotica, che permette di risalire al
potenziale. Tale comportamento, ossia che le onde uscenti in questo poten-
ziale sono sfasate rispetto al caso libero, vale anche nel caso di un potenziale
continuo. Ne deduciamo che il potenziale sfasa le onde uscenti.

Mediante le misure di scattering ricaviamo i δl e si può risalire al
potenziale.

Nel caso di onda s l’equazione diviene dopo qualche passaggio algebrico

tan δ0 = ξ tan(ka)− k tan(ξa)

mentre

B = A
j0(ka)

cos δ0j0(ξa) + sin δ0n0(ξa)
= A

ξ

k

sin(ka)

sin(ξa+ δ0)

Sfruttando la relazione sinx = tan x√
1+tan2 x

in quanto appena trovato, dopo

qualche altro passaggio algebrico si risale a

B

A
=

√
1 + ξ2

k2 tan2(ka)

1 + tan2(ka)
=

√
1 + (

ξ2

k2
− 1) sin2(ka)

Sostituendo i valori di ξ e k, si arriva infine a

(
A

B
)2 =

E + |V |

E + |V | cos2(

√
2m(E−V0)

~
a)

(9.13)

9.3 Scattering

Spesso in fisica, al fine di studiare le interazioni che intercorrono tra gli
oggetti di studio, si ricorre ad esperimenti di scattering, consistenti in linea
di massima nell’inviare un fascio ben collimato di particelle proiettili verso
un bersaglio. Le misure si eseguono per mezzo di rilevatori opportuni, il
cui scopo è quello di fornire i dati necessari a carpire il maggior numero di
informazioni possibili sulle interazioni che si presentano nell’intero processo.

Le particelle proiettili, in seguito all’urto con il bersaglio modificheranno
il loro stato: i rivelatori vengono piazzati lontano dalla regione di scatte-
ring e danno informazioni sullo stato dei prodotti dell’evento e sulla loro
direzione, come in figura (Cohen-Tannoudji, ’Quantum Mechanics vol.2 ’):
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9.3. Scattering

Possono presentarsi due casi:

• L’energia del fascio non è elevata e causa soltanto una variazione di
impulso al bersaglio;

• L’energia del fascio è talmente elevata da causare un urto cos̀ı violento
che può rimescolare i nucleoni del bersaglio o può dar vita a nuove
particelle.

Lo scattering è legato a particelle che mantengono la loro identità negli
stati iniziali e finali. Nei casi che prenderemo in esame, la particella ber-
saglio fungerà da centro diffusore: ipotizzando che esso abbia massa molto
maggiore del proiettile, in seguito all’urto acquisterà poco impulso ma si
manterrà all’interno della targhetta, per questo si può considerare prati-
camente immobile, mentre il proiettile verrà diffuso dal centro diffusore
che fungerà da sorgente di un potenziale diffusore V (~r). A questo punto
abbiamo ridotto la trattazione ad un problema ad un corpo.

Supponiamo inoltre che il fascio incidente sia debole in modo da evi-
tare l’interazione tra le particelle che lo costituiscono; questo equivale a
ripetere numerose volte lo stesso esperimento sparando come proiettile una
particella per volta, aggirando cos̀ı un’eventuale trattazione a più corpi.

A questo punto il fascio può essere visto come il flusso di un’onda sta-
zionaria attraverso il bersaglio, che supporremo essere sottile in modo da
evitare urti multipli tra le particelle del fascio e quelle del centro diffusore.
Ogni pacchetto d’onda incidente, avrà una certa estensione: se le particelle
del bersaglio si trovano ad una distanza relativa minore della dimensione
del pacchetto durante l’interazione, avremmo da considerare tutti i possibili
centri diffusori e ciò renderebbe complicata la trattazione, quindi supponia-
mo inoltre che il bersaglio sia poco denso ed il pacchetto d’onda poco esteso
(quest’ultimo coincide con il principio di fascio ben collimato), in modo da
favorire l’interazione tra una sola particella e un solo centro diffusore.

Aggungiamo le ulteriori ipotesi che il potenziale agisca entro un pic-
colo intorno dal centro diffusore come definito e che le particelle del fa-
scio siano senza struttura interna e che non hanno spin, che definiremo
sistematicamente più avanti.

Queste ipotesi sono tipiche del modello di scattering elastico, che sarà
quello che tratteremo d’ora in avanti se non specificato altrimenti.

Se il pacchetto d’onda per esempio colpirà due centri diffusori, avremo
2 stati da tenere in considerazione e lo stato complessivo della particella
scatterata sarà la combinazione lineare di questi.

9.3.1 Scattering elastico da potenziale

Questo è il fenomeno che andremo a studiare nelle ipotesi presentate all’i-
nizio di questo paragrafo.

Del fascio incidente ci interessa il numero di particelle che passano nel-
l’unità di tempo e superficie, ovvero il flusso J , gli angoli θ e ϕ di rotazione
attorno al fascio1 e il numero di particelle diffuse in una direzione nell’u-
nità di tempo. Nel caso in cui il potenziale goda di particolari simmetrie,
è possibile che i risultati siano indipendenti da ϕ.

1La direzione di diffusione n̂ ≡ (θ, ϕ), che sottende un cono dato da un angolo solido.
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9.3. Scattering

In una regione molto distante dal bersaglio in cui avviene l’interazione
viene prodotto (in genere da un acceleratore) un fascio molto ben collimato
di particelle (identiche) aventi tutte sostanzialmente la stessa velocità, cioè
lo stesso impulso p. In queste condizioni si puo affermare con qualche
cautela che le particelle del fascio sono state preparate inizialmente (cioè
nel passato remoto2 t −→ −∞) in un autostato di impulso |p >. Fintanto
che le particelle sono molto distanti dalla regione di interazione (il bersaglio)

la loro dinamica è retta dal termine libero H0 = P 2

2m .
Man mano che poi si avvicinano al bersaglio le particelle sentono sempre

più l’effetto dal potenziale la cui intensità raggiunge il suo massimo in un
piccolo intorno temporale di t = 0 quando cioè sono ben dentro il bersa-
glio. In questa regione la dinamica della particella è pertanto determinata
dall’hamiltoniano completo H = H0 + V (~r), essendo ~r la distanza tra la
particella incidente e il bersaglio.

Una volta superata la regione in cui il potenziale è attivo, la particella
si allontanerà verso il suo futuro distante t −→ +∞ e la sua dinamica

sarà nuovamente descritta da H0 = P 2

2m , in quanto in meccanica quantistica
come in quella classica, il modulo dell’impulso prima e dopo l’interazione
deve conservarsi.

La grandezza che adesso introdurremo è di fondamentale importanza in
tutti i problemi di scattering. Essa è la sezione d’urto.

L’apertura del cono di rivelazione è molto piccola e pari a dΩn̂, essendo
n̂ la direzione dell’asse del cono. L’impulso sarà ~p′ = pn̂. Sia N il numero
dei centri diffusori. Il numero ℵ delle particelle che colpiscono il target e
sono rivelate dal cono sarà dato da

δℵ = Σ(Ωn̂)JδΩn̂ (9.14)

Il coefficiente Σ dipende da θ, ϕ e viene detto sezione d’urto. Ma la tar-
ghetta è formata da N centri diffusori, per cui, avendo ognuno di essi una
determinata probabilità di interagire con la particella incidente, conviene
tenerne conto nella nostra formula, che cos̀ı riscriviamo

δℵ = σ(Ωn̂)NJδΩn̂ =⇒ σ(Ωn̂) =
1

NJ

δℵ
δΩn̂

(9.15)

che è la quantità fisicamente utile detta sezione d’urto differenziale e
che ci restituisce il numero di particelle rivelate con impulso p′ all’interno
del cono di rivelazione nell’unità di tempo e superficie e per unità di flusso
(ovvero per particella).

Essa dipende solo dall’angolo di apertura e di rotazione ed è un’imma-
gine del potenziale, essendo Ω indipendente da esso.

Per ottenere il numero totale di particelle rivelate bisogna integrare su
tutto l’angolo solido:

ℵ = NJ

∫ 4π

0

σ(Ω)dΩ (9.16)

2Si definisce cos̀ı il tempo impiegato dalla particella per andare dalla zona di
produzione a quella di interazione, che è grande rispetto a quello in cui avviene lo
scattering.
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che è definita sezione d’urto totale e che dà la probabilità che ha una
particella di essere diffusa ad un qualunque angolo.

Classicamente si presentano due casi. Nel primo, se E è piccola e il
potenziale è attrattivo, le particelle descriveranno orbite chiuse e il loro
sarà uno stato legato, caratteristica questa che permane anche nel caso
quantistico per ψr−→∞ ∼ e−αr (α > 0) per Etot < 0.

Nel secondo, se E è elevata e il potenziale indifferentemente attrattivo o
repulsivo, le particelle descriveranno traiettorie aperte e quantisticamente
non avremo stati legati ma ψr−→∞ ∼ e±iβr: non cadrà come uno stato
legato e tale è il caso di stati di scattering, per cui il modulo quadro di
ψr−→∞ non è trascurabile nella regione asintotica.

Tuttavia la possibilità di stati legati non è mai esclusa.

9.3.2 Stati di scattering elastico

Supponiamo di produrre una particella libera di impulso ~p nel passato re-
moto, e che questa al tempo t = 0 si trovi nella regione del potenziale. Se
non vi fosse il potenziale la particella sarebbe in uno stato ψin; al contra-
rio si troverà in ψ che sarà il suo stato effettivo. Se il potenziale decade
velocemente a zero e a t = 0 non ha singolarità particolari, per ogni stato
ψ esisterà un vettore nello spazio di Hilbert che può descrivere la particella
libera e tale che

lim
t−→−∞

U(t, 0)|ψ >= lim
t−→−∞

U0(t, 0)|ψin >

ovvero nel passato remoto, l’orbita reale diviene fisicamente indistinguibile
da un pacchetto d’onde libere: lo stato |ψin > è detto asintoto incidente.

Vediamo il comportamento nel futuro distante. Supponiamo che la par-
ticella si trovi a t = 0 nello stato reale (che risente cioè di V ) |ϕ >. Al
crescere del tempo lo stato evolve secondo la dinamica U0(t, 0)|ψ >, che
coincide con l’allontanamento indefinito dalla regione di collisione; ma an-
che in questo caso esiste uno stato ’fittizio’ legato al moto libero |ψout >,
e facendolo evolvere secondo la dinamica libera U0 verso il futuro distante,
sarà indistinguibile dall’evoluzione dell’onda libera |ψ > perchè il potenziale
non agisce più:

lim
t−→+∞

U(t, 0)|ϕ >= lim
t−→∞

U0(t, 0)|ψout >

che è dunque la seconda condizione asintotica. Le condizioni asintotiche
possono essere verificate contemporaneamente, dunque per ogni stato |ψ >
esistono gli stati |ψin > e |ψout > il cui comportamento è stato appena
descritto. Non è semplice precisare quali sono le più generiche condizioni
per cui sono valide le condizioni asintotiche, ma possiamo essere certi che
per potenziali del tipo V (r) ∼ r−3 per r −→ ∞, V (r) ∼ r

3
2 per r −→ 0 e

per V (r) generalmente continuo, esse lo sono.
Se per esempio V (r) non fosse a corto range, ma andasse a zero con

rapidità non sufficiente, la particella non si comporterà come se fosse libera,
nella regione asintotica (ne è un caso l’interazione coulombiana).

Ovviamente supponiamo che l’insieme degli autovettori relativi agli stati
legati e non, formi una base dello spazio di Hilbert. D’ora in avanti tratte-
remo soltanto potenziali che soddisfano le condizioni asintotiche, per i quali
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ogni stato |ψin > dello spazio di Hilbert si può considerare l’in-asintoto di
un’orbita reale |ψ > il cui valore a t = 0 si può scrivere come

|ψ >= lim
t−→−∞

U †(t, 0)U0(t, 0)|ψin >

e analogamente nel caso di out-asintoto

|ψ >= lim
t−→+∞

U †(t, 0)U0(t, 0)|ψout >

essendo U †(t, 0) = U(0, t). Gli operatori3 definiti come

Ω± = lim
t−→∓∞

U †(t, 0)U0(t, 0) (9.17)

ci permettono di capire che effetto hanno sugli autostati. Il vettore ψin è lo
stato che avrebbe a t = 0 la particella se si muovesse liberamente, mentre
ψ è lo stato effettivo a t = 0 della particella preparata nel passato remoto
nello stesso stato precedente.

Il vettore ψout è lo stato che avrebbe a t = 0 la particella se si muovesse
liberamente, mentre ψ è lo stato effettivo a t = 0 della particella che nel
futuro remoto approssima lo stesso stato della precedente propagazione
libera.

In un esperimento di scattering realistico un acceleratore emette nel
passato remoto una particella in uno stato |ϕi >, che gioca il ruolo di
in-asintoto; mentre un apparato di rivelazione è disposto in una regione
asintotica in modo da rivelare nel futuro lontano la particella in uno stato
|ϕf > che gioca il ruolo di out-asintoto; entrambi rappresentano stati non
interagenti della particella.

Lo stato reale della particella all’istante t = 0, se l’evoluzione si produce

dall’in-asintoto è |ϕ(+)
i >= Ω+|ϕi >= |ψ >, mentre |ϕ(−)

f >= Ω−|ϕf >=
|ψ > indica lo stato effettivo a t = 0 che evolve verso l’out-asintoto.

Negli stati di scattering osservati vi è completezza asintotica, ovvero val-
gono entrambe le condizioni asintotiche. L’evoluzione temporale degli stati
introdotti si ottiene applicandogli semplicemente l’operatore di evoluzione
U(t, 0).

Senza dimostrarli, enunciamo due teoremi fondamentali:

Teorema 9 (Teorema di ortogonalità) Ogni stato di scattering è orto-

gonale a tutti gli stati legati.

Teorema 10 (Teorema di completezza asintotica) L’insieme di tutti

gli stati che possiedono in-asintoti coincide con l’insieme di tutti gli stati

che possiedono out-asintoti.

Quest’ultimo ci dice che ogni stato di scattering |ψ > è dotato contem-
poraneamente di |ψin > e |ψout >.

Nel sottospazio degli stati di scattering si ha Ω†
± = Ω−1

± , e per questo
si dice che gli operatori di Moller sono isometrici, ovvero mantengono la
norma. Naturalmente se il potenziale non ammette stati legati tali operatori
diventano unitari.

3Detti operatori di Moller.
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Essi soddisfano alla proprietà di interscambio HΩ± = H0Ω± se H non
dipende esplicitamente dal tempo. Segue la dimostrazione.

U †(τ, 0)Ω± = U † lim
|t|−→∞

U †(τ, 0)U0(t, 0) =

= lim
|t|−→∞

U †(τ + t, t)U †(τ, 0)U0(t, 0) =

= lim
|t|−→∞

U †(τ + t, 0)U0(t, 0) =

= lim
|t|−→∞

U †(τ + t, 0)U0(τ + t, τ) =

= lim
|t|−→∞

U †(τ + t, 0)U0(τ + t, τ)U0(τ, 0)U †
0 (τ, 0) =

= lim
|t|−→∞

U †(τ + t, 0)U0(τ + t, 0)U †
0 (τ, 0) =

= Ω±U
†
0 (τ, 0)

Per τ −→ 0 abbiamo proprio la proprietà di interscambio.

9.3.3 La matrice S

Un operatore che gioca un ruolo centrale nella teoria dello scattering, in
quanto contiene tutte le proprietà rilevanti del processo è stato introdotto
da Heisenberg con il nome di Matrice S.

Essa trasforma un asintoto in entrata in un asintoto in uscita; classi-
camente parlando ci dà la traiettoria della particella. Dalla completezza
asintotica, si ottiene che in generale

|ψout >= Ω†
−Ω+|ψin >= S|ψin >=⇒ S = Ω†

−Ω+ (9.18)

ottenendo cos̀ı la definizione quantitativa di S.
Vogliamo per esempio calcolare la probabilità che in un esperimento di

scattering, una particella preparata in un in-asintoto |ϕi > venga rivelata
con le proprietà dell’out-asintoto |ϕf > a t = 0:

P (ϕf ←− ϕi) = | < ϕ
(−)
f |ϕ

(+)
i > |2 = | < ϕf |Ω†

−Ω+|ϕi > |2 = | < ϕf |S|ϕi > |2

Definiamo

Sfi =< ϕf |S|ϕi >= | < ϕ
(−)
f |ϕ

(+)
i > |

e mostriamo che il calcolo della probabilità appena svolto non può dipendere
dal tempo:

| < ϕ
(−)
f , t|ϕ(+)

i , t > | = | < ϕ
(−)
f |U †(t, 0)U(t, 0)|ϕ(+)

i > | =

= | < ϕ
(−)
f |I|ϕ

(+)
i > | = | < ϕ

(−)
f |ϕ

(+)
i > | = Sfi

In altro modo, Sfi può anche scriversi come

Sfi =< ϕf |Ω†
−Ω+|ϕi >= lim

t′−→+∞
< ϕf |U †(t′, 0)U(t′, 0)|ϕ(+)

i >=

= lim
t′−→+∞

< ϕf , t
′|ϕ(+)

i , t′ >
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e analogamente

Sfi = lim
t−→−∞

< ϕ
(−)
f , t|ϕi, t′ >

dove gli stati |ϕi,f (t) > evolvono secondo l’hamiltoniana libera, mentre

quelli |ϕ(±)
i,f (t) > secondo quella esatta.

Si mostra anche che S è anche unitaria e quindi che agisce su tutto lo
spazio di Hilbert. Per le interazioni che godono della completezza asintotica,
vale l’unitarietà di S e il seguente teorema:

Teorema 11 La matrice S commuta con l’hamiltoniano libero [S,H0] = 0.

Dimostrazione 8 Dalla definizione di S e dalla proprietà di interscambio,
basta notare che

SH0 = Ω†
−Ω+H0 = Ω†

−HΩ+ = H0Ω†
−Ω+ = H0S =⇒ [S,H0] = 0

9.3.4 Stati stazionari

Generalmente le particelle incidenti sono preparate con un impulso molto
ben definito, mentre i dispositivi finali sono capaci di misurare con grande
accuratezza l’impulso delle particelle rivelate. Nelle condizioni sopra de-
scritte possiamo utilizzare nelle formule precedenti come stati iniziali e fi-
nali, invece dei pacchetti d’onda (anche se con qualche mancanza di rigore),
gli autostati di impulso secondo lo schema

|ϕi >−→ |~p > |ϕ(+)
i >−→ |~p(+) >≡ Ω+|~p >

|ϕf >−→ |~p′ > |ϕ(−)
f >−→ |~p′(−)

>≡ Ω−|~p′ >

Con queste definizioni intendiamo dire che supponiamo che nel passato
remoto una particella venga preparata in un autostato di impulso p, il quale
propagandosi sotto l’effetto dell’interazione completa raggiunge all’istante
t = 0 lo stato effettivo |~p(+) > (quando la particella si trova ben dentro
la regione di interazione) dato da Ω+|~p >, e analogamente per il futuro
distante.

E’ notevole che gli autostati di impulso sono anche stati stazionari
dell’hamiltoniano libero, con autovalore Ep secondo la relazione

H0|~p >=
P 2

2m
|~p >=

p2

2m
|~p >= Ep|~p >

Per quanto riguarda l’hamiltoniano completo

H |~p(±) >= HΩ±~p >= Ω±H0|~p >= Ω±Ep|~p >= EpΩ±|~p >= Ep|~p(±) >

e quindi gli stati reali |~p(±) > sono soluzione dell’equazione esatta di Schr.
indipendente dal tempo. Il loro comportamento asintotico è ben determi-
nato e vengono chiamati stati stazionari di scattering.

I vettori |~p(+) > rappresentano gli stati esatti della particella all’istan-
te scelto come origine t = 0; per ottenere lo stato esatto della particella
collidente al generico istante t′ > 0 si ha

|~p(+), t >= U(t′, 0)|~p(+) >= e−
i
~
Ht′ |~p(+) >≡ e− i

~
Ept

′ |~p(+) >
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ovvero hanno il comportamento di un’onda piana che esplode verso l’esterno
nell’andamento asintotico. Analogamente si mostra invece che i vettori
|~p(−) > hanno il medesimo comportamento ma implodono verso l’interno.

Supponendo di aver preparato la particella in |~p > e di poterla rivelare
in un volumetto d3p′, avremo che la probabilità associata sarà

δP (~p′) = lim
t′−→+∞

| < ~p′, t′|~p(+),t′ > |2d3p′ = | < ~p′|S|~p > |2d3p

che è una densità di probabilità e in cui i termini < ~p′|S|~p > sono gli
elementi di matrice S nella base degli autostati d’impulso. Poichè

0 =< ~p′|[S,H0]|~p >=< ~p′|[SH0 −H0S]|~p >=< ~p′|SEp − EpS|~p >=

= (Ep − Ep′) < ~p′|S|~p >
avremo che la quantità a secondo membro si annulla solo se l’elemento di
matrice è una delta di Dirac sull’energia: < ~p′|S|~p >= δ(Ep′−Ep) in quanto
è nullo per Ep 6= Ep′ e si annulla per Ep = Ep′ .

9.3.5 Equazioni di Lippmann-Schwinger

Abbiamo scritto in precedenza un’equazione differenziale simile in forma a
quella di Schr. indipendente dal tempo, ma per l’operatore di evoluzione
temporale. Il nostro obiettivo è quello di scrivere adesso per tale operatore
un’equazione integrale nella quale siano comprese le condizioni al contorno
definite per U(t′, t).

Sia H(t) = H0 +V (t) l’hamiltoniano con cui avremo a che fare, essendo
H0 l’hamiltoniano libero già risolto. Poniamo V (t) = ~W (t). L’operatore
di evoluzione temporale infinitesima sarà allora

U(t+ δt, t) = I − i

~
δtH(t) = U0(t+ δt, t)− iW (t)δt (9.19)

Dividendo in intervalli infinitesimi l’intervallo (t, t′) mediante un reticolo di
punti

t ≡ t0 < t1 < t2 < ... < tn ≡ t′

e detto δti = ti+1 − ti, per le proprietà dell’operatore U possiamo scrivere

U(t′, t) = U(t′, tn)U(tn, t) = [I − i

~
δtnH(tn)]U(tn, t) =

= [(I − i

~
δtnH0)− i

~
δtnV (tn)]U(tn, t) =

= U0(t′, tn)U(tn, t)−
i

~
δtnV (tn)U(tn, t) =

= U0(t′, tn)U(tn, t)− iδtnW (tn)U(tn, t) (9.20)

Quanto detto può essere ripetuto nello stesso modo tenendo conto del fatto
che U(tn, t) = U(tn, tn−1)U(tn−1, t) ottenendo

U(t′, t) = U0(t′, tn)[U0(tn, tn−1)U(tn−1, t)− iδtn−1W (tn−1)U(tn−1, t)]

−iδtnW (tn)[U0(tn, tn−1)U(tn−1, t)− iδtn−1W (tn−1)U(tn−1, t)] =

= U0(t′, tn)U0(tn, tn−1)U(tn−1, t)− i[U0(t′, tn)δtn−1W (tn−1)U(tn−1, t) +

+δtnW (tn)U0(tn, tn−1)U(tn−1, t)]− δtnδtn−1W (tn)W (tn−1)U(tn−1, t)
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9.3. Scattering

Se in quest’ultima relazione trascuriamo l’ultimo termine che è infinitesimo
di secondo ordine e consideriamo le approssimazioni

δtn−1U0(t′, tn) ≈ δtn−1U0(t′, tn−1)
δtnU0(tn, tn−1) ≈ δtnU(tn, tn−1)

otterremo

U(t′, t) = U0(t′, tn−1)U(tn−1, t)−
i[U0(t′, tn−1)δtn−1W (tn−1)U(tn−1, t) +

+δtnW (tn)U(tn, tn−1)U(tn−1, t)] =

U0(t′, tn−1)U(tn−1, t)− i[δtnW (tn)U(tn, t) +

+δtn−1U0(t′, tn−1)W (tn−1)U(tn−1, t)]

Iterando quanto detto finora, si ottiene in definitiva

U(t′, t) = U0(t′, t)− i
n∑

k=1

δtiU0(t′, ti)W (ti)U(ti, t)]

che per n −→∞ diventa l’equazione integrale

U(t′, t) = U0(t′, t)− i
∫ t′

t

dτU0(t′, τ)W (τ)U(τ, t) (9.21)

Fattorizzando in maniera diversa si può ottenere l’altrettanto valida equa-
zione

U(t′, t) = U0(t′, t)− i
∫ t′

t

dτU(t′, τ)W (τ)U0(τ, t) (9.22)

Questi risultati tuttavia non sono generali, in quanto li abbiamo raggiunti
scegliendo una precisione cronologia temporale tramite una reticolazione
definita; cambiando la cronologia cambiano gli hamiltoniani, se il risultato
fosse generale e quindi tali equazioni integrali non variassero, significhereb-
be che gli hamiltoniani stessi commutano ad ogni istante, e questo non è
assolutamente vero a priori.

L’operatore di evoluzione temporale può influire solo sul futuro ma non
sul passato, e nelle condizioni non relativistiche in cui siamo per ipotesi, si
ha U(t′, t) = 0 se t′ < t, che rappresenta proprio l’impossibilità di evoluzione
verso il passato. Più elegantemente possiamo scrivere

UR(t′, t) = Θ(t′ − t)× U(t′, t)

essendo UR l’operatore di evoluzione ritardata e Θ è la funzione a gradino

Θ(t′ − t) =

{
1 t′ ≥ t
0 t′ < t

e tale che la sua derivata rispetto al tempo è proprio la funzione di Dirac:

d

dt
Θ(t′ − t) = δ(t′ − t)
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9.3. Scattering

Le equazioni (9.21) e (9.22) sono chiamate equazioni di Lippmann-Schwinger.
Potendo definire anche l’operatore UR0 analogamente a UR, potremo riscri-
vere per esempio la prima equazione LS come

UR(t′, t) = UR0 (t′, t)− i
∫ t′

t

dτUR0 (t′, τ)W (τ)UR(τ, t) (9.23)

i cui vantaggi sono di contenere al proprio interno le condizioni al contorno
dettate dalla fisica del sistema e di dedurre uno sviluppo in serie pertur-
bativa di U i cui termini contengano le potenze del termine di interazione
W . Si noti che se W è piccola, le sue potenze successive saranno trascura-
bili, e risultare più semplice lo sviluppo dei calcoli, ottenendo una migliore
approssimazione dell’operatore evoluzione temporale esatto.

Andando a calcolare la derivata temporale dell’operatore UR e molti-
plicando per i~, ricaviamo l’equazione del moto di UR:

i~
d

dt′
UR(t′, t) = i~

dΘ(t′ − t)
dt′

U(t′, t) + Θ(t′ − t)[i~dU(t′, t)

dt′
] =

= i~δ(t′ − t)U(t, t) +H(t′)Θ(t′ − t)U(t′, t) = i~δ(t′ − t) +H(t′)UR(t′, t)

che porta all’equazione differenziale richiesta:

i~
d

dt′
UR(t′, t)−H(t′)UR(t′, t) = i~δ(t′ − t) (9.24)

9.3.6 Stati di impulso

Cerchiamo lo stato esatto della particella che collide ad un generico istante
t′ > 0:

|~p(+), t′ >= U(t′, 0)|~p(+) >= U(t′, 0)Ω+|~p >=

= U(t′, 0) lim
t−→−∞

U †(t, 0)U0(t, 0)|~p >=

= lim
t−→−∞

U(t′, 0)U(0, t)U0(t, 0)|~p >= lim
t−→−∞

U(t′, t)U0(t, 0)|~p >

= lim
t−→−∞

[U0(t′, t)− i
∫ t′

t

dτU0(t′, τ)W (τ)U(τ, t)]U0(t, 0)|~p >=

= U0(t′, t)U0(t, 0)|~p > −i lim
t−→−∞

∫ t′

t

dτU0(t′, τ)W (τ)U(τ, t)U0(t, 0)|~p >=

= |~p, t′ > −i lim
t−→−∞

∫ t′

t

dτU0(t′, τ)W (τ)U(τ, 0)U(0, t)U0(t, 0)|~p >=

= |~p, t′ > −i
∫ t′

−∞
dτU0(t′, 0)U0(0, τ)W (τ)U(τ, 0)|~p(+) >=

= |~p, t′ > −iU0(t′, 0)

∫ t′

−∞
dτe

i
~
H0τW (τ)e−

i
~
Epτ |~p(+) >

ed infine

|~p(+), t′ >= |~p, t′ > −iU0(t′, 0)

∫ t′

−∞
dτW (τ)e−

i
~
(Ep−H0)τ |~p(+) >
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Poichè siamo in presenza di un integrale improprio, per dargli un senso, lo
sostituiamo con un potenziale adiabatico che va rapidamente a zero nelle
regioni asintotiche del tipo W (t) = e−

ε
~
|t|W con ε > 0. In questo modo

possiamo scrivere

|~p(+), t′ >= |~p, t′ > −iU0(t′, 0)

∫ t′

−∞
dτe−

i
~
(Ep−H0)τe−

ε
~
|τ |W |~p(+) > (9.25)

Questa equazione è particolarmente utile perchè ci permette di ottenere sia
le equazioni LS sia gli elementi della matrice S per gli stati di scattering
stazionari.

9.3.7 Elementi di matrice S per stati stazionari

Grazie al risultato del paragrafo precedente possiamo ottenere:

< ~p′|S|~p >= lim
t′−→+∞

< ~p′, t′|~p(+), t′ >=

= lim
t′−→+∞

< ~p′, t′|[|~p, t′ > −iU0(t′, 0)

∫ t′

−∞
dτe−

i
~
(Ep−H0)τe−

ε
~
|τ |W |~p(+) >] =

=< ~p′, t′|~p, t′ > −i lim
t′−→+∞

< ~p′, t′|U0(t′, 0)

∫ t′

−∞
dτe−

i
~
(Ep−H0)τe−

ε
~
|τ |W |~p(+) >

= δ3(~p′ − ~p)− i lim
t′−→+∞

∫ t′

−∞
dτ < ~p′|e− i

~
(Ep−H0)τe−

ε
~
|τ |W |~p(+) >=

= δ3(~p′ − ~p)− i lim
t′−→+∞

∫ t′

−∞
dτ < ~p′|e− i

~
(Ep−Ep′)τe−

ε
~
|τ |W |~p(+) >=

= δ3(~p′ − ~p)− i
∫ +∞

−∞
dτe−

i
~
(Ep−Ep′)τe−

ε
~
|τ | < ~p′|W |~p(+) >=

= δ3(~p′ − ~p)− i2π~δ(Ep − Ep′) < ~p′|W |~p(+) >=

= δ3(~p′ − ~p)− i2πδ(Ep − Ep′) < ~p′|~W |~p(+) >

Il passaggio dalla terzultima alla penultima equazione è stato possibile
ricordando la definizione data quando abbiamo introdotto la delta di Dirac:

δ(w) =
1

2π

∫ +∞

−∞
eiwtdt

In definitiva otteniamo l’espressione

< ~p′|S|~p >= δ3(~p′ − ~p)− i2πδ(Ep − Ep′) < ~p′|V |~p(+) > (9.26)

che mostra come l’energia cinetica si conservi durante la diffusione. Risulta
inoltre evidente l’importanza giocata dalle quantità < ~p′|V |~p(+) > calcolate
sulle energy shell, ovvero sulle superfici tali che Ep = Ep′ . Generalmente
questi elementi di matrice sono espressi mediante un’altra grandezza, detta
ampiezza di scattering f(~p′ ←− ~p) definita come

f(~p′ ←− ~p) ≡ −4π2
~m < ~p′|V |~p(+) > (9.27)
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9.3. Scattering

In questo modo possiamo riscrivere gli elementi di matrice S come

< ~p′|S|~p >= δ3(~p′ − ~p) +
i

2π~m
δ(Ep − Ep′)f(~p′ ←− ~p) (9.28)

A questo punto possiamo determinare la probabilità di rivelare nel futuro
una particella nell’intorno (~p′, ~p′ + d3p′) preparata nel passato remoto con
impulso ~p:

δP (~p′ ←− ~p) = | < ~p′|S|~p > |2p′2dp′dΩp̂

essendo d3p′ = p′2dp′dΩp̂: il cono di rivelazione ha vertice nel centro
diffusore e come base l’apertura del rivelatore.

δP (~p′ ←− ~p) =
|f(~p′ ←− ~p)|2

4π2~2m2
[δ(Ep′ − Ep)]2p′2dp′dΩp̂ =

=
|f(~p′ ←− ~p)|2

4π2~2m2
δ(Ep′ − Ep)δ(Ep′ − Ep)p′2dp′dΩp̂ =

=
|f(~p′ ←− ~p)|2

4π2~2m2
δ(Ep′ − Ep = 0)δ(

p′2

2m
− p2

2m
)p′2dp′dΩp̂ =

=
|f(~p′ ←− ~p)|2

4π2~2m2
δ(E = 0)

2m

2p
δ(p′ − p)p2dpdΩp̂ =

=
|f(~p′ ←− ~p)|2

4π2~2m
δ(E = 0)δ(p′ − p)pdpdΩp̂ =

Dalla definizione di delta di Dirac

δ(E) = lim
T−→∞

1

2π~

∫ T
2

−T
2

dte
i
~
Et

dove T è un intervallo di tempo molto maggiore di quello di interazione. Per
E = 0 si ha δ(E = 0) = T

2π~
. A questo punto la probabilità di transizione

è data da

δP (~p′ ←− ~p) = T
|f(~p′ ←− ~p)|2

(2π~)3m
δ(p′ − p)pdpdΩp̂ (9.29)

Dividendo questa formula per T troviamo il numero totale R di transizioni
~p −→ ~p′ che nell’unità di tempo hanno subito tutte le particelle del fascio
stazionario incidente:

R =
|f(~p′ ←− ~p)|2

(2π~)3m
δ(p′ − p)pdpdΩp̂ (9.30)

Per ottenere la probabilità che ha una particella qualsiasi del fascio di essere
deflessa con impulso ~p′ dentro il cono dΩp̂, bisogna dividere per il flusso Jp
dell’onda incidente. Lo stato iniziale è l’onda piana

ψp(~r) =< ~r|~p >=
1

(2π~)
3
2

e
i
~
~p·~r

il cui flusso è dato da ~Jp = ~p
(2π~)3m , per cui avremo

R

Jp
= |f(~p′ ←− ~p)|2δ(p′ − p)dpdΩp̂
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Integrando questa probabilità su tutti gli impulsi finali è la sezione d’urto
infinitesima dσ(p̂′ ←− p̂):

dσ(p̂′ ←− p̂) =

∫
dp′

R

Jp
=

∫
dp′|f(~p′ ←− ~p)|2δ(p′ − p)dΩp̂ =

= |f(~p′ ←− ~p)|2Ep=Ep′dΩp̂

A questo punto otteniamo la relazione fondamentale tra la sezione d’urto
differenziale elastica e l’ampiezza di scattering:

dσ(p̂′ ←− p̂)
dΩp̂

= |f(~p′ ←− ~p)|2Ep=Ep′ (9.31)

9.3.8 Calcolo dell’ampiezza di scattering

Per il calcolo di tale ampiezza dobbiamo prima determinare il comporta-
mento spaziale asintotico (r −→ ∞) dello stato stazionario di scattering
< ~r|~p(+) >.

Riprendiamo l’equazione LS per gli stati, la (9.25) e riscriviamola per
t′ = 0 eseguendo separatamente l’integrazione dei termini temporali:

∫ 0

−∞
dτe−

i
~
(Ep−H0)τe−

ε
~
|τ | =

∫ 0

−∞
dτe−

i
~
(Ep−H0)τe

ε
~
τ =

=

∫ 0

−∞
dτe−

i
~
(Ep+iε−H0)τ = i

~

Ep + iε−H0

poichè essendo H0 ad autovalori positivi il denominatore non si annulla
mai. La precedente relazione può essere riscritta in forma

|~p(+), t′ = 0 >= |~p(+) >= |~p > −i i~

Ep + iε−H0
W |~p(+) >

per giungere all’equazione LS

|~p(+) >= |~p > +
V

Ep + iε−H0
|~p(+) > (9.32)

Introducendo un nuovo operatore detto risolvente e definito come G0(z) =
1

z−H0
con z complesso generico e i cui poli sono gli autovalori di H0, si ha

|~p(+) >= |~p > +G0(Ep + iε)V |~p(+) >

Questa equazione nella base delle coordinate diventa

ψ(+)
p (~r) = ψp(~r) +

∫
d3r′ < ~r|G0(Ep + iε)|~r′ > V (~r′)ψ(+)

p (~r′) (9.33)

essendo ψp(~r) l’onda piana di impulso ~p. Gli elementi di matrice dell’ope-
ratore risolvente di particella libera sono

G0(~r, ~r′, z) ≡< ~r|G0(z)|~r > (9.34)
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Per z = Ep + iε si ottiene G
(+)
0 (~r, ~r′, Ep) ≡ G0(~r, ~r′, Ep + iε). Tenendo

conto di queste definizioni riscriviamo l’equazione LS come

ψ(+)
p (~r) = ψp(~r) +

∫
d3r′G(+)

0 (~r, ~r′, Ep)V (~r′)ψ(+)
p (~r′) (9.35)

La funzione G0 è conosciuta anche col nome di funzione di Green; in termini
di operatori è detto anche propagatore.

Come è evidente dall’equazione LS, è necessario calcolare il propagatore
di particella libera. I calcoli, che riporteremo dopo, conducono al risultato
finale, che è l’andamento di un’onda sferica che si propaga verso l’esterno:

G0(~r, ~r′, z) ≡ − m

2π~2

ei̺k1

̺
(9.36)

essendo ~̺ = ~r − ~r′ e k1 = 1
~

√
2m|z|eiα2 , con z = |z|eiα, con 0 ≤ α < π la

fase di z. Per z = Ep + iε e ricordando che deve essere ε −→ 0 otterremo
k1 = 1

~

√
2mEp = p

~
. In tal modo conosciamo il significato di ogni termine

del propagatore.
Per giungere a questo risultato partiamo dalla definizione:

G0(~r, ~r′, z) =< ~r| 1

z −H0
|~r′ >=

∫
d3p < ~r|~p >< ~p| 1

z −H0
|~r′ >=

=

∫
d3p < ~r|~p >< ~p| 1

z − Ep
|~r′ >=

∫
d3p

< ~r|~p >< ~p|~r′ >
z − p2

2m

=

=
2m

(2π~)−3

∫
d3p

e
i
~
~p·(~r−~r′)

2mz − p2
=

2m

(2π)3

∫
d3k

ei
~k·(~r−~r′)

2mz − ~2k2
=

=
2m

8π3~2

∫
d3k

ei
~k·(~r−~r′)

2m
~2 z − k2

essendo d3k = k2dk sin θdθdϕ. Passando alle coordinate polari:

G0(~r, ~r′, z) =
2m

8π3~2

∫
k2dk

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θ
eik|~r−

~r′| cos θ

2m
~2 z − k2

=

= − 2m

8π3~2
2π

∫
k2dk

∫ π

0

d cos θ
eik̺ cos θ

2m
~2 z − k2

con ̺ = |~r − ~r′|. Posto µ = cos θ otteniamo

G0(̺, z) =
m

2π2~2

∫
k2dk

∫ +1

−1

dµ
eik̺µ

2m
~2 z − k2

=

=
m

2π2~2

∫
k2

2m
~2 z − k2

eik̺ − e−ik̺
ik̺

dk =

=
im

2̺π2~2

∫ ∞

0

dkk
eik̺ − e−ik̺
k2 − 2m

~2 z

=
im

2̺π2~2

∫ +∞

−∞
dkk

eik̺

k2 − 2m
~2 z
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Per il calcolo di quest’ultimo integrale si passa al campo complesso; per il
lemma di Jordan in tale integrale esteso è nullo il contributo derivante dalla
semicirconferenza infinitamente estesa del semipiano superiore Im(k) > 0
e dunque possiamo usare il teorema dei residui per risolverlo. I poli che

annullano il denominatore sono k1,2 =

√
2m|z|
~

e±i
α
2 . Poichè solo k1 cade nel

dominio di integrazione, si avrà
∮

C

dkk
eik̺

k2 − 2m
~2 z

= 2πi lim
k−→k1

keik̺

(k − k1)(k − k2)
(k − k1) =

= 2πi
k1e

ik1̺

(k1 − k2)
= 2πi

k1e
ik1̺

2k1
= iπeik1̺

Sostituendo questo valore nell’espressione di G0 otteniamo il risultato ri-
chiesto.

Nella regione asintotica la funzione d’onda esatta di scattering prende
forma

ψ(+)
p (r −→ +∞) =

1

(2π~)
3
2

[e
i
~
~p·~r + f(~p′ ←− ~p)e

i
~
~p·~r

r
] (9.37)

e tenendo di riferimento la (9.27). L’onda uscente dal centro di scattering
appare nella regione asintotica come la somma dell’onda piana incidente
e di un’onda sferica uscente dalla regione bersaglio, dimostrando cos̀ı il
legame della sezione d’urto elastica al comportamento asintotico degli stati

stazionari di scattering ψ
(+)
p (~r).

Per trovare la sezione d’urto in questione, si comincia studiando l’equa-
zione di Schr. H |~p(+) >= Ep|~p(+) > nella rappresentazione delle coordinate
e non tenendo conto degli stati legati. Le soluzioni che cerchiamo tra que-
ste, sono quelle che hanno il comportamento asintotico descritto poc’anzi
e l’ampiezza dell’onda sferica è ciò che ci interessa di più in quanto legata
alla sezione d’urto, facendo uso della relazione (9.31).

9.3.9 Approssimazione di Born

L’equazione LS per gli stati di impulso può essere risolta per iterazioni
successive:

|~p(+) >= |~p > +G
(+)
0 (Ep)V |~p(+) >

Basta notare che si può riscrivere al posto del |~p(+) > del secondo membro,
l’espressione che lo definisce:

|~p(+) >= |~p > +G
(+)
0 (Ep)V |~p(+) >=

= |~p > +G
(+)
0 (Ep)V [|~p > +G

(+)
0 (Ep)V |~p(+) >] =

= |~p > +G
(+)
0 (Ep)V {|~p > +G

(+)
0 (Ep)V [|~p > +G

(+)
0 (Ep)V |~p(+) >]}

Analogamente si può procedere all’infinito, dando luogo alla cosiddetta
serie di Born, che può essere messa nella forma

|~p(+) >= |~p > +G
(+)
0 (Ep)V |~p > +

+G
(+)
0 (Ep)V G

(+)
0 (Ep)V |~p > +

+G
(+)
0 (Ep)V G

(+)
0 (Ep)V G

(+)
0 (Ep)V |~p > +... (9.38)
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9.3. Scattering

che risulta essere particolarmente utile quando V è piccolo, in quanto le sue
potenze successive saranno sempre più trascurabili e i termini di cui tenere
conto saranno al più i primi due.

Tale sviluppo di Born per lo stato di impulso, implica naturalmente
uno sviluppon in serie per l’ampiezza di scattering a partire dalla relazione
(9.27):

f(~p′ ←− ~p) = −4π2
~m{< ~p′|V |~p > + < ~p′|V G(+)

0 (Ep)V |~p > +

+ < ~p′|V G(+)
0 (Ep)V G

(+)
0 (Ep)V |~p > +

+ < ~p′|V G(+)
0 (Ep)V G

(+)
0 (Ep)V G

(+)
0 (Ep)V |~p > +...} (9.39)

Per farci un’idea della struttura di questa serie, osserviamo il termine

< ~p′|V G(+)
0 (Ep)V |~p >=

∫
d3p

′′

< ~p
′ |V | ~p′′

>< ~p
′′ |G(+)

0 V |~p >=

=

∫
d3p

′′

< ~p
′ |V | ~p′′

>
1

Ep − Ep′′ + iε
< ~p

′′ |V |~p >

in cui il denominatore non si annulla mai grazie alla presenza del termine
immaginario. Per V piccoli si avrà

f(~p′ ←− ~p) = fB(~p′ ←− ~p) = −4π2
~m < ~p′|V |~p > (9.40)

che è conosciuta come l’approssimazione di Born. Nel caso di potenziale
locale V |~r >= V (~r)|~r > si ottiene

fB(~p′ ←− ~p) = − m

2π2~2
Ṽ (~q) (9.41)

essendo ~q = ~p− ~p′ l’impulso trasferito e Ṽ (~q) la trasformata di Fourier del
potenziale:

V (~q) =

∫
d3re

i
~
~q·~rV (~r)

Se il potenziale ha simmetria sferica, quindi è del tipo V (~r) = V (r), si
ha invarianza rotazionale attorno al fascio incidente (la direzione di ~p) che
portano a risultanti indipendenti dall’angolo ϕ. In effetti si trova che

fB(p, θ) = −2m

q~

∫ ∞

0

drrV (r) sin
qr

~
(9.42)

dove q = 2p sin θ
2 . La sezione d’urto differenziale nell’approssimazione di

Born segue la legge (9.31), posta fB al posto di f .
Per quanto riguarda l’ampiezza di scattering (9.40) si ha che nel caso di

un potenziale locale, la quantità < ~p′|V |~p > vale

< ~p′|V |~p >=

∫
d3r < ~p′|~r >< ~r|V |~p >=

∫
d3r < ~p′|~r >< ~r|V (~r)|~p >=

=

∫
d3rV (~r) < ~p′|~r >< ~r|~p >=

1

(2π~)3

∫
d3rV (~r)e

i
~
(~p−~p′)·~r =

=
1

(2π~)3

∫
d3rV (~r)e

i
~
~q·~r =

1

(2π~)3
Ṽ (~q)
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9.3. Scattering

e quindi

fB(~p′ ←− ~p) = − m

2π~2
Ṽ (~q) (9.43)

Nel caso di potenziale centrale (simmetria sferica), in coordinate sferiche si
ha

Ṽ (~q) =

∫
d3rV (r)e

i
~
qr cos θ =

∫
r2V (r)dr sin θdθdϕe

i
~
qr cos θ =

= −2π

∫
r2V (r)dr

∫ π

0

d cos θe
i
~
qr cos θ = 2π

∫
drr2V (r)

∫ +1

−1

dµe
i
~
qrµ =

= 2π

∫
drr2V (r)

e
i
~
qr − e− i

~
qr

iqr
~ = 4π

∫
drr2V (r)

sin qr
~

qr
~

A questo punto l’ampiezza di Born diventa

fB(~p′ ←− ~p) = −2m

~2

∫ ∞

0

drr2V (r)
sin qr

~

qr
~

(9.44)

essendo sempre q = 2p sin θ
2 . Se il potenziale in questione, è per esempio

quello di Yukawa V (r) = γ e
−µr

r
, l’integrale diventa

∫
drrV (r) sin

qr

~
= γ

∫ ∞

0

dre−µr sin
qr

~
= γ

q~

µ2~2 − q2

da cui

fB(~p′ ←− ~p) = − 2mγ

4p2 sin2 θ
2 + µ2~2

(9.45)

e da questa si ottiene poi la sezione d’urto elastica. Se poniamo µ −→ 0,

avremo che V −→ γ
r
. Se γ = z1z2e

2

4πǫ0
si ottiene lo scattering coulombiano.

In tal caso la sezione d’urto è

dσB

dΩ
=

m2z2
1z

2
2e

4

64π2ǫ20p
4 sin4 θ

2

che è la formula di Rutherford che si ottiene anche classicamente. Que-
sto risultato non si poteva ottenere direttamente partendo dal potenziale
coulombiano, perchè non essendo a corto range non soddisfa le condizio-
ni asintotiche: in effetti lo abbiamo ottenuto utilizzando l’approssimazione
adiabatica e quella di Born nel potenziale di Yukawa.

Da notare, che affinchè l’approssimazione di Born sia soddisfacente, è
necessario che il secondo termine della serie sia trascurabile rispetto al
primo.

9.3.10 Funzione di scattering asintotica

Andiamo a vedere adesso il comportamento asintotico della funzione di
scattering. Partiamo dall’equazione LS per la funzione d’onda (9.33) e
vediamo come essa diviene per quei punti lontani dalla regione di scattering.
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9.4. Potenziale locale a simmetria sferica

Sia P il punto in questione e sia ~r il raggio vettore congiungente con l’origne
O del sistema; sia dato inoltre P ′ al di fuori di tale congiungente ma nei
pressi della regione di scattering e sia H il punto della sua proiezione su ~r.
Allora possiamo usare l’approssimazione

|~r − ~r′| = PP ′ = HP = OP −OH ≡ r − ~r′ · ~r

In tal modo si ha nell’integrale della (9.33):

∫
d3r′

eik|~r−
~r′|

|~r − ~r′|
< ~r′|V |~p(+) >=

∫
d3r′

eik(r−
~r′·~r)

r − ~r′ · ~r
< ~r′|V |~p(+) >

=
eikr

r

∫
d3r′e−ikr

′

< ~r′|V |~p(+) >=
eikr

r

∫
d3r′(2π~)

3
2 < ~p′|~r′ >< ~r′|V |~p(+) >

= (2π~)
3
2
eikr

r
< ~p′|V |~p(+) >

ma questa altro non è che l’ampiezza di scattering a meno di un coefficiente;
quindi nella regione asintotica avremo

lim
r−→∞

ψ(+)
p (r) = (2π~)

3
2 [e

i
~
pr − m(2π~)2

(2π~)2
eikr

r
< ~p′|V |~p(+) >] =

= (2π~)
3
2 [e

i
~
pr + f(~p′ ←− ~p)

e
i
~
pr

r
] (9.46)

che ha la forma di una sovrapposizione di un’onda piana ed una sferica
moltiplicata per un fattore d’ampiezza di scattering.

9.4 Potenziale locale a simmetria sferica

Sia H = P 2

2m + V (r) l’hamiltoniano del sistema: esso è invariante per ro-
tazioni e quindi si conserverà il momento angolare. Assumerà un ruolo

fondamentale lo sviluppo in onde parziali della ψ
(+)
p (r) e della f(~p′ ←− ~p),

e in particolare ci occuperemo di quegli stati con E > 0 e che si comportano
asintoticamente come la funzione di scattering nella regione asintotica.

Per sviluppare in onde parziali una particella senza spin, poniamo Ωr̂ ≡
r̂ ≡ (θ, ϕ) e dΩr̂ ≡ sinθdθdϕ. Con questo formalismo avremo

∫ ∞

0

r2dr

∫
dΩr̂|r,Ωr̂ >< Ωr̂, r| = I

Gli autostati saranno |~r, θ, ϕ > e

< ~r′|~r >= δ3(~r′ − ~r) =< ~r′, θ′, ϕ′|~r, θ, ϕ >=
δ(r′ − r)
r′ − r

δ(θ′ − θ)δ(ϕ′ − ϕ)

sin θ
=

=
δ(r′ − r)
r′ − r δ(Ω′ − Ω)

Nel caso di autostati di impulso si arriva alla stessa relazione, ma con gli im-
pulsi al posto delle posizioni. Per rappresentare gli stati posso scegliere una
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9.4. Potenziale locale a simmetria sferica

base di autostati dati dal set {R2, L2, Lz}, ovvero vettori |rlm > che abbia-
mo già incontrato e che soddisfano le equazioni agli autovalori che abbiamo
già studiato. Normalizzando tali autostati avremo un set ortonormale:

< r′l′m′|rlm >=
δ(r′ − r)
r′r

δll′δmm′

I vettori |r, θ, ϕ > e |rlm > sono entrambi autostati di R2 e soddisfano la
relazione

< r, θ, ϕ|rlm >=
δ(r′ − r)
r′r

Y ml (θ, ϕ)

e formano una base:
∫ ∞

0

r2dr
∑

l,m

|rlm >< rlm| = I

Inoltre

< ~r′|~r >=< r, θ, ϕ|
∫
̺2d̺

∑

l,m

|̺lm >< ̺lm|r′, θ′, ϕ′ >=

=
∑

l,m

∫
̺2d̺ < r, θ, ϕ|̺lm >< ̺lm|r′, θ′, ϕ′ >=

=

∫
̺2d̺

∑

l,m

δ(̺− r)
̺r

Y ml (θ, ϕ)
δ(̺ − r′)
̺r′

[Y ml (θ′, ϕ′)]∗

che integrata e sviluppata porta a

< ~r′|~r >= δ3(~r′ − ~r) =
δ(r′ − r)
r′r

∑

l,m

Y ml (θ, ϕ)[Y ml (θ′, ϕ′)]∗

che coincide con la norma calcolata all’inizio di questo paragrafo. Que-
sta identità vale per tutti gli stati, di conseguenza gli autovettori |rlm >

formano una base; si avrà

|~r >≡ |r, θ, ϕ >=
∑

l,m

|rlm > [Y ml (θ, ϕ)]∗

|rlm >≡
∫
dΩ|r, θ, ϕ > Y ml (θ, ϕ)

La dimostrazione è presto fatta:

|r, θ, ϕ >≡ |~r >=

∫
̺2d̺

∑

l,m

|̺lm >< ̺lm|r, θ, ϕ >=

∫
̺2d̺

∑

l,m

|̺lm >
̺− r
̺r

[Y ml (θ, ϕ)]∗ =
∑

l,m

|rlm > [Y ml (θ, ϕ)]∗

Analogamente si procede per mostrare la seconda identità. Abbiamo scelto
come base le coordinate, ma nessuno ci vieta di poter scegliere anche gli
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9.4. Potenziale locale a simmetria sferica

impulsi, in basi del tipo |plm >, con le stesse conclusioni a cui si è giunti
per quelle del tipo |rlm >.

Avendo a disposizione quattro basi, |~r >, |~p >, |rlm >, |plm >, andiamo

a vedere l’ampiezza < r, θ, ϕ|plm >. Notiamo che, essendo P 2 = L2

R2 + P 2
r ,

si ha

< r, θ, ϕ|P 2|plm >= p2 < r, θ, ϕ|plm >=⇒< r, θ, ϕ|[L
2

R2
+ P 2

r − p2]|plm >= 0

dove abbiamo scritto p2 in modo da snellire la notazione in luogo di Ip2.
Quella appena trovata è un’equazione differenziale, la cui parte radiale del-
la soluzione sarà la funzione di Bessel. L’ampiezza cercata assumerà in
definitiva la forma

< r, θ, ϕ|plm >= (
2

π~3
)

1
2 iljl(kr)Y

m
l (θ, ϕ) (9.47)

che ci fa passare dalla rappresentazione delle coordinate a quella degli
impulsi. Da questo risultato si prova facilmente che

< rl′m′|plm >= (
2

π~3
)

1
2 iljl(

pr

~
)δll′δmm′ (9.48)

Lo sviluppo in onde parziali di un’onda piana si ottiene come

< ~r|~p >=

∫
p2dp

∑

l,m

< ~r|p′lm >< p′lm|~p =

=

∫
p′2dp′

∑

l,m

(
2

π~3
)

1
2 iljl(

p′r

~
)Y ml (r̂)

δ(p′ − p)
pp′

[Y ml (p̂′)]∗ =

=
2 · 2π

(2π~)
3
2

∑

l,m

iljl(kr)Y
m
l (r̂)[Y ml (p̂)]∗

Sostituendo < ~r|~p >= 1

(2π~)
3
2

ei~r·
~k, si ottiene in definitiva

ei~r·
~k = 4π

∑

l,m

iljl(kr)Y
m
l (r̂)[Y ml (p̂)]∗ (9.49)

Infine abbiamo ottenuto che

|~k >≡ ~
3
2 |~p >=⇒< ~k|~k′ >=

δ(k′ − k)

kk′
δ2(k̂′ − k̂) (9.50)

9.4.1 Scattering

Sia H = H0 + V (r), dove [~L,H ] = 0 e [~L,H0] = 0 e ~LΩ± = Ω±~L, per

cui [~L, S] = 0, concludendone che in un evento di scattering si conservano
impulso e momento angolare.

Gli stati sono |plm± >≡ Ω±|plm >, che sono autostati di H,L2, Lz
perchè Ω commuta con L2:

H |plm± >= HΩ±|plm >= Ω±H0|plm >= EpΩ±|plm >= Ep|plm± >(9.51)
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Analogamente si ricavano anche le equazioni

L2|plm± >= ~
2l(l + 1)|plm± > (9.52)

Lz|plm± >= ~m|plm± > (9.53)

Essendo inoltre Ω± isometrici, si ha

< p′l′m′ ± |plm± >=< p′l′m′|plm >=
δ(p− p′)
pp′

δll′δmm′ (9.54)

Da notare inoltre che gli autostati |plm± > soddisfano le equazioni LS:

|plm± >= |plm > +G0(Ep + iε)V |plm± > (9.55)

Infatti

|plm± >= Ω±|plm >=

∫
d3p′dΩ±|~p′ >< ~p′|plm >=

=

∫
p′2dp′dΩp̂′

δ(p− p′)
p′2

Y ml (p′)|~p′± >=

=

∫
dΩp̂Y

m
l (p)[|~p > +G0(Ep + iε)V |~p± >] =

= |plm > +G0(Ep + iε)V

∫
dΩp̂Y

m
l (p)|~p± >

essendo
∫
dΩp̂Y

m
l (p)|~p± >= |plm± >. Il generico stato |ϕ > sarà

|ϕ >=

∫
p2dp

∑

l,m

|plm >< plm|ϕ > (9.56)

mentre quello di scattering sarà

|ϕ± >= Ω±|ϕ >= Ω±

∫
p2dp

∑

l,m

|plm >< plm|ϕ >=

=

∫
p2dp

∑

l,m

|plm± >< plm|ϕ > (9.57)

Quindi, sapendo scrivere lo stato libero in onde parziali, siamo in grado di
scrivere anche |ϕ± > che ha come base |plm± >: lo sviluppo di |ϕ(±) > in

termini di |plm± > ha gli stessi coefficienti che ha lo sviluppo di |ϕ > in

onde parziali |plm >. Di conseguenza avremo

< ~r|plm± >≡< rlm|plm± >= (
2

π~3
)

1
2 ilY ml (r̂)ϕ

(±)
l (

pr

~
) (9.58)

da cui

< ~r|~p >= (
2

π~3
)

1
2

∑

l,m

ilY ml (r̂)ϕ
(±)
l (

pr

~
)[Y ml (p̂)]∗ (9.59)

La funzione jl soddisfaceva l’equazione di Bessel per particelle libere: la

quantità ϕ
(±)
l è ciò in cui essa si è trasformata, essendo soluzione dell’equa-

zione completa di potenziale

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2m

~2
(Ep − V (r))]ϕ

(±)
l (r, p) = 0 (9.60)
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Per avere degli stati di scattering dobbiamo ottenere che le componenti,
cioè le onde parziali, devono comportarsi asintoticamente come descritto in
precedenza. Essendo V invariante per rotazioni, andiamo a sviluppare in
onde parziali gli elementi di matrice < ~p′|V |~p+ >:

< ~p′|V |~p+ >=
∑

l,m

∑

l′,m′

Y ml (p̂′) < p′lm|V |plm+ > Y m
′

l′ (p̂)

L’invarianza per rotazioni comporta che

< ~p′|V |~p+ >=
∑

l,m

Y ml (p̂′)vl(p, p
′)[Y ml (p̂)]∗

ovvero

< ~p′lm|V |~pl′m′+ >= δll′δmm′vl(p, p
′)

che porta alla degenerazione di rotazione. Possiamo dunque porre l’am-
piezza di scattering sotto la forma

f(~p′ ←− ~p) = −4π2
~M < ~p′|V |~p+ > |p′=p =

= −4π2
~M

∑

l,m

Y ml (p̂′)vl(p, p
′)[Y ml (p̂)]∗ (9.61)

da cui

f(~p′ ←− ~p)|Ep=Ep′ =
∑

l,m

Y ml (p̂′)fl(p)[Y
m
l (p̂)]∗ (9.62)

essendo fl(p) = −4π2
~Mvl(p, p

′), ottenendo dunque la rappresentazione
dell’ampiezza in onde parziali. Quadrando si ottiene

|f(~p′ ←− ~p)|2Ep=Ep′ =
∑

l,m

∑

l′,m′

Y ml (p̂′)fl(p)[Y
m
l (p̂)]∗Y m

′

l′ (p̂′)fl′(p
′)[Y m

′

l′ (p̂)]∗

che integrata su tutto lo spazio restituisce la sezione d’urto totale σ(p) =∫
dσ
dΩdΩ:

σ(p) =
∑

l,m

∑

l′,m′

∫
dΩp′Y

m
l (p̂′)[Y m

′

l′ (p̂′)]∗[Y ml (p̂)]∗Y m
′

l′ (p̂)flf
∗
l =

=
∑

l,m

∑

l′,m′

δll′δmm′ [Y ml (p̂)]∗Y m
′

l′ (p̂)flf
∗
l =

=
∑

l,m

[Y ml (p̂)]∗Y ml (p̂)|fl|2 =

=
∑

l

2l + 1

4π
Pl(cos θ)|fl|2 =

∞∑

l=0

2l+ 1

4π
|fl|2

per cui la sezione d’urto è data dal comportamento asintotico delle onde
parziali. Da notare che θ è l’angolo tra Y e Y ∗: essendo in tale caso la
direzione la medesima per entrambi, cos θ = 1.
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9.4.2 Sfasamenti delle onde parziali

Calcoliamo gli elementi della matrice S in onde parziali:

< p′l′m′|S|plm >=

∫
dΩp̂′dΩp̂[Y

m′

l′ (p̂′)]∗ < ~p′|S|~p > Y ml (p̂) =

=

∫
dΩp̂′dΩp̂[Y

m′

l′ (p̂′)]∗Y ml (p̂) · [< ~p′|~p > −2πiδ(Ep′ − Ep) < ~p′|V |~p+ >] =

=
δ(p′ − p)
pp′

δll′δmm′ − 2πiδ(Ep′ − Ep) < p′l′m′|V |plm+ >=

=
δ(p′ − p)
pp′

δll′δmm′ − 2πiδ(Ep′ − Ep)vl(p, p′)δll′δmm′ =

= δll′δmm′

δ(p′ − p)
pp′

[1 − 2πiMpvl(p, p)]

risultato prevedibile dato che S è invariante per rotazioni. Una volta posto
sl(p) = 1− 2πiMpvl(p, p) possiamo scrivere

< p′l′m′|S|plm >= δll′δmm′

δ(p′ − p)
p2

sl(p) (9.63)

Notiamo che non si presenta alcuna dipendenza da m, proprio perchè ci
troviamo in un caso a simmetria sferica. Inoltre

sl(p) = 1 + i
p

2π~
fl(p) (9.64)

che essendo S unitaria, significa che gli sl sono fattori di fase il cui modulo
è sempre unitario: |sl(p)|2 = 1 e dunque sl(p) ≡ e2iδl , essendo δl quantità
reali definite sfasamenti delle onde parziali.

I coefficienti dello sviluppo dell’ampiezza di scattering in onde parziali
in funzione di essi è

fl(p) =
4π~

p
eiδl sin δl (9.65)

relazione che ha a che fare con l’andamento asintotico della funzione di
scattering. Conoscere gli sfasamenti è importante perchè sarà possibile de-
terminare il contributo di ogni onda parziale alla sezione d’urto di scattering
e soprattutto l’andamento asintotico dell’onda diffusa.

Possiamo mostrare la nostra asserzione precedente sull’unitarietà dl
modulo di sl:

< p′l′m′|plm >= δll′δmm′

δ(p′ − p)
pp′

=< p′l′m′|S†S|plm >=

= δll′δmm′ < p′lm|S†S|plm >=

= δll′δmm′

∫
p′′2dp′′

δ(p′′ − p′)
p′p′′

s∗l (p
′′)
δ(p− p′′)
pp′′

sl(p) =

= δll′δmm′

δ(p′ − p)
pp′

s∗l (p
′)sl(p) = δll′δmm′

δ(p′ − p)
pp′

|sl(p)|2

Guardando il secondo termine e l’ultimo di questa serie di uguaglianze, si
evince come |sl(p)|2 = 1.
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9.4.3 Sviluppo della sezione d’urto

Dalla conoscenza degli sfasamenti è possibile ottenere la sezione d’urto
totale come

σ(p) =
∞∑

l=0

2l+ 1

4π
|fl(p)|2 =

4π~
2

p2

∑

l

(2l+ 1) sin2 δl (9.66)

In pratica ogni onda parziale dà un contributo σl(p) = 4π~
2

p2
(2l + 1) sin2 δl

alla sezione d’urto totale che quindi equivale a:

σ(p) =
∑

l

σl(p)

Si nota come il contributo a σ di un’onda l non può superare il limite di

unitarietà

σl ≤
4π~

2

p2
(2l + 1) (9.67)

Questo sviluppo in onde parziali risulta molto utile nello scattering a bassa
energia poichè solo un ristretto numero di onde parziali partecipano alla
diffusione e la serie si riduce alla somma di un numero finito di termini:
quelli con i più bassi valori di l. In altre parole ∃l0 : δl ≃ 0∀l > l0.

Se invece il potenziale è a lungo range, come quello coulombiano, la serie
converge molto lentamente ed è necessario dunque sommare i contributi di
un gran numero di onde parziali per ottenere risultati affidabili, il che rende
quasi inutile lo sviluppo in onde parziali e ci obbliga a ricorrere ad altri
metodi di approssimazione.

Per un potenziale a corto range, tale che V (r) = 0 per r > r0, nella re-
gione classicamente ’esterna’ agiscono solo le forze centrifughe e la particella
può trovarsi qui solo se l’energia cinetica supera la barriera centrifuga:

Ep =
P 2

2m
=

~
2k2

2m
≥ l(l + 1)~2

2mr2

ossia quando kr ≥
√
l(l + 1). Detto dl ≡

√
l(l+1)

k
, si può interpretare

quantisticamente questo risultato dicendo che se la particella è un’onda

l, essa ha una piccola probabilità di penetrare nella regione r < dl. Di
conseguenza se r0 < dl la particella non penetra nella regione di interazione
e non sente alcuna influenza da parte del potenziale.

Quindi le onde l non partecipano allo scattering in tali condizioni e pra-
ticamente non subiscono mutamenti dal loro stato di propagazione libera,
ciò implica che gli sfasamenti per esse siano molto piccoli, ovvero δl ≃ 0.

Riepilogando diciamo che per r ≥ r0 la funzione uscente è oscillante e
si ha scattering, per r < r0 l’esponente della funzione d’onda è reale, non
si ha scattering e la funzione si dice evanescente.

Indicando con l0 il valore per cui
√
l0(l0 + 1) ≃ kr0 potremo dire che le

onde l, con l > l0, non danno contributo allo scattering (δl ≃ 0).
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9.4. Potenziale locale a simmetria sferica

9.4.4 Comportamento asintotico dell’onda uscente

Abbiamo già trovato che per r −→∞ si ha

ψ
(+)
~p (~r) −→< ~r|~p > +

1

(2π~)
3
2

e
i
~
pr

r
f(~p′ ←− ~p)

essendo ~p′ ≡ pr̂. In questa espressione sostituiamo all’onda piana e all’am-
piezza di scattering il rispettivo sviluppo in onde parziali:

ψ
(+)
~p (~r) −→ 1

(2π~)
3
2

∑

l,m

Y ml (r̂)[Y ml (p̂)]∗[4πjl(
pr

~
)il + fl(p)

e
i
~
pr

r
] =

= (
2

π~3
)

1
2

∑

l,m

ilY ml (r̂)[Y ml (p̂)]∗[jl(
pr

~
) +

i−l

4π
fl(p)

e
i
~
pr

r
]

il che significa che il comportamento asintotico dei contributi di onda par-
ziale alla funzione d’onda di scattering è dato da

ψ
(+)
~p (~r) −→ jl(

pr

~
) +

i−l

4π
fl(p)

e
i
~
pr

r
(9.68)

Poichè i−l = (ei
π
2 )−l = e−il

π
2 e fl(p) = 4π~

p
eiδl sin δl, avremo:

ψ
(+)
~p (p, r) −→ jl(

pr

~
) + ~

e
i
~
pr

pr
sin δle

i(δl−lπ2 ) =

= jl(
pr

~
) +

~

2ipr
(e2iδl − 1)ei(

pr
~
−lπ

2
) =

=
~

pr
sin(

pr

~
− l π

2
) +

~

2ipr
(e2iδl − 1)ei(

pr
~
−lπ

2
) =

=
~

2ipr
[ei(

pr
~
−lπ

2
) − e−i( pr~ −lπ

2
) + (e2iδl − 1)ei(

pr
~
−lπ

2
)] =

=
~

2ipr
[e2iδlei(

pr
~
−lπ

2
) − e−i( pr~ −lπ

2
)] =

somma di un’onda sferica che parte dall’origine e di una che implode rispet-

tivamente. Rispetto allo sviluppo dell’onda piana incidente jl, la ψ
(+)
l ha

la medesima parte entrante ma il termine di onda sferica uscente è sfasato
di 2δl: dunque l’interazione V ha l’effetto di sfasare di tale quantità ogni
onda parziale uscente rispetto alla propagazione libera.

Più l è alto più è piccolo lo sfasamento poichè sarà maggiore la barriera
centrifuga.
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9.4.5 Calcolo degli sfasamenti

Vediamo ora di calcolare gli sfasamenti:

< p′lm|V |plm+ >=

∫
r2dr

∑

l′,m′

< p′lm|V |rl′m′ >< rl′m′|plm+ >=

=

∫
r2dr < p′lm|rlm > V (r) < rlm|plm+ >=

=

∫
r2drV (r)i−l(

2

π~3
)

1
2 jl(

p′r

~
)ψ

(+)
l (p, r)il(

2

π~3
)

1
2 =

=
2

π~3

∫
r2drV (r)jl(

p′r

~
)ψ

(+)
l (p, r)

Dunque

vl(p, p
′) =

2

π~3

∫ ∞

0

r2drV (r)jl(
p′r

~
)ψ

(+)
l (p, r)

e

fl(p) = −4π2
~Mvl(p, p) = −8πM

~2

∫ ∞

0

r2drV (r)jl(
p′r

~
)ψ

(+)
l (p, r)

Poichè fl(p) = 4π~

p
eiδl sin δl avremo l’equazione

eiδl sin δl =
p

4π~
fl(p)

che una volta esplicitata la soluzione esatta per la funzione radiale di
scattering fl, diventa

eiδl sin δl = − p

4π~

8πM

~2

∫ ∞

0

r2drV (r)jl(
p′r

~
)ψ

(+)
l (p, r) =

= −2Mp

~3

∫ ∞

0

r2drV (r)jl(
p′r

~
)ψ

(+)
l (p, r) (9.69)

Tuttavia in questa equazione non conosciamo ψ
(+)
l (p, r), che tuttavia può

essere approssimata tramite uno sviluppo in serie il cui termine minore è
la funzione di Bessel libera, ovvero in approssimazione di Born, dove si
avranno termini del tipo j2l , ma sempre e solo nell’ipotesi di un potenziale
debole.

9.4.6 Serie di Born per onde parziali

Abbiamo già trovato l’equazione LS per onde parziali; per interazioni suc-
cessive si ottiene la serie di Born che abbiamo già visto. Uno sviluppo in

serie si può ottenere anche per ψ
(+)
l (p, r):

< rlm|plm+ >=< rlm|plm > + < rlm|G0(Ep + iε)V |plm > +...

Ricordando le ampiezze

< rlm|plm >= il( 2
π~3 )

1
2 jl(

pr
~

)

< rlm|plm+ >= il( 2
π~3 )

1
2ψ

(+)
l (p, r)
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9.4. Potenziale locale a simmetria sferica

sostituendo si ottiene:

ψ
(+)
l (p, r) = jl(

pr

~
) + i−l(

2

π~3
)−

1
2 [< rlm|G0(Ep + iε)V |plm > +...]

Se l’interazione è a corto range e sufficientemente debole, è possibile appros-

simare ψ
(+)
l (p, r) ≃ jl(pr~ ), che è l’approssimazione di Born. In quest’ambito

gli sfasamenti δBl si ottengono dalla relazione

eiδl sin δl = −2Mp

~3

∫ ∞

0

r2drV (r)j2l (
p′r

~
) (9.70)

Tale approssimazione viola l’unitarietà della matrice S: a primo membro vi
è un termine immaginario, mentre l’integrale a destra è reale. Ne segue che
l’approssimazione di Born può essere realistica solo quando gli sfasamenti
sono cos̀ı piccoli che rendono valida la relazione eiδ ≃ 1 + iδ ≃ 1. In tali
condizioni avremo

sin δBl ≃ δBl ≃ −
2Mp

~3

∫ ∞

0

r2drV (r)j2l (
p′r

~
)

Se V (r) = 0 per r > a, si ha che l’estremo superiore del precedente in-
tegrale è proprio a, e i vari contributi alla sezione d’urto totale in tale
approssimazione sono dati da

σBl (p) =
4π~

2

p2
(2l+ 1) sin2 δBl (9.71)

Il primo termine della serie di Born, nella rappresentazione delle coordinate
sarà

v0
l (p, p′) =< p′lm|V |plm >=

∫
r2dr < p′lm|rlm >< rlm|V |plm >=

=

∫
r2V (r)dr < p′lm|rlm >< rlm|plm >=

=
2

π~3

∫
r2V (r)drjl(

p′r

~
)jl(

pr

~
)

Il secondo termine

< p′lm|V G(+)
0 (Ep)V |plm >=

=

∫
p′′2dp′′ < p′lm|V |p′′lm >< p′′lm|G(+)

0 (Ep)V |plm >=

=

∫
p′′2dp′′v0

l (p′, p′′)
1

Ep + iε− Ep′′
v0
l (p′′, p) =

=

∫
p′′2dp′′

v0
l (p′, p′′)v0

l (p′′, p)

Ep − Ep′′ + iε

Si ottiene cos̀ı la serie di Born per le ampiezze vl:

vl(p, p
′) = v0

l (p, p′) +

∫
p′′2dp′′

v0
l (p′, p′′)v0

l (p′′, p)

Ep − Ep′′ + iε
+ ...
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da cui si ricava lo sviluppo in serie per gli sfasamenti:

eiδl sin δl =
p

4π~
fl(p) =

p

4π~
(−4π2

~M)vl(p, p) =

= −pMπvl(p, p) = −pMπ[v0
l (p, p′) +

∫
p′′2dp′′

v0
l (p′, p′′)v0

l (p′′, p)

Ep − Ep′′ + iε
+ ...]

Il primo termine di questo sviluppo costituisce l’approssimazione di Born.

9.5 Applicazioni

9.5.1 Scattering di bassa energia da sfera dura

Sia dato il potenziale

V (r) =

{
∞ r < a

0 r > a

In prima approssimazione, classica, la sezione d’urto è data dall’area della
sezione trasversale della sfera dura vista dal fascio, dunque avremmo σcl =
πa2. Quantisticamente le cose stanno diversamente.

Poniamo E = ~
2k2

2m con k =
√

2mE
~2 . Se ka << 1, l’unica onda parziale

importante sarà quella per l = 0, ottenendo cos̀ı σtot ≃ σl=0 = 4π
k2 sin2 δ0.

Per esplicitarla, dobbiamo risolvere l’equazione per δ0

[
d2

dr2
+ k2]y0,k(r) = 0

con y0,k(r) = rχ0(r) e la condizione y0,k(r = a) = 0. Una soluzione
immediata è

y0,k(r) =

{
0 r < a

A sin[k(r − a)] r > a

Poichè y0,k(r) −→ A sin(kr − ka) per r −→ ∞, si ha che lo sfasamento δ0
dell’onda s è dato da δ0 = −ka << 1. Poichè sin δ0 ≃ δ0, avremo che la
sezione d’urto in onda s è

σ ≃ 4πa2

La differenza del risultato quantistico da quello classico è dovuto agli effetti
di diffrazione provocati dalla rapida variazione del potenziale nella regione
r ≃ a. Tali effetti persistono anche nel caso di energie elevate (ka >> 1).

Consideriamo adesso una qualsiasi onda l e indichiamo con REl (r) la
rispettiva funzione radiale. Nella regione r < 0 essa deve essere nulla, nella
regione r > a dovrà essere una combinazione delle soluzioni di particella
libera che sono asintoticamente regolari, le funzioni jl di Bessel e nl di
Neumann:

REl (r) =

{
0 r < a

B[cos δljl(kr) − sin δlnl(kr)] r > a
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Infatti per ̺ −→∞, ricordiamo che

jl(̺) −→ sin(̺− l π2 )

̺

nl(̺) −→ −cos(̺− l π2 )

̺

per cui

Rl(r) −→
sin(kr − l π2 + δl)

kr

Imponendo Rl(r = a) = 0, ovvero

cos δljl − sin δlnl = 0 =⇒ tan δl =
jl(ka)

nl(ka)

si ottengono gli sfasamenti. Per l = 0 otteniamo il risultato precedente.
A bassa energia il comportamento degli sfasamenti è determinato da

quello delle funzioni di Bessel e Neumann per ̺ −→ 0:

jl(̺) −→ ̺l

(2l + 1)!!

nl(̺) −→ − (2l+ 1)!!

̺l+1

ottenendo in definitiva, per k −→ 0:

tan δl = − (ka)2l+1

(2l + 1)!!(2l − 1)!!
(9.72)

Al crescere di l si ha che δl decresce rapidamente, cos̀ı che nel limite di
bassa energia (k −→ 0) predomina soltanto lo scattering di onda s, quella
per l = 0.

Fisicamente, le particelle con grande momento angolare restano sempre
troppo lontane dal centro di forza perchè questo influisca sul loro moto. Il
contributo alla sezione d’urto totale dell’onda parziale l sarà infine

σl = (2l + 1)
4π

k2
sin2 δl =

4π(2l + 1)

k2

j2l (ka)

j2l (ka) + n2
l (ka)

(9.73)

9.5.2 Scattering da potenziale a range limitato

Sia dato il potenziale

V (r) =

{
−V0 r < a

0 r > a

con V0 > 0. Le soluzioni dell’equazione di Schr. per E > 0 sono del tipo

ψE,l(~r) = RE,l(r)Y
m
l (θ, ϕ)

La parte radiale sappiamo ch soddisfa l’equazione

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+

2m

~2
(E − V )]RE,l(r)
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ed è regolare nell’origine, ha comportamento asintotico di onda uscente ed
è continua con la sua derivata prima in r = a, tutto ciò per qualsiasi valore
di E > 0. Nella regione r < a

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l+ 1)

r2
+ λ2]RIE,l(r)

con λ2 = 2m
~2 (E + V0). La soluzione è

RIE,l(r) = Ajl(λr)

Nella regione r > a

[
d2

dr2
+

2

r

d

dr
− l(l + 1)

r2
+ k2]RIIE,l(r)

con k2 = 2mE
~2 . La soluzione è

RIIE,l(r) = B[cos δljl(kr) + sin δlnl(kr)]

Imponendo le condizioni di matching, e facendo il rapporto membro a
membro otteniamo i valori di δl

λ
j′l(λa)

jl(λa)
= k

cos δlj
′
l(ka) + sin δln

′
l(ka)

cos δljl(λa) + sin δlnl(λa)
(9.74)

Per mostrare che i δl sono gli sfasamenti delle onde parziali di ordine l,
vediamo il comportamento asintotico di RE,l:

lim
r−→∞

RIIE,l(r) ≃ cos δl
sin(kr − l π2 )

kr
+ sin δl

cos(kr − l π2 )

kr
≃ jl(kr + δl)

dove δl è lo sfasamento dell’onda parziale l rispetto all’onda libera, nella
regione asintotica. Per lo sfasamento dell’onda s si avrà j0(̺) = sin ̺

̺
,

n0(̺) = cos ̺
̺

e

λ
cos(λa)

sin(λa)
= k

cos(δ0 + ka)

sin(δ0 + ka)
=⇒ tan(δ0 + ka) =

k

λ
tan(λa) =⇒

=⇒ tan(ka) + tan δ0
1− tan(ka) tan δ0

=
k

λ
tan(λa) =⇒ tan δ0 =

k tan(λa)− λ tan(ka)

λ+ k tan(ka) tan(λa)

Nel limite di bassa energia k −→ 0, si ha λ −→ k0 =
√

2mV0

~
possiamo fare

l’approssimazione

tan δ0 ≃ ka[
tan(k0a)

k0a
− 1]

Poichè δ0 sarà piccolo, avremo tan δ0 ≃ δ0. In questo caso solo l’onda s

contribuisce significativamente alla sezione d’urto totale

σtot ≃ σ0 =
4π

k2
sin2 δ0 ≃

4π

k2
δ20 = 4πa2[

tan(k0a)

k0a
− 1]
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Se ka << 1, usiamo l’approssimazione

lim
x−→0

tanx

x
≃ 1 +

1

3
x2

ed otteniamo

σtot = 4πa2(
1

3
k2
0a

2)2 =
16πa6m2V 2

0

9~4

Se l’energia è alta, tenendo conto che per k −→∞ si ha

λ =
1

~

√
2m(E + V0) = k

√
1 +

V0

E
≃ k(1 +

V0

2E
) = k +

mV0

~2k
−→ k

si ottiene

σ0 =
4πa2m2V 2

0

~4k4

Se invece l’energia è abbastanza alta, possiamo usare l’approssimazione di
Born

fB(θ) ≃ −1

q

∫ ∞

0

rdrV (r) sin(qr)

con q = 2k sin( θ2 ). Sviluppando:

fB(θ) =
V0

q

∫ a

0

rdr sin(qr) =
V0

q3

∫ qa

0

udu sinu =

=
V0

q3
[sin(qa)− qa cos(qa)] = V0a

3 sin(qa)− qa cos(qa)

qa

da cui la sezione d’urto differenziale

dσ

dΩ
∼ sin(qa)− qa cos(qa)

qa

che mostra un primo zero a qa ≃ 1.43π, da cui a = 1.43π
2k sin θ

2

. In questo modo

si può misurare il range dell’interazione conoscendo il minimo angolo θ1 per
il quale si annulla dσ

dΩ .
Perchè quanto detto sia valido è necessario che il valore massimo di qa

superi lo zero della sezione d’urto differenziale, ossia 2ka > 1.43π e quindi
bisogna imporre

E =
~

2k2

2m
>

~
2

2m
(
1.43π

2a
)2

Un protone, per esempio, per una buca di ampiezza a = 5 · 10−13cm, dovrà
avere E > 4.2MeV .
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CAPITOLO 10

Rotazioni e Momento angolare

Abbiamo già trattato in precedenza il momento angolare (orbitale) e alcune
sue proprietà, introducendolo in termini di operatori ma sempre secondo
uno schema classico, ma non abbiamo per esempio trattato rigorosamente
le rotazioni, come abbiamo invece fatto per le traslazioni.

10.1 Rotazioni infinitesime

Consideriamo un asse n̂ e un vettore ~r che ruotiamo attorno ad esso di un
angolo infinitesimo δϕ. Indichiamo tale operazione di rotazione con ℜn̂(δϕ)

e con ~r′ = ~r + n̂ ∧ ~rδϕ il vettore ruotato a meno di infinitesimi di ordine
superiore. Altrimenti lo indicheremo anche con la notazione ~r′ = ℜn̂(δϕ)~r.

Quello delle rotazioni infinitesime è un gruppo, analogamente alla tra-
slazioni infinitesime:

• Il prodotto di 2 rotazioni infinitesime è una rotazione infinitesima;

• Ogni rotazione finita si può decomporre in una successione infinita di
rotazioni infinitesime;

• Una rotazione ℜn̂(δϕ), si può scrivere come il prodotto di 3 rotazio-
ni infinitesime che hanno per assi la terna mutuamente ortogonale
levogira del sistema di riferimento.

L’ultimo punto può essere riassunto come

ℜn̂(δϕ)~r = ℜẑ(δϕnz)ℜŷ(δϕny)ℜx̂(δϕnx)~r (10.1)

essendo ni la componente del versore dell’asse di rotazione corrispettivo (i =
1, 2, 3 corrisponde rispettivamente ad x, y, z). Da notare che tale operazione
vale se e solo se la rotazione è infinitesima, non finita; di fatto il gruppo
delle rotazioni non è abeliano come quello delle rotazioni infinitesime.

Supponiamo di fare una rotazione ℜ2(δη) attorno all’asse y ed una
ℜ1(δϕ) attorno all’asse x e poi viceversa: la differenza tra queste due rota-
zioni è anch’essa una rotazione ma attorno all’asse z (rotazione infinitesima
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10.2. Momento angolare

ma di secondo ordine)

ℜ1(δϕ)ℜ2(δη)−ℜ2(δη)ℜ1(δϕ) = ℜ3(δϕδη) − I (10.2)

Supponiamo adesso di condurre un esperimento, di avere una sorgente di
stato |ψ > e un rivelatore di stato < ϕ|. Facciamo una rotazione comples-
siva del sistema attorno ad un asse, supponendo che il sistema sia isolato e
dunque lo spazio sia isostropo in modo da conservare i risultati sperimentali:
l’apparato non deve ’sentire’ la rotazione in assenza di forze esterne.

Il legame tra gli stati sarà dato da un operatore di rotazione, dipendente
da essi e dall’angolo di rotazione α: |ψ′ >= Rn(α)|ψ >, rappresentando
R la rotazione fisica nello spazio di Hilbert. In tali ipotesi dovrà essere
| < ϕ|ψ > |2 = | < ϕ′|ψ′ > |2, il che implica che devono essere uguali
le ampiezze, poichè se l’una fosse uguale al complesso coniugato dell’altra
avremmo una discontinuità e non piccole variazioni come richiesto (proprio
come nel caso delle traslazioni la coniugazione non è un’operazione che
ammette infinitesimi).

Ma se le ampiezze si conservano, l’operatore di rotazione deve essere
unitario, e per motivi fisici esso deve essere anche invertibile. Si può mo-
strare che R−1

n̂ (α) = Rn̂(−α), ovvero R−1 = R†. Inoltre nello spazio di
Hilbert deve valere la rappresentazione algebrica della proprietà (10.1).

10.2 Momento angolare

Una rotazione infinitesima fa cambiare di poco il vettore ruotato, e come
per le traslazioni possiamo scrivere

Rn̂(δϕ) = I − i

~
δϕJn (10.3)

essendo Jn il generatore delle rotazioni infinitesime attorno all’asse n̂. E’
facile mostrare che Jn = J†. Applicando tale definizione alla proprietà
(10.1), ma nello spazio di Hilbert, otteniamo a meno di infinitesimi di ordine
superiore

Jn = Jxnx + Jyny + Jznz (= ~J · n̂) (10.4)

che ci dice che i 3 operatori generatori delle rotazioni infinitesime attorno
agli assi coordinati, combinati insieme possono produrre un qualsiasi ge-
neratore attorno a qualsiasi asse. Data la struttura di prodotto scalare,
immaginiamo di poter parlare di un vettore ~J detto momento angolare, che
nel limite classico deve avere le stesse proprietà del momento angolare che
già conosciamo. Possiamo riscrivere la generica rotazione infinitesima come

Rn̂(δϕ) = I − i

~
δϕ ~J · n̂ (10.5)

Supponiamo di fare una rotazione finita di ϕ attorno ad n̂: dividiamo in N
parti uguali δϕ = ϕ

N
. La rotazione totale sarà il prodotto di N rotazioni

uguali di angolo δϕ:

Rn̂(ϕ) =

N∏

i=1

Rn̂(
ϕ

N
) = [Rn̂(

ϕ

N
)]N = [I − i

~

δϕ

N
Jn]N

=⇒N−→∞ Rn̂(ϕ) = e−
i
~
ϕJn (10.6)
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Dalla (10.2), si ottiene sostituendo: [J1, J2] = i~J3 e cos̀ı via le altre relazio-

ni. Poichè il gruppo non è commutativo, le componenti di ~J non commutano
tra loro. Volendo scrivere in forma compatta quanto detto, abbiamo

[Jm, Jn] = i~εmnkJk (10.7)

dove abbiamo fatto uso della convenzione di Einstein sugli indici ripetuti
(è sottointesa la somma su k), con

εmnk =





1 per parità pari di permutazione
−1 per parità dispari di permutazione
0 se due indici sono uguali

il tensore di Levi-Civita. Strutturalmente esse sono identiche alle relazioni
di commutazione del momento angolare orbitale, proprio perchè esso, è un
particolare momento angolare.

Possiamo anche definire l’operatore J2 = J2
1 + J2

2 + J2
3 e si può facil-

mente mostrare che vale la commutazione [J2, Ji] = 0. Ne deduciamo che,
per esempio, {J2, Jz} forma un sistema di osservabili compatibili, quindi,
essendo hermitiani, tali operatori avranno un sistema di autovettori in co-
mune |j,m >. Non è detto che esso sia il massimo insieme di osservabili
compatibili: indicando con τ l’indice relativo ad altri operatori che godo-
no di questa proprietà e che supponiamo servano per completare l’insieme,
avremo gli autovettori |τ, j,m >. Tale indice ci rende conto solo della de-
generazione, dunque al momento non lo riportiamo nei nostri calcoli per
snellire la trattazione. Valgono le relazioni

{
J2|j,m >= ~

2j(j + 1)|j,m >

Jz |j,m >= ~m|j,m >
(10.8)

Introduciamo anche due operatori, definiti come

J± = J1 ± iJ2

per cui [J± = J
†
∓]. L’algebra che ne viene fuori può essere riassunta nelle

relazioni seguenti:

[Jz, J+] = ~J+ [Jz, J−] = −~J− [J+, J−] = 2~Jz (10.9)

J−J+ = J2 − Jz(Jz + ~) J+J− = J2 − Jz(Jz − ~) (10.10)

[J±, J
2] = 0 (10.11)

da cui

J2 =
1

2
(J+J− + J−J+) + J2

z (10.12)

il che implica che i suoi autovalori sono positivi. Infatti:

< ψ|J2|ψ >=
1

2
[< ψ|J+J−|ψ > + < ψ|J−J+|ψ >]+ < ψ|J2

z |ψ >

Poichè J− = J
†
+, abbiamo un prodotto di operatori del tipo AA†, cos̀ı come

per J2
z = JzJz = JzJ

†
z , indicando con N{} la norma di un vettore, avremo

< ψ|J2|ψ >=
1

2
[N{J−|ψ >}+N{J+|ψ >}] +N{Jz|ψ >} ≥ 0 ∀|ψ >

169



10.2. Momento angolare

Posto |ψ >≡ |jm >, otteniamo

< jm|J2|jm >= ~
2j(j + 1) < jm|jm >≥ 0 =⇒ j ≥ 0

che è quanto volevamo dimostrare. Inoltre, per le relazioni di algebra citate
in precedenza possiamo asserire che

J−J+|jm >= [~2j(j + 1)− ~
2m(m+ 1)]|jm >=⇒

=⇒< jm|J−J+|jm > ~
2[j(j + 1)−m(m+ 1)] < jm|jm >

Aggiungendo e sottraendo mj, si ottiene

j(j + 1)−m(m+ 1) = (j −m)(j +m+ 1) ≥ 0

e analogamente, evitando i calcoli per < jm|J+J−|jm >:

j(j + 1)−m(m− 1) = (j +m)(j −m+ 1) ≥ 0

per i valori tra parentesi, che vanno moltiplicati per ~
2 < jm|jm > per

restituire le relative ampiezze nel caso in cui non abbiamo normalizzato a
1. Mettendo a sistema le due disuguaglianze e risolvendo otteniamo che
per essere soddisfatte deve necessariamente essere |m| ≤ j.

Notiamo che N{J−|jm >} = 0 per j = −m, ossia J+|j,m = j >= 0;
mentre N{J+|jm >} = 0 per j = m, ossia J−|j,m = −j >= 0.

Supponiamo m 6= j, quanto vale J+|jm >? Applichiamo J2 e utilizzia-
mo le regole dell’algebra introdotta in questo paragrafo:

J2J+|jm >= J+J
2|jm >= ~

2j(j + 1)(J+|jm >)

il che significa che J+|jm > è un autovettore di J2. Analogamente è anche
autostato di Jz, infatti:

JzJ+|jm >= (~J+ + J+Jz)|jm >= ~(m+ 1)(J+|jm >)

Dunque applicando J+ ad un autostato |jm > di {J2, Jz} non otterremo
nessuna variazione per gli autovalori di J2, e l’avanzamento di una unità
per gli autovalori di Jz. Ripetendo analogo discorso per J−, si ottiene in
definitiva

J±|jm >= β±|j,m+ 1 > (10.13)

Repilogando, −j ≤ m ≤ j e applicando gli operatori J± si avanza o diminui-
sce rispettivamente di un’unità l’autovalore m. Se esso fosse reale potrebbe
allora accadere che, per esempio, J+|jm >= β|j,m′ >, con m′ > j, il che
non è accettabile; ne concludiamo dunque che m deve essere intero e so-
prattutto che J+|jm′ >= 0 per ogni m′ > j. Analogamente J−|jm′ >= 0
per ogni m′ < −j.

Poichè m deve essere tale che m + p = j e m − q = −j, dove p, q

sono interi, avremo anche j = p+q
2 , il che significa che può assumere solo

valori interi o seminteri, e per quanto dimostrato prima, anche positivi; di
conseguenza, poichè |m| ≤ j, anche m sarà intero o semintero.

Concludendo, fissato j intero o semintero, m può assumere 2j+1 valori,
che danno luogo ad altrettanti autovettori di un sottospazio i cui vettori
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hanno in comune il medesimo valore di j e la cui dimensione sarà appun-
to 2j + 1. Il più generale autovettore di J2 sarà la combinazione lineare∑
m |j,m > che genera l’autospazio D(j). Tenendo in considerazione anche

altre osservabili e relativi autovalori, avremo un autospazio D(j,τ) per ogni
τ .

10.2.1 Normalizzazione degli autostati

Sia < jm|jm >= 1 e < jm|j′m′ >= δjj′δmm′ . Si ha

J+|jm >= cjm|j,m+ 1 >=⇒ N{J+|jm >} = ~
2[j(j + 1)−m(m+ 1)] =

= |cjm|2 =⇒ |cm| = ~

√
j(j + 1)−m(m+ 1)

Scegliamo la fase di |j,m+ 1 > in modo che risulti

cm = ~

√
j(j + 1)−m(m+ 1)

e di conseguenza

J+|jm >= ~

√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j,m+ 1 >

Moltiplicando questa equazione per J−:

J−|j,m+ 1 >=
1

~
√
j(j + 1)−m(m+ 1)

J−J+|j,m >=

=
1

~
√
j(j + 1)−m(m+ 1)

~
2[j(j + 1)−m(m+ 1)]|jm >

e di conseguenza

J−|j,m+ 1 >= ~

√
j(j + 1)−m(m+ 1)|j,m >

Cos̀ı facendo possiamo costruire tutto il set di autovettori di cui parlavamo
nel precedente paragrafo. Essi costituiranno un sottospazio Ξ(j) di vettori
che si trasformano tra di loro per la ripetuta applicazione degli operatori
J± e Jz, il che lo rende un sottospazio invariante di autovettori di J2 con
il medesimo autovalore j. Vedremo in seguito che una qualunque rotazione
del sistema fisico lascerà invariato tale sottospazio.

Se {J2, Jz} non fosse il massimo insieme di operatori commutanti, vi
saranno diversi autovettori di tipo (j,m) che possono essere distinti tra
loro da un gruppo di altri numeri quantici (i τ). Per ogni τ vi sarà un
sottospazio invariante Ξ(τ,j) formato dai vettori di base

|τ, j,−j >, |τ, j,−j + 1 >, ..., |τ, j, j − 1 >, |τ, j, j >

Lo spazio di Hilbert globale si otterrà dalla somma cartesiana di tutti i
sottospazi:

H(j) =

⊕∑
Ξ(τk,j) =⇒ H =

⊕∑
H(j)
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10.3 Momento angolare di Spin

E’ stata osservata una forte evidenza sperimentale: ad ogni particella dob-
biamo associare un momento angolare orbitale ed un’altra grandezza, che
ha la struttura di un momento angolare ma non dipende dal moto, in quanto
essa è il momento angolare che ha la particella nel suo riferimento di quiete.
Questa grandezza non ha analogo classico ed è legato ad effetti relativistici,
ed è definito come momento angolare intrinseco di spin. D’ora in avanti ci
riferiremo sempre allo spin dell’elettrone.

Gli esperimenti che rendono possibile l’evidenza di cui abbiamo parlato,
sono in particolare quelli legati all’effetto Zeeman e quello di Stern-Gerlach.

10.3.1 Effetto Zeeman

Ponendo un campione di atomi in una regione dove è presente un forte
campo magnetico, i livelli atomici si separano in livelli la cui distanza è
proporzionale al campo magnetico.

Questo perchè l’atomo ha un momento magnetico ~µ (somma dei mo-
menti magnetici degli elementi dell’atomo) e posto in un campo magnetico
~B, la sua hamiltoniana sarà H = H0 − ~µ · ~B.

In prima approssimazione, gli autovalori di H sono dati da E0
n,l − µzB,

dove µz è proporzionale al momento angolare orbitale dell’elettrone. I livelli
non dipendono da m ma da l; dopo l’applicazione del campo magnetico
scompare la degenerazione e dipenderanno anche da m, e µz = αm~.

Ad un’analisi più fine si nota che ogni sottolivello si splitta ancora in due,
fenomeno che Pauli spiegò introducendo il concetto di spin, di operatore di
spin e dei relativi autovalori ad un solo valore j = 1

2 .

10.3.2 Esperimento di Stern-Gerlach

Un grande numero di atomi di materiale paramagnetico, come argento,
la cui distribuzione di momenti angolari sia molto variegata classicamente
parlando, è posto in un forno ad alta temperatura con un foro su un lato.
Da tale foro escono gli atomi che vengono collimati in direzione ed impulso.

Il fascio cos̀ı collimato viene fatto passare tra due magneti che generano
un campo magnetico fortemente disomogeneo lungo l’asse z del sistema di
riferimento. Gli atomi vengono cos̀ı deflessi e osservati su un rivelatore.

L’interazione tra gli atomi e il campo magnetico è proporzionale a ∇zB:
ci aspettiamo che essi si sparpaglino per formare una macchia, data l’ipo-
tesi che potessero avere qualunque momento angolare. Con stupore degli
sperimentatori, si notano invece 2 macchie, corroborando l’idea di associare
agli elettroni uno spin.

L’idea è poi stata generalizzata a tutte le particelle, portando alla di-
stinzione tra bosoni (spin intero) e fermioni (spin semintero), che seguono
leggi statistiche diverse, rispettivamente di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac,
ed è per questo che è importante farne la distinzione.
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10.3.3 Teoria di Pauli

La teoria di Pauli per lo spin non è la più soddisfacente ma ha l’ottimo
vantaggio di poter essere utilizzata per una trattazione non relativistica,
che è quello che ci accingeremo a fare.

• Lo spin ~S ha le caratteristiche di un momento angolare ~J di numero
quantico s = 1

2 ;

• Per lo spin vale l’algebra data dalle relazioni (10.9), (10.10), (10.12),
(10.11);

• Tutti gli autostati di S2 devono avere lo stesso autovalore: S2|ψ >=
~

2s(s+ 1)|ψ >= 3
4~

2|ψ >;

• Lo spin non ha a che fare con grandezze orbitali (posizione, impulso),

per cui [~S, ~R] = [~S, ~P ] = [~S, ~L] = 0;

• Il massimo sistema di osservabili compatibili può essere del tipo { ~R, S2, Sz}
o { ~P , S2, Sz} o {P 2, L2, Lz, S

2, Sz}, etc.

Cominciamo con lo studiare gli autostati comuni a S2 e Sz (quest’ultimo
ha per autovalori chiaramente ± 1

2~). Gli autostati li indichiamo con |± >=
|12 ,± 1

2 >, e formano un sottospazio a 2 dimensioni. Essi sono definiti dalle
relazioni

S2
i |± >= SiSi|± >=

1

4
~

2|± > (i = x, y, z) =⇒ S2 =
∑

i

S2
i =

3

4
~

2

in accordo con quanto detto in partenza. Si noti come Si sia proporzionale
all’identità, cos̀ı come S2.

Introduciamo anche in questo caso gli operatori S± = Sx±iSy e notiamo
che

S2
+|− >= S+|+ >= 0 S2

+|+ >= 0

S2
−|+ >= S−|− >= 0 S2

−|− >= 0

da cui ne deduciamo che S2
± = 0. Ma sappiamo dalla definizione che

S2
+ = (Sx + iSy)(Sx + iSy) = (S2

x − S2
y) + i(SxSy + SySx) = 0

Poichè abbiamo visto che S2
x = S2

y , avremo la relazione SxSy = −SySx,
detta di anticommutazione. Ma [Sx, Sy] = i~Sz, per cui si avrà SxSy =
i~

2Sz, e analogamente per le rimanenti 2 relazioni che includono le altre
componenti, basta permutare ciclicamente x, y, z.

Adesso consideriamo l’intero spazio di Hilbert per l’elettrone, che scri-
viamo come H = Hspazio ⊗ Hspin, cioè come prodotto tensoriale di un
sottospazio legato alle proprietà orbitali per un sottospazio legato alle pro-
prietà di spin, i cui vettori possono essere per esempio |~r, s, sz >≡ |~r,± >

visto che s = 1
2 sempre.

Indicando con u1 = |+ > e u2 = |− >, possiamo sempre scrivere la
relazione

I =

∫
d3r

2∑

i=1

|~r, ui >< ~r, ui| (10.14)
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che ci dice che abbiamo massima informazione da questi vettori. Di conse-
guenza possiamo ricavare la densità di probablità di trovare lo stato in un
intorno di ~r con spin ui:

|ψ >= I|ψ >=

∫
d3r

∑

i

|~r, ui >< ~r, ui|ψ >=

∫
d3r

∑

i

ψi(~r)|~r, ui >=

=

∫
d3r[ψ1(~r)|~r,+ > +ψ2(~r)|~r,− >]

Per specificare lo stato dell’elettrone dunque, abbiamo bisogno di 2 funzioni
d’onda. Se non siamo interessati alla posizione, allora la probabilità di
trovare la particella con spin ± 1

2~ sarà

P± =

∫
| < ~r,±|ψ > |2d3r =

∫
|ψ±(~r)|2d3r (10.15)

Ovviamente P+ + P− = 1, da cui

< ψ|ψ >=

∫
[|ψ+(~r)|2 + |ψ−(~r)|2]d3r = 1

10.3.4 Spinori e matrici di Pauli

Quanto trovato nel paragrafo precedente ci conduce ad un artificio formale
particolarmente interessante. Lo stato del sistema lo indichiamo con

Ψ̃ ≡ (
ψ+

ψ−
) Ψ̃† ≡ (ψ∗

+, ψ
∗
−) (10.16)

detta rappresentazione spinoriale. La comodità di questa rappresentazione
è presto evidente. Si calcoli < ϕ|ψ >:

< ϕ|ψ >=

∫
d3rd3r′[

∑

i,j

ϕ∗
j (~r

′) < r′, uj|r, ui > ψi(~r)] =

=

∫
d3rd3r′[

∑

i,j

ϕ∗
j (~r

′)δ3(~r′ − ~r)δijψi(~r)]

Il δ3 ci elimina l’integrale in r′ mentre δij annulla le somme per i 6= j,
dandoci infine

< ϕ|ψ >=

∫
d3r[

∑

i

ϕ∗
i (~r)ψi(~r)] =

∫
d3rΦ̃†(~r)Ψ̃(~r)

nella base delle coordinate; analogamente per la base degli impulsi. Andia-
mo a vedere che forma assume Sz in rappresentazione spinoriale.

Consideriamo uno stato arbitrario dell’elettrone, uno stato misto di up
e down |ψ >:

Sz|ψ >= Sz

∫
d3r[ψ+(~r)|~r, u1 > +ψ−(~r)|~r, u2 >] =

=

∫
d3r[ψ+(~r)

~

2
|~r, u1 > −ψ−(~r)

~

2
|~r, u2 >] =

=

∫
d3r[ψ+(~r)Sz|~r, u1 > −ψ−(~r)Sz |~r, u2 >]
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il che implica che

Sz(
ψ+

ψ−
) =

~

2
(
ψ+

−ψ−
)

Per trovare la rappresentazione spinoriale di Sz, consideriamo adesso che

(ψ+, ψ−)t = ψ+(1, 0)t + ψ−(0, 1)t (ψ+,−ψ−)t = ψ+(1, 0)t − ψ−(0, 1)t

per cui

S̃z[ψ+(1, 0)t + ψ−(0, 1)t] =
~

2
[ψ+(1, 0)t − ψ−(0, 1)t] =⇒

=⇒ ψ+S̃z(1, 0)t + ψ−S̃z(0, 1)t = ψ+
~

2
(1, 0)t − ψ−

~

2
(0, 1)t

Quest’ultima relazione deve valere per tutte le funzioni ψ+, ψ− e quindi si
avrà

S̃z(
1
0

) =
~

2
(

1
0

) S̃z(
0
1

) = −~

2
(

0
1

)

I vettori (1, 0)t e (0, 1)t sono autovettori, mentre ±~

2 sono autovalori di S̃z .
Infine possiamo scrivere

S̃z =
~

2
(

1 0
0 −1

) =
~

2
σz (10.17)

essendo σz una matrice di Pauli. Un discorso analogo si può fare per co-
noscere la rappresentazione spinoriale di S±. A partire dalle considerazioni
precedenti, e ricordando che S+|~r,+ >= 0 abbiamo:

S̃+|ψ >= S̃+

∫
d3r[ψ+(~r)|~r, u1 > +ψ−(~r)|~r, u2 >] =

=

∫
d3rψ−(~r)|~r,+ >

da cui

S̃+(ψ+, ψ−)t = ~(ψ−, 0)t =
~

2
σ+(ψ+, ψ−)t =⇒ S̃+ =

~

2
σ+ (10.18)

con

σ+ = (
0 2
0 0

)

Analogamente

S̃− =
~

2
σ− (10.19)

con

σ− = (
0 0
2 0

)
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Possiamo adesso ricavare le altre matrici di Pauli. Dalla definizione di S±
abbiamo che

S̃x =
1

2
(S̃+ + S̃−) =

1

2

~

2
(σ+ + σ−) =

~

2
σx [σx =

1

2
(σ+ + σ−)](10.20)

S̃y = S̃+ − S̃− =
1

2i

~

2
(σ+ − σ−) =

~

2
σy [σy = − i

2
(σ+ − σ−)](10.21)

Essendo S̃z diagonale, i suoi autovalori saranno per la sua struttura λ =
±1 e questo perchè abbiamo scelto come osservabile proprio Sz. I suoi
autovettori formano una base nello spazio di spin.

Da notare che se abbiamo un sistema a più particelle e indichiamo il
suo stato di spin come una combinazione lineare di spin up e down, non
significa che alcune particelle hanno spin up ed altre spin down, ma che lo
stato di ogni particella continua ad essere una loro combinazione lineare.

Supponendo di voler calcolare il valore medio di Sx nello stato |ψ >:

< ψ|Sx|ψ >=

∫
d3rΨ̃†(~r)

~

2
σxΨ̃(~r)

Se |ψ >=
∫
d3r

∑
i ψi|r, ui >, tenendo conto che < ψ|Sx|ψ >=< ψ|SxI|ψ >

si avrà

< ψ|Sx|ψ >=

∫
d3r

2∑

i=1

< ψi|Sx|r, ui >< r, ui|ψ >=

=

∫
d3r

2∑

i=1

< ψi|Sx|r, ui > ψi(~r) =

=

∫
d3r

2∑

i=1

∑

j

∫
d3r′ψ∗

j (~r) < ~r′, uj |Sx|~r, ui > |ψi(~r)

Poichè

< ~r′, uj|Sx|~r, ui >= δ3(~r′ − ~r) < +|Sx|− >

il δ3 elimina l’integrale in dr′. Inoltre

< +|Sx|− >= (1, 0)
~

2
σx(0, 1)t =

~

2

per cui in definitiva

< ψ|Sx|ψ >=
~

2

∫
d3rΨ̃†(~r)σxΨ̃(~r)

Per un generico operatore A che può far cambiare lo stato di spin, possiamo
trovare la relazione precedente. Dobbiamo sapere come A agisce sullo stato
di spin:

A|+ >= α|+ > +β|− >

Seguiamo la seguente convenzione:

A|+ >= A++|+ > +A+−|− >
A|− >= A−+|+ > +A−−|− >
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Conoscendo i 4 coefficienti, avremo il risultato cercato. In generale

A|ui >=

2∑

j=1

Aij |uj >

L’operatore è dunque diventato una matrice 2x2 Aij , che ne è la rappre-
sentazione spinoriale. Se A è locale, ovvero A|r, ui >=

∑
i,j Aij(~r)|r, uj >,

avremo

< ψ|A|ψ >=

∫
d3rΨ̃†(~r)AijΨ̃(~r) =

∫
d3rΨ̃†(~r)ÃΨ̃(~r) (10.22)

Se invece l’operatore non agisce sullo spin, come l’impulso, avremo per
|ψ′ >= Px|ψ > e ψ′

i(~r) =< ~r, ui|ψ′ >:

ψ′
i(~r) =

~

i
∇x < ~r, ui|ψ >=

~

i

∂

∂x
ψi(~r)

Non cambiando lo stato di spin, la rappresentazione spinoriale è una matrice
diagonale che non mescola stati di spin: P̃x = ~

i
∇xI. Il valor medio sarà

< ψ|Px|ψ >=

∫
d3r

∑

i

< ψ|~r, ui >< ~r, ui|Px|ψ >=

=

∫
d3r

∑

i

ψ∗
i (~r)

~

i

∂

∂x
ψi(~r) =

∫
d3rΨ̃†(~r)P̃xΨ̃(~r) (10.23)

Le componenti Sx, Sy e Sz non commutano tra loro e gli autostati dell’uno
non saranno autostati per gli altri. Tuttavia, per esempio, gli autovettori
di Sx si possono scrivere come combinazione lineare di quelli di Sz, che
abbiamo scelto come osservabile per analizzare il sistema. Risolviamo l
’equazione agli autovalori

σx(α, β)t = λ(α, β)t

Per λ = 1, il primo autovalore di Sz, si ha

σx(α, β)t = (α, β)t =⇒
{
α = β

β = α

che ci da come primo autovettore (1, 1)t. Normalizzando il vettore, avremo
ξ1 = 1√

2
(1, 1)t. Analogamente per il secondo autovalore λ = −1 otterremo

il vettore normalizzato ξ2 = 1√
2
(1,−1)t. Se introduciamo gli autovettori

η1 = (1, 0)t e η2 = (0, 1)t di σz , possiamo scrivere finalmente gli autovettori
di σx come combinazione lineare di quelli di σz :

ξ1,2 =
1√
2

(η1 ± η2) (10.24)

Analogamente per gli autovettori di σy :

ζ1,2 =
1√
2

(η1 ± iη2) (10.25)
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10.4 Rotazione delle osservabili

Supponiamo di ruotare un sistema fisico sorgente-rivelatore e di indicare
le ampiezze relative agli stati di tale sistema con < ψR|ψS >; il sistema
ruotato avrà ampiezze < ψ′

R|ψ′
S >. L’operatore che esegue la rotazione di

un angolo ϕ sia Uϕ.
Tale operatore deve essere unitario poichè la rotazione preserva le di-

stanze relative e lo spazio è supposto isotropo. Eseguire una rotazione
incide sulle grandezze osservabili: se facciamo una rotazione degli apparati
sperimentali, cambiano gli stati, ma se ruotiamo il sistema di riferimento
lasciando fissi gli apparati, allora gli stati si preservano ma cambiano le
grandezze osservate, abbiamo una trasformazione del tipo A −→ A′.

Quello appena descritto è il punto di vista passivo della rotazione,
esattamente come abbiamo fatto per le traslazioni.

Considerando di fare una rotazione del sistema fisico e del sistema di
riferimento contemporaneamente, non deve cambiare nulla nè negli stati nè
nelle misure delle osservabili e il valore medio di A deve essere uguale a
quello di A′:

< ψ|A|ψ >=< ψ′|A′|ψ′ >=< ψ|U †
ϕAUϕ|ψ > ∀ψ

il che implica che A′ = UϕAU
†
ϕ. Come nel caso delle traslazioni, anche

qui possono esserci osservabili invarianti per rotazioni, ossia A = A′. Sia n̂
l’asse di rotazione e A un operatore invariante per rotazioni:

A = UAU † = (I − i

~
δϕJn)A(I +

i

~
δϕJn) = A+

i

~
δϕ(AJn − JnA) + o(δϕ2)

da cui, notando che tra parentesi vi è un commutatore che deve annullarsi,
avremo che condizione necessaria e sufficiente affinchè un’osservabile sia

invariante per rotazioni è che commuti con il generatore delle rotazioni

attorno a quell’asse.
Se A è invariante qualunque sia n̂, allora [A, ~J ] = 0 e l’operatore A è

uno scalare.
Inoltre la commutazione di A con J implica anche quella con J2. A tal

proposito sia {A, J2, Jz} un sistema di osservabili compatibili: vogliamo
studiare lo spettro di A tra gli autovettori di J2 e Jz

A|τ, j,m >= aτj,m|jm >

Gli autovalori non dipendono da m, ma solo da j. Poichè [A, J+] = 0,
avremo che

AJ+|τ, j,m >= J+A|τ, j,m >= aτj,mJ+|τ, j,m >= aτj,mα|τ, j,m+ 1 >

da cui se ne deduce ke J+|τ, j,m > è un autovettore di A e che

A|τ, j,m+ 1 >= aτj,m|τ, j,m+ 1 >

quindi lo è anche |τ, j,m + 1 > e con lo stesso autovalore di prima, quindi
aτj,m −→ aτ . Cò significa che c’è almeno una degenerazione di 2j + 1 ed
esiste tutto un sottospazio in cui i vettori sono tutti autovettori di A con il
medesimo autovalore; indichiamo questo sottospazio con Ξ(tau,j).
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Quando A è uno scalare i suoi autovalori dipendono da j e presentano
una degenerazione di rotazione pari almeno a 2j + 1. Tale degenerazione
potrebbe anche essere maggiore poichè potrebbe avvenire che aτj = aτ

′

j′ .
Questo sottospazio è invariante per rotazione ed è irriducibile rispetto

ad essa, ovvero al suo interno non c’è alcun sottospazio che gode della
stessa proprietà di invarianza. Preso un vettore di Ξ(tau,j), applichiamogli
un operatore di rotazione: Un̂(ϕ)|τ, j,m >. Ricordiamo che [Jn, Un] = 0

poichè Un(ϕ) = e−
i
~
ϕJn .

Di conseguenza per qualunque base |τ, j,m > possiamo scrivere

JnUn|τ, j,m >= UnJn|τ, j,m >

e questo dunque vale anche per ogni combinazione lineare di questi vettori.
Se tra essi scelgo proprio un autovettore |τ, γ, µ > di Jn tale che

Jn|τ, γ, µ >= µ~|τ, γ, µ >

allora possiamo scrivere che

JnUn|τ, γ, µ >= UnJn|τ, γ, µ >= µ~Un|τ, γ, µ >

mettendo in evidenza che Un|τ, γ, µ > è autovettore di Jn con autovalore
µ~. Ciò significa che applicando l’operatore di rotazione ad un vettore
del sottospazio, otteniamo un altro vettore appartenente ad esso: que-
sto comportamento è ciò che indichiamo con il termine invarianza per
rotazione.

Supponiamo di trattare un sistema invariante per rotazione e che quindi
l’hamiltoniano sia uno scalare: [H, ~J ] = 0. Scegliamo l’asse n̂ come asse di
rotazione e indichiamo con ψt lo stato del sistema all’istante t. Sappiamo
che vale la relazione

i~
d

dt
< Jn >t=< [Jn, H ] >t= 0 =⇒< Jn >t= cost

indipendentemente dallo stato di preparazione del sistema, si conserva la
componente n̂ del momento angolare, nel caso in cui H sia invariante per
rotazioni attorno all’asse fissato.

Supponendo di aver preparato il sistema all’istante t = 0 in un autostato
di Jn che indichiamo con |m >= |ψ, t = 0 >, avremo Jn|m >= m~|m >.
In un istante successivo, il sistema si troverà in uno stato che è autostato
di Jn con lo stesso autovalore. Infatti sia

|ψ, t >= e−
i
~
Ht|ψ, t = 0 >

per H non dipendente esplicitamente dal tempo. Applicando Jn:

Jn|ψ, t >= Jne
− i

~
Ht|ψ, t = 0 >= e−

i
~
HtJn|m >= e−

i
~
Htm~|m >=

= m~e−
i
~
Ht|m >= m~|ψ, t >

che è quello che volevamo dimostrare. Questo non significa che |ψ, t >=
|ψ, t = 0 > perchè bisogna tenere conto della possibile degenerazione. Il
numero quantico conservandosi traduce algebricamente la legge di conser-

vazione del momento angolare.
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10.4.1 Operatori nello spazio degli spin

Ci chiediamo adesso che forma ha l’operatore di rotazione nello spazio degli
spin. Gli stati di base sono |~r,± >.

Supponiamo di compiere una rotazione di angolo ϕ attorno all’asse n̂ e
vediamo l’effetto della rotazione rispetto alla base scelta. Poichè Sn = ~S · n̂,
possiamo scrivere Un(ϕ) = e−

i
~
ϕSn , il cui effetto è quello di cambiare lo

stato iniziale di spin del sistema, nello stato di spin finale del sistema.

Se l’asse di rotazione è z, avremo Uz(ϕ) = e−
i
~
ϕSz da cui

e−
i
~
ϕSz |± >= e∓

i
~
ϕ~

2 |± >= e∓
i
2
ϕ|± >

Poichè il generico stato di spin è |ψ >= α|+ > +β|− >, applicando ad esso
Uz(ϕ) otterremo

Uz(ϕ)|ψ >= αe−
i
2
ϕ|+ > +βe+

i
2
ϕ|− >

Usando la rappresentazione spinoriale, |+ >= (1, 0)t, |− >= (0, 1)t e un
qualsiasi vettore ψ sarà (α, β)t. L’operatore Uz sarà quella matrice che
trasforma lo spinore:

Ũ(
α

β
= (

αe−
i
2
ϕ

βe+
i
2
ϕ

) =⇒ Ũ = (
e−

i
2
ϕ 0

0 e+
i
2
ϕ

)

Quindi

Ũz = e−
i
~
Sz = (

e−
i
2
ϕ 0

0 e+
i
2
ϕ

) = (
cos ϕ2 − i sin ϕ

2 0
0 cos ϕ2 + i sin ϕ

2

) =

= cos
ϕ

2
I + (−i)( 1 0

0 −1
) sin

ϕ

2
= cos

ϕ

2
I +−i sin

ϕ

2
σz

Analogamente si dimostra che

Ũx = cos
ϕ

2
I +−i sin

ϕ

2
σx

Ũy = cos
ϕ

2
I + −i sin

ϕ

2
σy

In generale, se ni sono i coseni direttori e σn =
∑

i σini per i = x, y, z,
avremo

Ũn̂(ϕ) = cos
ϕ

2
I +−i sin

ϕ

2
σn (10.26)

Al medesimo risultato si può giungere formalmente notando che

Ũz = e−
i
~
Sz = e−

i
~

~

2
σz = e−

i
2
ϕ

e sviluppando in serie. Ricordando che σ2p
z = I e σ2p+1

z = σz , si ottiene
proprio il risultato richiesto.
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Sia data una particella di spin ~S; scegliamo come base la posizione e lo
spin |~r, s,ms >. Lo spazio generale degli autovettori sappiamo che sarà il
prodotto tensoriale tra lo spazio di spin e quello orbitale, possiamo quindi
mettere in corrispondenza gli stati |ψ > di Htot con i vettori |~r, s,ms >.

Supponendo di fare una rotazione tramite l’operatoreUR attorno all’asse
z, avremo

UR|~r, s,ms >= e−
i
~
ϕLze−

i
~
ϕSz |~r, s,ms >

Se gli operatori Sz e Lz commutano, avremo

UR|~r, s,ms >= e−
i
~
ϕ(Lz+Sz)|~r, s,ms >

A questo punto il generatore delle rotazioni è ~J = ~L + ~S(= ~LorbIspin +
~SspinIorb).

Supponiamo adesso di avere due particelle e che gli stati che descrivono
il sistema siano |~r1, ~r2 >= |~r1 > ⊗|~r2 >: in tal caso il generatore delle

rotazioni sarebbe stato ~L = ~L1 + ~L2. Quanto verrà detto d’ora in avanti
vale per ogni momento angolare.

Se avessimo dovuto tenere conto solo di ~L, avremmo avuto Htot =
⊕D(l), che è la somma su tutti i sottospazi che hanno autovettori |τ, l,ml >

di autovalori ~
2l(l+ 1) di L2 e ml = −l, ..., 0, ..., l di Lz. Analogamente per

~S avremo Hs = ⊕D(s), i cui autovettori |τ, s,ms > hanno per s fissato au-
tovalori ms = −s, ..., 0, ..., s. Dal prodotto tensoriale dei due spazi abbiamo
lo spazio di Hilbert generale Htot = ⊕l,sD(l) ⊗D(s).

Preso uno di questi sottospazi formato da autovettori di L2 e S2, D(l,s),
avremo che una base per esso sarà |τ, l,ml, s,ms >, autostati simultanei
degli operatori relativi a τ e a L2, S2, Lz, Sz.

Si tratta di capire se in questo sottospazio ci sono autostati di J2 e Jz .
Poichè J2 = L2 + S2 + 2~L · ~S, avremo che [Ji, Li] = 0 e

[J2, L2] = [J2, S2] = 0

Allora, tralasciando la parte relativa a τ , come set alternativo di operatori
commutanti possiamo assumere {J2, L2, S2, Jz}. Non abbiamo scelto Lz in
luogo di Jz perchè [J2, Lz] 6= 0 e analogamente per Sz; tuttavia commuta
con Jz poichè [J2, Lz] = −[J2, Sz].

Gli autostati comuni sono |τ, j, l, s,m > e per quanto detto in prece-
denza, gli autostati di Jz lo sono anche di Lz e Sz, da cui m = ml + ms.
Dunque in D(l,s) (che ha dimensione 2(2l+ 1)) abbiamo

|τ, j, l, s,m >=
∑

ml,ms

ajml,ms |l,ml, s,ms >

in cui i coefficienti hanno natura geometrica e dipendono solo dalla rotazione
effettuata: essi sono detti di Clebsch-Gordan.

Introdotti L± = Lx ± iLy e S± = Sx ± iSy, avremo:

J2 = L2 + S2 + 2(LxSx + LySy) + 2LzSz = L2 + S2 + 2LzSz + L+S− + L−S+
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Fissati j,m esisteranno |j,m > vettori linearmente indipendenti (e quin-
di ortonormalizzabili)? Fissato j esistono 2m + 1 autovettori di diverso
mj , e indichiamo questo set con |j,m >1. Ma se esistesse un |j,m >2 di
vettori ortogonali a |j,m >1? Indichiamo con N(j) la degenerazione rela-
tiva a j, ossia il numero totale di questi set diversi che abbiamo supposto.
Analogamente indichiamo con n(m) quella relativa ad m.

Se ci fosse un solo j possibile avremmo la degenerazione legata ad m

per via della relazione |m| ≤ j. Se per ogni j esistesse solo una base |j,m >

avremmo che

n(m) =
∑

h≥|m|
N(h) n(j) =

∑

h≥j
N(h) n(j + 1) =

∑

h≥j+1

N(h)

da cui n(j)−n(j+1) = N(j). Per contare la degenerazione su m = ml+ms

dobbiamo cercare tutte le combinazioni possibili di interi e seminteri che ci
danno m. Supponiamo l ≥ s (l’inverso sarebbe ugualmente possibile, ma
non cambierebbe nulla nella trattazione) e reticoliamo il piano Omlms in
modo da vedere quanti punti1 stanno sulla retta ms +ml = m.

Le proiezioni sugli assi coordinati sono tante quanti i punti sulla retta.
Poichè l’altezza del rettangolo reticolato è 2s + 1 e la lunghezza è 2l + 1,
proiettando m sull’asse ml = l otteniamo il sistema tra questa equazione
e quella della retta, che ammette come soluzione ms = m − l. A questo
punto avremo n(m) = s+ 1− [−(|m| − l)] = s+ l + 1− |m|.

Costruendo le altre parallele alla retta in questione si nota che il massimo
si raggiunge per ml = l e ms = −s e procedendo slittando verso sinistra il
massimo sarà n(m) = 2s+1 nel vertice superiore, mentre in quello inferiore
a destra avremo m = l − s (raggiungendo per slittamento il punto (−l, s)
si avrà m = −l + s). Infine avremo che il massimo si ha per |m| ≤ |l − s|,
andando via via scalando di un’unità man mano che la retta si sposta.
Se m > l + s la retta sarà fuori e non avremo nessun punto sul reticolo.
Riepilogando:

n(m) =





0 m > l + s

2s+ 1 |m| ≤ |l − s|
l + s+ 1− |m| |l − s| ≤ |m| ≤ l+ s

Da quanto detto possiamo risalire alla degenerazione su j: N(j) = n(j) −
n(j + 1), per cui

N(j) =






0 j > l + s

0 |j| ≤ |l − s|
1 |l − s| ≤ j ≤ l + s

Cosa abbiamo trovato? Se ~J = ~L+ ~S, nel sottospazio D(l,s) si troveranno
gli autovettori di {J2, L2, S2, Jz} per |l− s| ≤ j ≤ l+ s e ve n’è un solo set
di 2j + 1 vettori con lo stesso j. Come costruire tale set?

Ci poniamo nel vertice destro superiore del reticolo: m = l + s (un
solo modo). L’autostato |l,ml = l, s,ms = s > è di {L2, Lz, S

2, Sz} (ma
anche di Jz ovviamente); di conseguenza applicando ad esso Lz e Sz e poi
Jz separatamente, otteniamo Jz|l,ml = l, s,ms = s >= (l + s)~|l,ml =

1Per esempio se fosse m = 4 avremmo 5 coppie: (4, 0), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (0, 4).
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l, s,ms = s > autostato di Jz e J2. Se j è il più alto numero quantico sarà
j = l+ s e m = l+ s (lo stato è |j,m >= |l+ s, l+ s >); per avere tutti gli
altri autovettori applichiamo banalmente J− a questo autovettore:

J−|l + s, l + s >= (L− + S−)|l + s, l + s >= (L− + S−)|l, l, s, s >=

= a|l, l− 1, s, s > +b|l, l, s, s− 1 >

Riapplicando J− successivamente otteniamo ovviamente espressioni più
complicate, per via delle varie combinazioni e contrazioni dei vettori, per un
totale di 2j+1 volte. Se poniamo α|l, l−1, s, s > +β|l, l, s, s−1 >= |α, β >,
possiamo scegliere questo vettore in maniera tale che sia ortogonale al pre-
cedente e tale che J+|α, β >= 0 con (α, β) 6= (0, 0). Imporre questa condi-
zione equivale a dire che j = l+ s− 1 (la massima componente z), trovato
applicando J2|α, β >= (l + s− 1)|α, β >. Gli autovettori saranno dunque

|l + s− 1, l+ s− 1 >, ..., |l + s− 1,m > ...

Poi prendiamo i vettori con autovalore l+ s− 2, cioè |l, s− 2 >, |l− 2, s >,
|l− 1, s− 1 > e imponiamo che l’applicazione di J+ alla loro combinazione
lineare sia nulla, ottenendo un altro set ortogonale al precedente, e cos̀ı via.

10.5.1 Esempio: sistema di due particelle

Consideriamo due particelle di spin ~S1 e ~S2 rispettivamente, e sia ~S =
~Sa + ~S2 e D(s1,s2) = D( 1

2
, 1
2
). Gli autostati di spin delle due particelle

saranno del set {|++ >, |+− >, |−+ >, |−− >}, comuni a S2
1 , S

2
2 , S1z, S2z .

Vogliamo vedere quali altri vettori, comuni a S2
1 , S

2
2 , Sz, S

2, si trovano
in tale sottospazio; li indichiamo con |S,M > con M = m1 + m2 e Sz =
S1z + S2z . Sappiamo che S2 non commuta con S1z e S2z:

S2 = S2
1 + S2

2 + S1zS2z + S1+S2− + S1−S2+

da cui

[S1z, S
2] = 2[S1z, S1x]S2x + 2[S1z, S1y]S2y = 2i~(S1yS2y − S1xS2y) 6= 0

[S2z, S
2] = 2[S2z, S2x]S1x + 2[S2z, S2y]S1y = 2(S2yS1x − S2xS1x) 6= 0

Si nota come [S1z, S
2] = −[S2z, S

2], per cui [S1z + S2z , S
2] = 0. Pos-

siamo cercare gli autovettori comuni a S2
1 , S

2
2 , Sz, S

2, che indichiamo con
|S, 3

4 ,
3
4 ,M >= |S,M >, in modo da individuarli con questi numeri quantici.

Il vettore |+ + > è autovettore di Sz quindi

Sz|+ + >= (S1z + S2z)|+ + >= |+ + >

con M = 1, ma è anche autostato di S2:

S2|+ + >= (
3

4
+

3

4
+ 2

1

4
)|+ + >= 2|+ + >= S(S + 1)

con autovalore S = 1 come abbiamo dedotto. Normalizzato, l’autovettore
sarà |+ + >= |1, 1 >, in questo modo possiamo individuarlo con i numeri
quantici di S2 e Sz. Gli altri autovettori possiamo ricavarli applicando S−:

S−|+ + >= α|1, 0 >=
√
S(S + 1)−M(M + 1)|1, 0 >=

√
2|1, 0 >
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avendo calcolato per S = 1,M = 0. Normalizzando:

|1, 0 >=
1√
2
S−|+ + >=

1√
2

(S1− + S2−)|+ + >=
1√
2

[| −+ > +|+− >]

Un altro autostato di S2, Sz sarà |1,−1 >= | − − >: in questo modo
abbiamo costruito la tripletta, detta cos̀ı perchè si ha s = 1 e 3 autovalori
possibili di M .

Trattiamo la parte s = 0: in tal caso si deve necessariamente avere
M = 0 e lo stato |0, 0 > può provenire solo da uno spin up e da uno
spin down, dunque prendiamo la combinazione lineare |α, β >= α| + − >

+β|−+ > e imponiamo che sia ortogonale a |1, 0 > oppure imponiamo che
S+|α, β >= 0 e ricaviamo i valori dei coefficienti:

S+|α, β >= (S1+ + S2+)[α|+− > +β| −+ >] = α|+ + > +β|+ + >=

= (α+ β)|+ + >= 0

da cui α = −β; se vogliamo lo stato normalizzato dovrà essere α = 1√
2

quindi avremo in definitiva

|0, 0 >=
1√
2

[|+− > −| −+ >]

Applicando S2 a |0, 0 > notiamo subito che il numero quantico s è nullo:
questa parte si dice di singoletto, poichè c’è un solo vettore con S = 0,M =
0.

10.5.2 Esempio: momento angolare totale di una par-

ticella

Consideriamo una particella di spin 1
2 e calcoliamo ~J = ~L+ ~S ed i relativi

autovalori. Troveremo che j = l± 1
2 : passiamo allo studio degli autovettori.

Sommiamo due generici momenti angolari ~J = ~J1+ ~J2, pertanto D(j1,j2)

sarà il sottospazio generato dagli autovettori comuni a J2
1 , J

2
2 , J1z, J2z, i

quali li indicheremo con |j1,m1, j2,m2 >.
Se vogliamo una base dello spazio di Hilbert, indichiamo con τ i numeri

quantici delle osservabili compatibili che completano il set |τ, j1,m1, j2,m2 >.
Possiamo anche trovare gli autovettori comuni a J2, Jz, J

2
1 , J

2
2 e li indichia-

mo con |τ, j, j1, j2,M >, che formano una basa; ricordiamo che si deve avere
|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2.

A volte può essere utile passare da una base all’altra e viceversa:

∑

m1,m2

|τ, j1,m1j2,m2 >< |τ, j1,m1, j2,m2| = I =⇒

|τ, j, j1, j2,M >=
∑

m1,m2

|τ, j1,m1j2,m2 >< |τ, j1,m1, j2,m2|τ, j, j1, j2,M >

Stiamo esprimendo i vettori di una base mediante combinazione lineare
di quelli dell’altra. I coefficienti di combinazione non dipendono da τ ma
solo dalle rotazioni geometriche, dalle proprietà di rotazione dello spazio
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di Hilbert. Generalmente si esprimono come < j1,m1, j2,m2|J,M >, detti
coefficienti di Clebsch-Gordan, che abbiamo già trattato.

Essi sono diversi da zero solo se M = m1 +m2, altrimenti si annullano.
Inoltre deve essere rispettata la disuguaglianza triangolare |j1 − j2| ≤ j ≤
|j1 + j2|.

Si può scegliere la fase del vettore che ha componente z massima, in
maniera tale che i coefficienti di Clebsch-Gordan siano reali. Si noti che la
scelta è univoca: a partire da |j1, j2 > si determina la scelta e poi applicando
e reiterando J otteniamo tutti gli altri coefficienti.

10.5.3 Esempio: particella in un campo magnetico

Una particella di massa m e momento magnetico ~µ = µ0
~S di spin 1

2 , si

trova in una regione di campo magnetico ~B = (B, 0, 0). All’istante t = 0
la particella ha spin Sz =↑ trovandosi dunque nello stato |+ >z. Vogliamo
conoscere la probabilità di trovare la particella all’istante t in uno stato Sy
con spin 1

2 , ossia nello stato |+ >y.
Scriviamo l’hamiltoniano nella sua parte di spin:

H = −~µ · ~B = −µ0
~S · ~B = −µ0

~

2
~σ · ~B = −µ0

~

2
σxB

Possiamo risolvere l’equazione spinoriale di Schr. oppure vedere come si
evolve nel tempo lo stato iniziale che in termini di spinori è (1, 0)t:

e−
i
~
Ht(1, 0)t = e

i
~
µ0

~

2
σxBt(1, 0)t = ei

µ0
2
σxBt(1, 0)t =

= [cos(
µ0

2
Bt) + i sin(

µ0

2
Bt)]σx(1, 0)t =

= cos(
µ0

2
Bt)(1, 0)t + i sin(

µ0

2
Bt)(0, 1)t =

(
cos(µ0

2 Bt)
i sin(µ0

2 Bt)

)

Quello appena trovato è lo stato al tempo t, lo spinore autostato di σy
con spin 1

2 è 1√
2
(1, i)t: per ottenere la probabilità richiesta dobbiamo

moltiplicare 1√
2
(1, i)∗ per lo spinore appena trovato, ottenendo

1√
2

(1,−i)(cos(
µ0

2
Bt), i sin(

µ0

2
Bt))t =

1√
2

[cos(
µ0

2
Bt) + i sin(

µ0

2
Bt)]

il cui modulo quadro fornisce la soluzione al problema, pari a 1
2 (1 + sinwt)

con w = µ0

2 B.
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CAPITOLO 11

Metodi di approssimazione

In questo capitolo affrontiamo il problema dello studio degli autovalori di
energia e degli autostati dell’hamiltoniano, nel caso in cui esso non può
essere risolto in maniera precisa, ma solo ricorrendo a metodi di approssi-
mazione.

11.1 Evoluzione di un sistema a 2 livelli

Sia H = H0 + V l’hamiltoniano che può assumere solo 2 valori, essendo
H0 noto e V un termine aggiuntivo. Gli autovalori di H0 siano E0

1 e E0
2 e

|ϕ1 >, |ϕ2 > siano i suoi autostati. Poichè H0 è osservabile, i suoi autovet-
tori formeranno una base che sceglieremo per la risoluzione del problema.
Notiamo che

< ϕi|H |ϕj >=< ϕi|H0|ϕj > + < ϕi|V |ϕj >= E0
i δij + Vij (11.1)

essendo Vij = V ∗
ji e avendo supposto gli stati normalizzati. Otteniamo la

matrice

Hij =

(
E0

1 + V11 V12

V21 E0
2 + V22

)

Trovare gli autovalori equivale a risolvere H |ϕ >= E|ϕ >, che corrisponde
a diagonalizzare la matrice Hij .

Poichè V12 = he−iϕ e V21 = heiϕ, avremo

Hij =

(
E1 he−iϕ

heiϕ E2

)
= aI + b

(
1 h

b
e−iϕ

h
b
eiϕ −1

)

con a = 1
2 (E1 + E2) e b = 1

2 (E1 − E2) come si può verificare facilmente.
Se V fosse stata diagonale allora anche H lo sarebbe stata e i suoi

autovalori sarebbero quelli di H0 solo shiftati dei termini V12 e V21. Lo
studio di H si riduce dunque allo studio della matrice hermitiana A a traccia
nulla:

A =

(
1 tan θe−iϕ

tan θeiϕ −1

)
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11.1. Evoluzione di un sistema a 2 livelli

essendo tan θ = h
b

e supponendo che θ 6= π
2 . Gli autovalori che si rica-

vano dallo studio dell’equazione agli autovalori sono λ1,2 = ± 1
cos θ e gli

autovettori invece

u1 =

(
cos θ2e

−iϕ
2

sin θ
2e
iϕ
2

)
u2 =

(
− sin θ

2e
−iϕ

2

cos θ2e
iϕ
2

)

Avendo risolto A passiamo alla risoluzione di H nella forma in cui l’abbiamo
messa poco prima. Poichè I è già diagonale, il problema è risolto prendendo
come soluzioni E± = a± b

cos θ , ovvero

E± =
1

2
(E1 + E2)± 1

2

√
(E1 − E2)2 + 4|V12|2 (11.2)

Gli autovettori rimangono gli stessi, ma da esprimere in funzione di h
b
; li

chiameremo u± per avere una corrispondenza diretta.
Matematicamente a E± corrispondono gli stati |ψ± > nello spazio dei

ket; poichè per esempio

u+ =

(
< ϕ1|ψ+ >

< ϕ2|ψ+ >

)

avremo in sostanza che

|ψ+ >=
∑

i

|ϕi >< ϕi|ψ+ >= cos
θ

2
e−i

ϕ
2 |ϕ1 > + sin

θ

2
ei
ϕ
2

e analogamente

|ψ− >= − sin
θ

2
e−i

ϕ
2 |ϕ1 > + cos

θ

2
ei
ϕ
2

Se V fosse diagonale avremmo V12 = 0 e E± = E1,2, θ = 0 e |ψ± >=
|ϕ1,2 >, ovvero coinciderebbero con quelli di H0. Tuttavia la presenza di
V12 combina i 2 stati e i |ψ± > devono essere necessariamente una miscela
degli stati di H0.

Detto Em = 1
2 (E1 + E2) il valore medio dell’energia, che non cambia

con la presenza del termine di accoppiamento, e posto ∆ = 1
2 (E1 − E2),

possiamo riscrivere E± = Em ±
√

∆2 + |V12|2 (da notare che in assenza di
V12 avremmo E± = Em ±∆, ovvero i livelli di E non perturbati).

Fissato Em, vediamo come cambiano le cose al variare di ∆: otteniamo
due iperboli simmetricamente disposte; al crescere di ∆ aumenta la sepa-
razione fra i livelli ed il termine di accoppiamento ha poca influenza sugli
autovalori, mentre per ∆ = 0 abbiamo E± = Em ± |V12|.

Inoltre E+ − E− = 2
√

∆2 + |V12|2 ≥ 2∆ = E1 − E2, e quindi la se-
parazione di E è maggiore rispetto al caso non perturbato, per qualunque
∆.

Se ∆ >> |V12| si parla di accoppiamento debole, notevolmente differente
da quando ∆ << |V12|, il caso dell’accoppiamento forte dove E+ − E− =
2|V12|.

Abbiamo analizzato il comportamento degli autovalori, passiamo agli

autostati. Poichè se tan θ = |V12|
∆ e ∆ >> |V12|, ci troviamo nel caso
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11.2. Teoria delle perturbazioni indipendente dal tempo

tan θ −→ 0, cioè θ −→ 0 e dunque |ψ± >≃ |ϕ1,2 >, poichè restano dei
residui di |ϕ2 > e |ϕ1 > rispettivamente.

Invece il caso d’accoppiamento forte si traduce in tan θ −→ +∞ ovvero
θ ≃ π

2 il che significa che gli stati |ψ± > sono modificati rispetto a prima e
bisogna necessariamente tenere conto delle interazioni.

L’evoluzione temporale del sistema è data a partire da |ψ, t = 0 >=
|ϕ1 > (autostato di H0) con

|ϕ1 >= ei
ϕ
2 [cos

θ

2
|ψ+ > − sin

θ

2
|ψ− >] = |ψ0 > (11.3)

che al tempo t si evolve in |ψ >= e−
i
~
Ht|ψ0 > ovvero

|ψt >= ei
ϕ
2 [cos

θ

2
e−

i
~
E+t|ψ+ > − sin

θ

2
e−

i
~
E−t|ψ− >] (11.4)

Se vogliamo sapere quale sia la probabilità di fare una misura al tempo t e
trovare |ϕ2 >, dobbiamo fare

P12 = | < ϕ2|ψt > |2 =
|V12|2

∆2 + |V12|2
sin2[

√
∆2 + |V12|2

~
t] (11.5)

detta formula di Rabi, da cui, essendo P11 = 1− P12 si ottiene

P11 =
1

∆2 + |V12|2
{∆2 + |V12|2 cos2[

√
∆2 + |V12|2

~
t]} (11.6)

Ma
√

∆2 + |V12|2 = E+−E−

2 , per cui il sistema risuona fra i 2 stati di
partenza |ϕ1,2 >.

Per ∆ >> |V12| lo stato |ψt >≃ |ϕ1 > sarà praticamente uno stato
stazionario e l’evoluzione temporale sarà lenta, oscillante ma con oscillazioni
piccole.

Per ∆ << |V12| le oscillazioni saranno rapide e |ϕ1 > sarà una miscela
di |ψ+ > e ψ−, cos̀ı come |ϕ2 >.

11.2 Teoria delle perturbazioni indipendente

dal tempo

Supponiamo di avere l’hamiltoniano H = H0 + W , essendo W un termine
di interazione. La teoria che andremo a proporre funziona bene solo nel
caso in cui gli elementi di matrice di W di un suo qualsiasi stato, sono più
piccoli di quelli di H0.

Per questo motivo si suole evidenziare la piccolezza tramite un fat-
tore λ tale che W = λV . L’equazione agli autovalori sarà H |ψ(λ) >=
E(λ)|ψ(λ) >. H0 è noto e per semplificare la scrittura supponiamo discre-
to il suo spettro: H0|ϕαn >= E0|ϕαn >, essendo α un indice che tiene conto
dell’eventuale degenerazione.

Se λ = 0 notiamo che H = H0 e gli autovalori dell’uno lo sono anche per
l’altro, analogamente gli autovettori. La teoria consiste nel supporre che
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11.2. Teoria delle perturbazioni indipendente dal tempo

sia possibile sviluppare gli autovalori E(λ) e gli autovettori ψ(λ) in serie di
potenze che dipendano da λ:

E(λ) =

∞∑

i=0

ǫiλ
i |ψ(λ) >=

∞∑

i=0

λi|i >

essendo |i > l’appossimazione di ordine i del vettore. Per procedere nella
trattazione, dobbiamo supporre che queste due serie convergano e anche
rapidamente. Sostituendo nell’equazione agli autovalori otteniamo

(H0 + λV )

∞∑

i=0

λi|i >= (

∞∑

i=0

ǫiλ
i)

∞∑

i=0

λi|i >

Supponendo inoltre le serie uniformemente convergenti, possiamo utilizzare
il principio di identità dei polinomi ed ottenere dunque






H0|0 > −ǫ|0 >= 0
(H0 − ǫ0)|1 > +(V − ǫ1)|0 >= 0
(H0 − ǫ0)|2 > +(V − ǫ1)|1 > −ǫ2|0 >= 0
...

(H0 − ǫ0)|p > +(V − ǫ1)|p− 1 > −ǫ2|p− 2 > −...− ǫp|0 >= 0
...

(11.7)

Normalizziamo in maniera tale che < ψ(λ)|ψ(λ) >= 1 e il fattore di fase
in maniera tale che < 0|ψ(λ) >=reale; prendiamo anche < 0|0 >= 1, il che
implica che l’ampiezza < 0|ψ(λ) > ha tutti i coefficienti reali. Sviluppando
la norma si ha

1 + λ[< 0|1 > + < 1|0 >] + λ2[< 0|2 > + < 2|0 > + < 1|1 >] + ... = 1

I coefficienti dentro le parentesi devono essere tutti nulli per il principio di
identità dei polinomi, e ricordando che essendo reali le ampiezze in gioco,
si ha per esempio < 1|0 >=< 0|1 > e cos̀ı via, portando a < 0|1 >= 0,
2 < 0|2 >= − < 1|1 > e via dicendo. Ammettiamo che E0

n sia degenere di

ordine gn: esisterà un sottospazio D
(0)
n di autovettori di H0 con autovalori

E0
n che indichiamo con |ϕαn >. Nel caso non degenere avremmo |0 >=

|ϕn >, altrimenti sapremo solo che |0 >∈ D(0)
n ma non sapremo con quale

autovettore coincide.

11.2.1 Caso non degenere

Il nostro obiettivo è quello di determinare i coefficienti della serie perturbati-
va per l’energia e i vettori della serie perturbativa degli autostati. Partendo
dalle equazioni (11.7) e moltiplicando per il bra < ϕn| otteniamo

< ϕn|(H0 − ǫ0)|1 > + < ϕn|(V − ǫ1)|0 >= 0 =⇒ ǫ1 =< ϕn|V |ϕn >

che equivale a dire che il valore medio della perturbazione nello stato non
perturbato è la prima approssimazione utile per il caso non degenere:

E(λ) = E0
n+ < ϕn|W |ϕn > (11.8)
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11.2. Teoria delle perturbazioni indipendente dal tempo

Per quanto riguarda gli autostati avremo

< ϕαm|(H0 − E0
n)|1 > + < ϕαm|(V − ǫ1)|0 >= 0 =⇒

=⇒ (E0
m − E0

n) < ϕαm|1 >= − < ϕαm|V |ϕn >=⇒

=⇒< ϕαm|1 >=
< ϕαm|V |ϕn >
E0
n − E0

m

Poichè H0 è un’osservabile, possiamo scrivere

[|ϕn >< ϕn|+
α∑

m 6=n
|ϕαm >< ϕαm|] = 1

e applicando |1 > e ricordando quanto trovato finora, otteniamo

λ|1 >=

α∑

m 6=n
λ|ϕαm >< ϕαm|1 >=

α∑

m 6=n
|ϕαm >

< ϕαm|W |ϕn >
E0
n − E0

m

il cui denominatore sappiamo non annullarsi mai se gli elementi di matrice
non sono infiniti. Al primo ordine otteniamo dunque

ψ(λ) = |ϕn > +

α∑

m 6=n
|ϕαm >

< ϕαm|W |ϕn >
E0
n − E0

m

(11.9)

risolvendo praticamente il nostro problema nel caso in cui l’approssimazione
al primo ordine vada bene, cosa che accade quando il secondo termine è
molto minore di |ϕn >, cioè quando < ϕαm|W |ϕn ><< (E0

n − E0
m), che

significa ammettere che gli elementi di matrice dell’interazione sono molto
più piccoli della separazione tra le energie non perturbate.

Per il secondo ordine si ricava < ϕn|(V − ǫ1)|1 >= ǫ2 da cui ǫ2 =<
ϕn|V |1 > e

λ2ǫ2 = λ2
α∑

m 6=n
< |ϕn|V |ϕαm >

< ϕαm|V |ϕn >
E0
n − E0

m

=

α∑

m 6=n

| < ϕαm|W |ϕn > |2
E0
n − E0

m

ottenendo cos̀ı il secondo ordine di approssimazione:

E(λ) = E0
n+ < ϕn|W |ϕn > +

α∑

m 6=n

| < ϕαm|W |ϕn > |2
E0
n − E0

m

(11.10)

che come nel caso precedente, si può ritenere soddisfacente quando il ter-
mine del secondo ordine è molto minore di quello del primo.

11.2.2 Caso degenere

Sappiamo adesso che in generale un qualunque vettore di D
(0)
n , in partico-

lare |0 >, si scrive come combinazione lineare dei |ϕαn >. Procedendo come
nel caso non degenere otteniamo

< ϕαn |(H0 − ǫ0)|1 > + < ϕαn|(V − ǫ1)|0 >= 0 =⇒ ǫ1 < ϕαn |0 >=< ϕαn |V |0 >
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11.2. Teoria delle perturbazioni indipendente dal tempo

Poichè

|0 >=
∑

α

|ϕαn >< ϕαn |0 >

avremo
∑

β

< ϕαn|W |ϕβn >< ϕβn|0 >= ∆E1
n < ϕαn|0 > (11.11)

essendo ∆E1
n = λǫ1. Quella appena trovata è un’equazione agli autovalori,

dove conoscere |0 > significa conoscere l’ampiezza < ϕαn|0 >. Siano

un =




< ϕ1
n|0 >

< ϕ2
n|0 >

...


 Wαβ

n =< ϕαn |W |ϕβn > (11.12)

il che ci porta a riscrivere l’equazione nella forma

∑

β

Wαβ
n uβn = ∆E1

nu
α
n (11.13)

dove conoscere uαn significa conoscere l’approssimazione zero. La correzione
al primo ordine in λ è data dagli autovalori che vengono fuori da questa
equazione. L’autostato per E0

n, appena avviata l’interazione W , perde la
sua degenerazione e si splitta in gn livelli: se il numero fn degli autovalori è
minore di gn allora vi saranno ancora dei livelli degeneri, se fn = gn allora
la degenerazione scompare del tutto.

11.2.3 Esempio: interazione spin-orbita e effetto Zee-

man

Abbiamo studiato l’atomo idrogenoide, considerando però solo l’interazione

coulombiana e tralasciandone altre. Sia H0 = P 2

2m − e2

4πε0r
: l’hamiltoniano

perturbato, che tiene conto della cosiddetta interazione spin-orbita1 sarà

H = H0 +
1

2

e2

4πε0m2
ec

2r3
~S · ~L (11.14)

Gli autostati dipendono da n, l,ml, s,ms, e in notazione spinoriale avremo

Ψ̃n,l,ml,s,ms = An,lχn,l(r)Y
ml
l (θ, ϕ)η̃ms (11.15)

H0 commuta con L2, Lz, S
2, Sz ma anche con J2, Jz. La presenza di ~S · ~L

fa si che H non commuti separatamente con Lz o Sz, ma con J2 e Jz. Se
trattiamo tutto come una perturbazione di λ = 1

1372 (pari al coefficiente del
nostro W ), nella base {L2, S2, J2, Jz} avremo autostati |n, l, 1

2 , j, jz = m >

tali che

∆E1 = λ < n, l, j,m|
~S · ~L
r3
|n, l, j,m >= λ <

1

r3
>< n, l, j,m|~S · ~L|n, l, j,m >

1Dal punto di vista dell’elettrone, il protone gli ruota intorno, e il campo da esso
generato va a interagire con il campo generato dal movimento di spin dell’elettrone stesso.
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11.2. Teoria delle perturbazioni indipendente dal tempo

La potenzialità di questo metodo risiede nel fatto che l’operatore è brac-
kettato dai suoi autostati; infatti

J2 = (~L+ ~S)2 =⇒ ~S · ~L =
J2 − S2 − L2

2

e siamo proprio in questa base. Per cui, ricordando che j = l ± 1
2 e che il

valore medio è j(j+1)−l(l+1)−s(s+1)
2 , avremo nei due casi (avendo calcolato

< 1
r3
> a parte)

∆E =

{ |E0
n|α2

(2l+1)(l+1)n j = l − 1
2

− |E0
n|α2

l(2l+1)n j = l − 1
2

(11.16)

che rappresenta una parziale rottura di degenerazione, poichè permane
quella legata alla rotazione, dovuta alla simmetria sferica di H .

11.2.4 Esempio: atomo idrogenoide e effetto Stark

Consideriamo un atomo idrogenoide immerso in un intenso campo elettrico,
e sia H = H0+HS , doveHS è l’interazione2 dell’elettrone col campo esterno
e rappresenta il termine perturbativo. Quantitativamente HS = − ~D · ~E =
−qRE cos θ.

Poichè gli elementi di matrice di HS sono piccoi rispetto a quelli di H0

possiamo utilizzare la teoria perturbativa al primo ordine, affrontando i casi
n = 1 (stato fondamentale) e n = 2.

Stato fondamentale n = 1

Esso è non degenere e lo rappresentiamo con |n = 1, l = 0,m = 0 > e
dobbiamo calcolare il valore medio di HS (a meno del fattore −qE):

< n = 1, l = 0,m = 0|R cos θ|n = 1, l = 0,m = 0 >=

=

∫
r2drdΩ < n = 1, l = 0,m = 0|R cos θ|rθϕ >< rθϕ|n = 1, l = 0,m = 0 >=

=

∫
r3drdΩχ1(r) = 2π

∫
r3dr sin θdθ cos θχ1(r) = A

∫ 1

−1

µdµ = 0

cioè la correzione al primo ordine è nulla, mentre non lo sarà quella al
secondo ordine che è proporzionale a E2, con uno spostamento di energia
che segue questo stesso andamento, in pieno accordo con l’effetto Stark.

Stato n = 2

Questo stato ha degenerazione g = 4, gli |n, l,m > sono {|2, 1, 1 >, |2, 1, 0 >
, |2, 1,−1 >} (di tripletto) e |2, 0, 0 > (di singoletto). La matrice della per-
turbazione è H1 = −qER cos θ, i cui elementi si ottengono brackettandola
con i 4 autostati appena menzionati. Gli integrali per il calcolo degli ele-
menti di matrice contengono il prodotto di 3 armoniche sferiche3; tutti meno

2L’interazione genera quello che è conosciuto con il nome di effetto Stark.
3Ricordiamo che affinchè l’integrale di tale prodotto sia non nullo è necessario che

m1 +m2 +m3 = 0, l1 + l2 − l3 sia pari e valga la disuguaglianza triangolare fra essi.
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11.2. Teoria delle perturbazioni indipendente dal tempo

che 2 (gli elementi relativi al singoletto), ossia < 2, 1, 0|H1|2, 0, 0 >= γE e il
suo simmetrico, sono nulli, essendo γ un termine che contiene l’integrazione
su R:

W = γE




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0




Risolvendo l’equazione agli autovalori ricaviamo:

Autovalore Autovettore
0 |2, 1, 1 >
0 |2, 1,−1 >
γE 1√

2
[|2, 1, 0 > +|2, 0, 0 >]

−γE 1√
2
[|2, 1, 0 > −|2, 0, 0 >]

Questo significa che l’autostato al primo ordine perturbativo è la somma
di quello non perturbato più un elemento del tipo 1√

2
(1,±1)t, ossia una

miscela di autostati |2, 1, 0 >, |2, 0, 0 >. Inoltre E2 = E0
2 ± γE e E2 = E0

2

sono i possibili valori di energia (rispettivamente 2p± 2s e 2p). Da notare
che la degenerazione non è stata rimossa, poichè c’è ancora un livello che
ha degenerazione g = 2 (quello 2p) mentre gli altri 2 sono semplici.

L’effetto Stark su n = 2 dà uno shift di energia ∆E = 2γE.

11.2.5 Esempio: particella in un campo magnetico co-

stante

Sia data una particella priva di spin in un campo B costante diretto lungo
z: ~B = B0êz. Qual è lo spettro dell’hamiltoniano?

In questo caso H = 1
2m (~P − e

c
~A)2, essendo ~A il potenziale vettore in

condizioni v << c, cioè in regime non relativistico. Poichè ~A = −Byêx e

H =
1

2m
(~P +

eBy

c
êx)2 =

1

2m
[(Px +

eB0y

c
)2 + P 2

y + P 2
z ]

Per vedere quali sono le costanti del moto basta vedere cosa commuta con
H : Px commuta, dunque è costante del moto e analogamente Pz ; Py non
commuta con H poichè non commuta con y, per cui conviene cercare le
soluzioni nella classe di funzioni comuni a H,Px, Pz. Di fatto

ψ(x, y, z) = e−
i
~
Pxxe−

i
~
Pzzϕ(y)

per cui

1

2m
[(Px +

eB0y

c
)2 + P 2

y + P 2
z ]ψ(x, y, z) = Eψ(x, y, z)

da cui otteniamo

1

2m
[(px +

eB0y

c
)2 − ~

2 d
2

dy2
+ p2

z]ϕ(y) = Eϕ(y)
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11.3. Teoria delle perturbazioni dipendente dal tempo

Sviluppando e ponendo y′ = y + pxc
eB0

otteniamo

− ~
2

2m
ϕ̈+

1

2
mw2y′2ϕ = (E − p2

z

2m
)ϕ (11.17)

essendo derivata rispetto a y′ e w2 =
e2B2

0

m2c2
. Questa è l’equazione dell’oscil-

latore armonico di cui conosciamo già le energie, con la sola differenza che

l’autovalore è E − p2z
2m e quindi avremo

En =
p2
z

2m
+ (n+

1

2
)~w

11.3 Teoria delle perturbazioni dipendente dal

tempo

11.3.1 Transizioni di stati discreti

Supponiamo che il sistema in analisi sia inizialmente retto da H0 noto. All’i-
stante t = 0 viene acceso un termine di interazione ragionevolmente piccolo
rispetto ad H0, di modo che H = H0 + V (t) = H0 + ~W (t), supponendo
che V (0) sia finito e non nullo.

Indichiamo con |ϕk > gli autostati dell’hamiltoniano libero H0|ϕk >=
Ek|ϕk >. Prima dell’interazione il sistema era in uno stato |ϕi > con ener-
gia Ei, poi ha subito un’evoluzione per transizioni continue fino a |ψ, t >.
All’istante t facciamo le nostre misure e ricaviamo uno stato |ϕf > di
energia Ef .

La probabilità di avere Ef sarà Pfi = | < ϕf |ψ, t > |2. Ricordando
l’operatore evoluzione ritardata, sia |ψ(+), t′, t > lo stato che al tempo t si
evolve fino al tempo t′: esso coincide con |ψ0, t

′, t > se H = H0, altrimenti
si ha

|ψ(+), t′, t >= |ψ0, t
′, t > −i

∫ t′

t

dτU0(t′, τ)W (τ)|ψ, τ, t >

Da questa equazione per iterazione possiamo ricavare la serie perturbativa
di Born. Usando l’approssimazione ai primi termini avremo (|ϕi, t >=
U0(t, 0)|ϕi >)

|ψ, t >= |ϕi, t > −i
∫ t

0

dτU0(t, τ)W (τ)|ϕi , τ >

e dunque

< ϕf |ψ, t >=< ϕf |ϕi, t > −i
∫ t

0

dτ < ϕf |U0(t, τ)W (τ)|ϕi , τ >=

= −i
∫ t

0

dτe−
i
~
Ef (t−τ) < ϕf |W (τ)|ϕi > e−

i
~
Eiτ =

= −ie− i
~
Ef t

∫ t

0

dτe−
i
~
(Ef−Ei)τ < ϕf |W (τ)|ϕi >(11.18)
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che è l’ampiezza di transizione. Se definiamo

Wfi =





0 τ > t

< ϕf |W (τ)|ϕi > 0 < τ < t

0 τ < 0

poichè ci interessa proprio per 0 < τ < t, possiamo scrivere il precedente
integrale estendendolo a tutta la retta reale, mettendo Wfi in luogo dell’e-
lemento di matrice. Passando al modulo quadro per ottenere la probabilità
di transizione, il fattore all’esterno dell’integrale non ci interessa più poichè
è di fase e otteniamo

Pfi = |
∫ +∞

−∞
dτeiwfiτWfi(τ)|2 (11.19)

essendo le wfi =
Ef−Ei

~
le frequenze di Bohr: una misura della distanza

tra i livelli non perturbati di energia.

11.3.2 Esempio: interazione costante

Supponiamo per esempio che V sia costante, otterremo

Wfi

∫ t

0

dτeiwfiτ =
W

iwfi
(eiwfit − 1) = 2Weiwfi

t
2

(eiwfi
t
2 − e−iwfi t2 )

2wfii
=

= Wfie
iwfi

t
2

sin(wfi
t
2 )

wfi
2

da cui

Pfi = |Wfi|2
sin2(wfi

t
2 )

w2
fi

4

= |Wfi|2δ2t (wfi)

che è la funzione di diffrazione già nota quando abbiamo parlato dell’e-
sperimento di Young, centrata in wfi = 0. La probabilità è massima per
transizioni che hanno energia finale uguale a quella iniziale, pur potendo
essere diversi gli autostati (relativi ad autovalori degeneri per esempio).

Per wfi
t
2 = nπ abbiamo Pfi = 0: dunque anche un’interazione costante

può indurre transizioni tra autostati diversi proprio secondo la figura di
diffrazione.

11.3.3 Esempio: atomo investito da un’onda elettro-

magnetica

Possiamo supporre anche W (t) = W sinwt, come nel caso di un atomo
investito da un’onda elettromagnetica. Possiamo scrivere anche W (t) =
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11.3. Teoria delle perturbazioni dipendente dal tempo

W eiwt−e−iwt
2i da cui

Wfi(t) =< ϕf |Wfi|ϕi >
eiwt − e−iwt

2i
=⇒

< ϕf |ψ, t >= iWfi

∫ t

0

dτeiwfiτ
eiwτ − e−iwτ

2i
=

=
Wfi

2

∫ t

0

dτ [ei(w+wfi)τ − ei(wfi−w)τ ] =

=
wfi

2
[
ei(wfi+w)t − 1

i(wfi + w)
− ei(wfi−w)t − 1

i(wfi − w)
] =

wfi

2
(A+ −A−) (11.20)

con

A± = −i sin[(wfi ± w) t2 ]
(wfi±w)

2

ei(wfi±w) t
2

essendo A+ e A− i termini di risonanza e di antirisonanza rispettivamente.
In definitiva

Pfi = |Wfi|2|A+ −A−|2

in generale questo calcolo è complesso; possiamo semplificarlo se suppo-
niamo che uno dei 2 termini di risonanza sia molto maggiore dell’altro e
viceversa.

Nel caso di risonanza w ≃ wfi e Pfi −→ |Wfi|2
4 |A−|2, che è massima

per w = wfi, e rappresenta la figura di diffrazione centrata sull’asse w =

wfi. Il massimo è Pmaxfi =
|Wfi|2

4 t2. Ma da notare che se il tempo di
accensione è lungo avremo Pmaxfi > 1, che non è accettabile: quindi la
nostra approssimazione vale se l’interazione è breve, o siamo costretti ad
approssimare ad ordini superiori. Inoltre l’ampiezza dei picchi è ∆w = 4π

t

e la funzione si centra sempre più intorno a wfi man mano che t aumenta.

Poichèwfi =
Ef−Ei

~
, saranno più probabili le transizioni tali che ∆Efi =

~wfi, il che significa che le transizioni ϕi −→ ϕf diventano molto probabili
(Ef > Ei poichè wfi > 0).

Nel caso di antirisonanza invece il grafico resta la figura di diffrazione,
stavolta centrata sull’asse w = −wfi e per esso possiamo fare le stesse

considerazioni precedenti, con la sola differenza che wfi =
Ei−Ef

~
e dunque

Ei > Ef favorisce la transizione inversa ϕf −→ ϕi.

Entrambi i casi accadono quando la separazione dei loro massimi è molto
più grande della reciproca larghezza: ∆w << 2wfi, il che implica, sosti-
tuendo e risolvendo, t >> 1

wfi
. Inoltre, poichè 1

|Wfi|2 >> t, tutto va bene

se Wfi << wfi.

Nella transizione di Rabi abbiamo trovato che Pfi ∼ sin2(wt) come
risultato esatto: in effetti, la prima approssimazione di tale probabilità è t2

e quindi Pmaxfi ∼ t2 resta valida finchè sin t ∼ t.
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11.3. Teoria delle perturbazioni dipendente dal tempo

11.3.4 Decadimento di uno stato discreto verso un con-

tinuo di stati finali

Abbiamo trattao il caso di uno spettro discreto per le transizioni, ma può
accadere per esempio che esso sia immerso in uno spettro continuo. Quanto
ottenuto in precedenza vale anche in questo caso, con qualche variazione.

Supponiamo di trattare una transizione da un livello di energia Ei ad
uno E discreto, che però è interno ad uno spettro continuo.

Suddividiamo lo spettro continuo in fette di piccola larghezza in modo
che tutti i livelli all’interno di ogni singola fetta hanno circa la stessa energia
(stiamo discretizzando lo spettro continuo). Poi cerchiamo la Pfi della
transizione dallo stato Ei verso uno degli stati interni a questa fetta: la
probabilità totale sarà la somma di tutte le singole probabilità per tutti gli
stati.

Siano |E, β > gli stati che hanno energie quasi uguali o identiche,
essendo β l’indice che distingue gli stati interni ad ogni singola fetta di
E.

Gli stati che si trovano entro il dominio β ∈ δβ e E + δE, per noi
rappresentano un unico stato. Il numero totale di stati in questi intervalli
sarà dN = n(β,E)δβδE, dove n(β,E) definito adesso è la densità degli
stati.

La probabilità di transizione verso uno stato interno alla fetta sarà

δPδ = | < E, β|ψ, t > |2n(β,E)δβδE

La probabilità estesa a tutto il dominio di energie vicine dello spettro conti-
nuo in cui è immerso Ef la otteniamo integrando δPδ su tutto β ∈ Dβ, E ∈
DE . Abbiamo che

| < E, β|ψ, t > |2 = | < E, β|W |ϕi > |2δ2t (
E − Ei

~
)

Se t −→ ∞ avremo δt −→ δDirac; tuttavia non sappiamo ancora il signifi-
cato di δ2:

δ2t = δtδt = 2π
sin(E−Ei

~

t
2 )

E−Ei
~

t
2

sin(E−Ei
~

t
2 )

E−Ei
2~

t

2π

che per t −→ ∞ porta a

δ2t = 2πt
sin(E−Ei

~

t
2 )

E−Ei
2~

δ(
E − Ei

~
) = 2π~t

sin(E−Ei
~

t
2 )

E−Ei
2~

δ(E − Ei)

da cui δ2t 6= 0 solo se E = Ei, di conseguenza δ2t = 2π~tδ(E − Ei) e quindi

δPδ(Ei −→ E) = 2π~t| < E, β|W |ϕi > |2n(β,E)δβδE

Tuttavia un senso fisico lo ha il termine δPδ
δβδE

, che rappresenta la probabilità

per unità di ampiezza; inoltre la proporzionalità al tempo non è realistica (la
probabilità potrebbe diventare maggiore di 1), per cui ha senso calcolare la
probabilità anche per unità di tempo, ossia il tasso di transizioni al secondo
f . In questo modo otteniamo la propozionalità al numero degli stati finali
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per un fattore moltiplicativo per il modulo quadro degli elementi di matrice
dell’interazione:

f = 2π~n(β,E)| < E, β|W |ϕi > |2 (11.21)

che rappresenta la regola aurea di Fermi, che abbiamo utilizzato nello
scattering senza averlo specificato4.

11.4 Metodo variazionale

In questo paragrafo affronteremo la trattazione di alcuni problemi utilizzan-
do il metodo variazionale, un’altra tecnica per la determinazione approssi-
mata dei livelli di energia e degli stati stazionari dello spettro discreto di
H .

Partiamo dal teorema di Ritz, secondo cui preso il valore medio di H in

uno stato |ψ > di norma finita E[ψ] =< H >ψ= <ψ|H|ψ>
<ψ|ψ> , notiamo che esso

è un funzionale di |ψ > nello spazio di Hilbert degli stati |ψ > di norma
finita. Cerchiamo gli stati per i quali il funzionale è stazionario, ovvero
tali che una variazione su di essi di |δψ > induca una variazione nulla sul
funzionale: δE = 0. A partire dalla definizione del funzionale eseguiamo la
variazione:

< ψ + δψ|ψ + δψ > E[ψ + δψ] =< ψ + δψ|H |ψ + δψ >=⇒

δE =
< δψ|(H − E)|ψ > + < ψ|(H − E)|δψ >

< ψ|ψ > (11.22)

Imposto che δE = 0, otteniamo< δψ|(H−E)|ψ >= 0 e< ψ|(H−E)|δψ >=
0 da cui se ne deduce che [H −E(ψ)]|ψ >= 0, che è l’equazione degli stati
stazionari: possiamo dunque dire che ogni vettore |ψ > che rende E[ψ]
stazionario, è un autovettore di H con autovalore E[ψ].

Viceversa, se |ψ1 > è un autostato di H (H |ψ1 >= E1|ψ1 >) di norma
finita (< ψ1|ψ1 ><∞), si ha

E1[ψ1] =
< ψ1|H |ψ1 >

< ψ1|ψ1 >
=
< ψ1|E1|ψ1 >

< ψ1|ψ1 >
= E1

In una variazione infinitesima si avrà

δE[ψ1] =
< δψ|(H − E1)|ψ1 > + < ψ1|(H − E1)|δψ >

< ψ1|ψ1 >
= 0 (11.23)

Poichè H è hermitiano e E1 è reale, possiamo scrivere < ψ1|H = E1 < ψ1|
dimostrando cos̀ı il teorema di Ritz.

La limitazione di questa tecnica è che troviamo solo autovalori di stati
con norma finita, e dunque spettri discreti e non continui. Inoltre non
sappiamo a priori quale sia lo stato fondamentale: se invece imponiamo
inizialmente dei vincoli alla funzione d’onda, facciamo in modo che lo stato
vari non su tutto lo spazio di Hilbert ma su un suo sottospazio, dove non è
detto si trovi lo stato fondamentale.

4Anche nel caso di scattering avevamo a che fare con spettri continui e avevamo
utilizzato l’approssimazione di Born.
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Al teorema di Ritz, possiamo aggiungere un corollario importante: il

valore medio dell’energia in un qualsiasi stato dinamico |ψ > è sempre

maggiore o uguale dell’energia dello stato fondamentale.
Infatti una volta trovato uno stato di stazionarietà per E[ψ], per esempio

|ψ1 >, continuiamo a cercare imponendo che < ψ1|ψ >= 0 e δE(ψ1) = 0,
e cos̀ı via procedendo. Una volta trovati tutti questi autostati, la tecnica
non ci permette di riconoscere a priori quale tra questi sia il fondamentale:
matematicamente prenderemo il più piccolo tra quelli trovati.

Per dimostrare la nostra asserzione, supponiamo di avere E0 < E1 < ...

autovalori dello spettro discreto di H e |ψ0 >, |ψ1 > i relativi autostati tali
che H |ψi >= Ei|ψi >, con < ψi|ψj >= δij . Si ha

E[ψ]− E0 =
< ψ|(H − E0)|ψ >

< ψ|ψ > =
∞∑

n=0

< ψ|(H − E0)|ψn >< ψn|ψ >
< ψ|ψ > =

=

∞∑

n=0

(En − E0)
< ψ|ψn >< ψn|ψ >

< ψ|ψ > =

∞∑

n=0

(En − E0)
| < ψn|ψ > |2
< ψ|ψ > ≥ 0

che porta a E[ψ] ≥ E0. La tecnica variazionale ci dà un limite superiore:
la differenza tra questo e il valore fondamentale è tanto minore quanto
migliore è l’approssimazione.

11.4.1 Esempio: stato fondamentale di 4
He

In generale quello che direm vale per l’atomo di elio ma anche per ogni
atomo che ha numero atomico Z − 2 e sia ionizzato.

Siano r1, r2 le distanze degli elettroni dal nucleo e poniamoci nel sistema
di Gauss in modo da non riportare il termine 4πε0, avremo che

H = [
P 2

1

2m
− Ze2

r1
+
P 2

2

2m
− Ze2

r2
] +

e2

|~r1 − ~r2|
= H0 +H1

Vogliamo affrontare il problema utilizzando la tecnica perturbativa al primo
ordine.

Lo stato fondamentale di H0 si ha quando i due elettroni si trovano nello
stato 1s. Indicando con −EH l’energia dello stato fondamentale dell’atomo
di idrogeno, lo stato fondamentale di H0 avrà energia E0 = −2Z2EH . La
funzione d’onda per tale stato, considerando i due elettroni non interagenti,
sarà

ϕ(r1, r2) = (
1√
πa3

)2e−
r1
a e−

r2
a =

1

πa3
e−

r1+r2
a

essendo a = a0

Z
. L’energia che stiamo cercando noi è del tipo E = E0 + ε1,

essendo ε1 =< 0|H1|0 >, con |0 > lo stato fondamentale di H0:

ε1 =

∫
d3r1d

3r2ϕ
∗H1ϕ =

1

π2a6

∫
e−2

r1+r2
a

e2

|~r1 − ~r2|
=

5

4
ZEH

da cui E = −2Z2EH + 5
4ZEH , che dimostra come l’energia dello stato

fondamentale aumenta.
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Eseguiamo adesso lo stesso calcolo ma con il metodo variazionale. Come
funzione di prova utlizziamo la funzione d’onda precedente, con l’accortezza
di notare che stavolta a non è più a0

Z
ma un parametro libero, altrimenti

possiamo mantenere immutata la definizione di a e porre come parametro
Z ′ in luogo di Z, che non ha nulla a che vedere con il numero atomico.
Dobbiamo cercare < ϕ|H |ϕ >, essendo ϕ = ϕ(r1)ϕ(r2).

Sia Ki il termine cinetico della particella i, Vi l’interazione coulombia-
na di essa con il nucleo e V12 l’interazione tra le due particelle. Detto
ξ = a0

a
avremo < ϕ|Ki|ϕ >= ξ2EH , < ϕ|Vi|ϕ >= −2ξ2EH

Z
ξ

e infine

< ϕ|V12|ϕ >= 5
4ξEH , da cui

E(ξ) = 2EH [ξ2 − 2(Z − 5

16
)ξ]

Dobbiamo minimizzare questo funzionale, cioè imporre la sua derivata
rispetto a ξ uguale a zero, ottenendo ξ = Z − 5

6 , ovvero

Evar = E(Z − 5

6
) = −2(Z − 5

16
)2EH = Epert − 2.64eV

Questo shift di Z deriva dal fatto che e−1 ’sente’ la carica del nucleo e la
nuvola elettronica di e−2 (che è negativa): di conseguenza la carica non sarà
più Z, ma qualcosa in meno, Z − 5

6 . Qualche risultato:

Z Eexp Eper Evar
He 2 -78.6 -74 -76.6
Li+ 3 -197.1 -193 -195.6
Be++ 4 -370 -365.5 -368.1

L’accordo del calcolo perturbativo con i dati sperimentali, migliora al cre-
scere di Z.

Raramente purtroppo abbiamo a che fare con particelle che siamo in
grado di distinguere: nella maggior parte dei casi gli stati sono scritti in
maniera tale che non si capisce quale particella si trovi in r1 o in r2.

11.4.2 Esempio: particella soggetta ad un campo elet-

trico

Dipolo elettrico

Supponiamo di avere un dipolo immerso in un campo elettrico ~E; l’hamil-
toniano del sistema è

H =
P 2

2m
+

1

2
mw2x2 + qxE

dove porremo λ = qxE e tratteremo λE come il termine aggiuntivo all’ H0.
Aggiungiamo e sottraiamo la quantità 1

2mw
2α2 definita da α = λ

mw2 , in
modo da poter riscrivere

H =
P 2

2m
+

1

2
mw2x′2 − 1

2

λ2

mw2

essendo x′ = x + α. Questa forma dell’hamiltoniano è la stessa di quella
ottenuta nel caso di un oscillatore armonico unidimensionale con l’aggiunta
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di un termine costante: ciò significa che le autofunzioni restano inalterate
rispetto al caso di oscillatore, mentre le energie saranno shiftate

En = (n+
1

2
)~w − 1

2

λ2

mw2

Utilizzando il metodo variazionale al primo ordine, avremo ε1 =< 0|λx|0 >,
poichè la funzione d’onda (per n = 0 pari) è simmetrica e l’integrazione di
essa per una funzione dispari (λx) su tutta la retta reale è nulla.

In questo caso il metodo variazionale ha fallito: ci dice che non vi è
alcun shift nè alcuno spostamento, in contrasto con quanto visto sopra.

Particella confinata

Una particella carica è confinata in un cubo e viene applicato un campo
elettrico ~E al sistema tale che

~E =

{
0 t ≤ 0
E0êxe

−αt t > 0

Ci chiediamo qual è lo stato fondamentale la probabilità che la particella
carica a t = 0 sia eccitata al primo stato a t = ∞. Dall’equazione agli
autovalori:

Hψ(~r) = Eψ(~r) =⇒− ~
2

2m
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
)ψ(~r) = Eψ(~r)

Poichè ψ(~r) = χ(x)υ(y)ζ(z), sostituendo e dividendo per χυζ otterremo

χ̈

χ
+
ϋ

υ
+
ζ̈

ζ
+

2m

~2
E = 0

detto 2m
~2 E = k2 = k2

x + k2
y + k2

z , sostituendo e raggruppando per variabile
otteniamo la somma di 3 funzioni di variabili indipendenti che si annulla,
e ciò accade quando ogni funzione si annulla, cioè quando





χ̈(x) + k2
x = 0

ϋ(y) + k2
y = 0

ζ̈(z) + k2
z = 0

La generica soluzione di ciascuna equazione è una combinazione lineare di
sin e cos, possiamo quindi scrivere, avendo calcolato opportunamente il
coefficiente A:

ψ(x, y, z) = A sin kxx sin kyy sinkzz

Le condizioni al contorno impongono a tale funzione di annullarsi lungo i
lati di lunghezza 2b del cubo, ottenendo dunque le tre condizioni 2bki = niπ

per i = 1, 2, 3 ≡ (x, y, z), da cui E = ~
2k2

2m porta a

En1,n2,n3
=

~
2

2m

π2

(2b)2
(n2

1 + n2
2 + n2

3)

e troviamo anche A = 1√
b3
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Passando all’approssimazione perturbativa, sappiamo che la nostra per-

turbazione è costante, e per essa sappiamo già che Pfi(t) =
|Vfi|2

~2 δ2t (wfi),
con δt −→ 2πδ se t −→∞, per cui otteniamo

δ2 −→ 4π2δ(wfi)δ(wfi) = 4π2δ(0)δ(wfi) = 4π2
~tδ(Ef − Ei)

Poichè Vfi ∼ e−αt nel nostro caso, avremo

Pif (t) =
1

~2

∣∣∣∣
∫ ∞

0

dτeiwfiτVfi(τ)

∣∣∣∣
2

(11.24)

dove resta solo da calcolare l’integrale. Lo stato più basso è quello 1,1,1,
da cui

ψ1,1,1(x, y, z) =
1√
b

sin(
πx

2b
) sin(

πy

2b
) sin(

πz

2b
)

mentre il primo stato eccitato è 3 volte degenere: |1, 1, 2 >, |1, 2, 1 >

, |2, 1, 1 >. Passando ai prodotti scalari avremo per esempio< 1, 1, 1|x|1, 2, 1 >=
0 poichè

∫
sin(

πx

2b
) sin(

2πy

2b
) = 0

e analogamente per < 1, 1, 1|x|1, 1, 2 >= 0; al contrario per esempio <

1, 1, 1|x|2, 1, 1 > 6= 0 poichè

∫
sin(

πx

2b
) sin(

2πx

2b
)xdx 6= 0

e cos̀ı via.
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CAPITOLO 12

Seconda quantizzazione

12.1 Teoria delle particelle indistinguibili

In meccanica classica abbiamo la pretesa di conoscere l’identità di ogni par-
ticella, e ciò ha senso perchè nel suo ambito tratta il concetto di traiettoria
per via della conoscenza di coordinate e impulso. Tale pretesa resta anche
nel caso in cui non tratti il problema di particelle identiche ma diverse. In
meccanica quantistica le cose cambiano radicalmente per via del principio
di indeterminazione.

Consideriamo per esempio un protone ed un neutrone: possiamo distin-
guerli per via della carica per esempio. Li prepariamo in regioni diverse e
distanti, poi le facciamo collidere: in tale regione, per sapere cosa succede,
dobbiamo modificare in maniera drastica le condizioni sperimentali1 con
dei rivelatori.

Se supponiamo l’urto elastico, rivedremo da qualche parte nuovamente
il protone ed il neutrone: l’individualità delle singole particelle non è stata
compromessa. Il problema sorge quando le particelle in questione sono
uguali: è ancora possibile etichettare le particelle in modo da riconoscerle
dopo l’interazione?

Assumendo per esempio di avere 2 particelle identiche pA, pB, prepa-
rate in regioni A e B rispettivamente, facciamole collidere elasticamente e
riveliamole con 2 rivelatori opportunamente tarati e posizionati: come fac-
ciamo a sapere se nel primo rivelatore è giunta pA o pB? E analogamente,
nel secondo?

A questa domanda non possiamo rispondere poichè dovremmo conosce-
re esattamente cosa accade nella regione di interazione, sapere elaborare
opportunamente i calcoli e fare le nostre previsioni, tutte cose che non sia-
mo in grado di fare senza sondare direttamente tramite altri rivelatori la
zona interessata: ma a quel punto stiamo svolgendo un altro esperimento,
non quello che ci eravamo prefissati.

1Qualcosa di analogo a quello che accadeva quando avevamo la pretesa di conoscere
da che fenditura passava il fotone nell’esperimento di Young.
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12.1. Teoria delle particelle indistinguibili

Purtroppo dobbiamo rassegnarci al fatto che in meccanica quantistica

non è possibile stabilire l’individualità di particelle identiche dopo un’inte-

razione. Il complesso delle tecniche utilizzate per studiare questo problema
è definito seconda quantizzazione.

Lo spazio di Hilbert sarà, essendo tutte particelle identiche, D(N) =
D(1)⊗D(2)⊗ ...⊗D(N), essendo D(i) lo spazio in cui studiamo l’i−esima
particella. Lo stato complessivo di un sistema cos̀ı definito sarà |ψ >= |1 :
u1, 2 : u2, ..., N : uN >, avendo indicato con la notazione i : ui lo stato
dell’i−esima particella.

Tuttavia, seppur matematicamente valido, questo stato non è fisica-
mente accettabile: infatti abbiamo appena detto che non siamo in grado
di distinguere tra particelle identiche, e invece le stiamo etichettando con
dei stati u. Questi stati fisicamente inaccettabili li chiameremo stati alla

Boltzmann per sottolineare che sono stati pensati in maniera classica ma
non hanno validità fisica, solo matematica, e d’ora in avanti li indicheremo
anche come stati β, per distinguerli dagli stati quantistici effettivamente
accettabili in fisica.

12.1.1 Sistema di 2 particelle identiche

Pensiamo ad N particelle e scegliamone 2 tra esse, le indichiamo con r, s.
Scambiando queste due particelle, lo stato del sistema non deve variare, in
accordo con quanto abbiamo premesso parlando di particelle identiche.

Di conseguenza il nuovo stato |ψ′ > ottenuto dall’interscambio sarà del
tipo |ψ′ >= eiαrs |ψ >, essendo |ψ > lo stato prima dell’interscambio.

Per trattare matematicamente il problema, introduciamo un nuovo ope-
ratore, detto di interscambio, la cui azione è quella di scambiare proprio le
particelle r e s, definito come |ψ′ >= Pr,s|ψ >.

Sia D(2) = D(r)⊗D(s) lo spazio di Hilbert in cui assumiamo come stati
di base quelli in cui ci sono gli autostati |1 : ui, 2 : uj > di una qualche
osservabile U , che tanto hanno in comune poichè si tratta di particelle
identiche. Per definizione P |1 : ui, 2 : uj >= |1 : uj , 2 : ui >. Studiamo P .

Notiamo fin da subito che riapplicandolo, otteniamo lo stato di partenza,
per cui P 2 = I, da cui se ne deduce

(P 2 = I)|1 : ui, 2 : uj >= (λ2 = 1)|1 : ui, 2 : uj >=⇒ λ = ±1

Inoltre P è hermitiano: infatti

< 1 : ui, 2 : uj |P |1 : ui′ , 2 : uj′ >=< 1 : ui, 2 : uj|1 : uj′ , 2 : ui′ >=

=< 1 : ui|1 : uj′ >< 2 : uj|2 : ui′ >= δij′δji′

e

< 1 : ui, 2 : uj|P †|1 : ui′ , 2 : uj′ >=< 1 : ui′ , 2 : uj′ |P |1 : ui, 2 : uj >
∗=

=< 1 : ui′ , 2 : uj′ |1 : uj, 2 : ui >= δi′jδj′i

da cui se ne deduce P = P †. Inoltre, poichè è anche PP † = PP = P 2 = I si
ha che P † = P−1, cioè P è unitario. Da quanto appena mostrato possiamo
affermare allora che P è un proiettore.
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12.1. Teoria delle particelle indistinguibili

Introduciamo adesso gli operatori simmetrizzatore e antisimmetrizzato-

re, definiti da

S =
1

2
(I + P ) A =

1

2
(I − P ) (12.1)

di modo che |ψ >= P |ψ >= S|ψ > +A|ψ >. Notiamo che

P [S|ψ >] = P [
1

2
(I + P )]|ψ >=

1

2
(P 2 + P )|ψ >=

1

2
(I + P )|ψ >= S|ψ >

ovvero S|ψ > è simmetrico per interscambio. Analogamente si mostra che
invece A|ψ > è antisimmetrico per interscambio. Questo è importante, poi-
chè prima abbiamo affermato che ogni stato si può scomporre nella somma
di una parte simmetrica e di una antisimmetrica, e questo come vedremo
risulterà fondamentale nella teoria.

Riprendiamo per un attimo gli stati β e applichiamo loro S (evitiamo
d’ora in poi di riportare la notazione i : ui, riferendoci con ui nella i−esima
posizione al medesimo stato):

S|ui, uj >=
1

2
(I + P )|ui, uj >=

1

2
[|ui, uj > +|uj , ui >] (12.2)

Questa equazione solleva il problema che ci siamo posti all’inizio: come
distinguere quale particella si trovi in quale stato, se entrambe sono pesate
allo stesso modo ma su stati diversi? Non possiamo: questo significa che
questi stati sono i candidati ad essere quelli che utilizzeremo per la descri-
zione fisica della realtà. Riepilogando avremo |ψ >real= S|ψ >β. Tuttavia
avremo anche

A|ui, uj >=
1

2
(I − P )|ui, uj >=

1

2
[|ui, uj > −|uj, ui >] (12.3)

Anche questi stati sono ottimi candidati, di conseguenza quale scegliere tra
i due? Vedremo che ci sono particelle per cui scegliere i primi (bosoni) e
particelle per cui scegliere i secondi (fermioni), e la scelta è stata fatta sulla
base dei dati sperimentali, che ha portato alla classificazione delle parti-
celle in queste due classi che addirittura seguono due statistiche diverse,
rispettivamente di Bose-Einstein e di Fermi-Dirac. Questa classificazione si
ripercuote anche sullo spin: i bosoni lo hanno intero, i fermioni semintero.

Anche per gli operatori S,A si può mostrare che sono proiettori: S2 = S,
S† = S, A2 = A, A† = A. Gli autostati S|ψ >β e A|ψ >β appartengono a
due sottospazi diversi e disgiunti, detti rispettivamente sottospazio simme-

trico e sottospazio antisimmetrico: di conseguenza i loro vettori sono tutti
ortogonali e ciò si traduce come S[A|ψ >β] = 0, A[S|ψ >β] = 0, che implica
SA = AS = 0.

Introduciamo un operatore B, osservabile in un sistema in cui abbiamo
una sola particella ad azione su un solo corpo, che agisca su entrambe le
particelle, e indichiamo con B(1), B(2) la sua azione singola sulle particelle
1 e 2 rispettivamente in D(1), D(2). Osserviamo che

PB(1)P †|ui, uj >= PB(1)|uj , ui >= bjP |uj, ui >= bj |ui, uj >= B(2)|ui, uj >

essendo bj autovalore diB(2), cioè diB applicato alla particella 2 nello stato
uj. Da questa se ne deduce subito che PB(1)P † = B(2) e analogamente
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12.1. Teoria delle particelle indistinguibili

PB(2)P † = B(1): otteniamo dunque l’interscambio degli operatori agenti.
Sia adesso O = B(1)C(2) un operatore agente in uno spazio a 2 corpi;
otteniamo

PB(1)C(2)P † = [PB(1)P †][PC(2)P †] = B(2)C(1) (12.4)

ovvero otteniamo lo scambio dei ruoli delle due particelle. In generale
introducendo un opportuno operatore O(1, 2) su un sistema a 2 corpi, che
dipenda dalle loro coordinate, avremo PO(1, 2)P † = O(2, 1), che può anche
essere interpretato sia come un cambiamento di operatore che come uno
scambio di particelle.

Tuttavia per i sistemi che stiamo considerando, scambiando due par-
ticelle non deve cambiare lo stato del sistema, quindi possiamo accettare
solo operatori simmetrici ed osservabili simmetriche per interscambio tali
che O(1, 2) = O(2, 1) ottenendo

PO(1, 2)P † = O(1, 2) =⇒ PO(1, 2) = O(1, 2)P =⇒ [O(1, 2), P ] = 0(12.5)

cioè tali operatori accettabili devono commutare con l’operatore di inter-
scambio e autovalori ed autovettori devono essere comuni ai suoi: simme-
trici o antisimmetrici.

12.1.2 Sistema di N particelle identiche

Formalmente, questo paragrafo è l’estensione matematica del precendente
per il caso a N particelle identiche al posto di 2.

Partiamo sempre da stati β del tipo |ϕ >= |1 : u1, 2 : u2, ..., N : uN >,
proponendoci di utilizzare la convenzione imposta nel caso a due corpi, per
semplificare la notazione. Definiamo ora la permutazione α:

Pα = Pα(1, 2, ..., N) = (n1, n2, ..., nN ) (12.6)

che cambia l’ordine delle particelle: in totale vi saranno N ! possibili per-
mutazioni α. Sia

Pα|ϕ >= Pα|1 : u1, 2 : u2, ..., N : uN >= |n1 : u1, n2 : u2, ..., nN : uN >= |ϕ′ >

Proiettando |ϕ′ > sulla base delle coordinate x = (x1, x2, ..., xN ):

< x|ϕ′ >=< 1 : x1, 2 : x2, ..., N : xN |n1 : u1, n2 : u2, ..., nN : uN >=

=

N∏

i=1

< ni : xni |ni : ui >(12.7)

Questa produttoria si può vedere anche come il risultato della proiezione
di |ϕ > sulla permutazione α opportuna della base di coordinate xα =
(xn1

, xn2
, ..., xnN ):

< xα| =< n1 : xn1
, n2 : xn2

, ..., nN : xnN | =< 1 : x1, 2 : x2, ..., N : xN |Pα
da cui

N∏

i=1

< ni : xni |ni : ui >=

=< xα|1 : u1, 2 : u2, ..., N : uN >=< P̌α(x1, x2, ..., xN )|ϕ > (12.8)
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12.1. Teoria delle particelle indistinguibili

da cui, per le (12.7), (12.8) e dalla definizione di |ϕ′ > deduciamo che

< x|Pα|ϕ >=< P̌α(x)|ϕ >=⇒< P̌α(x)| =< x|Pα (12.9)

avendo utilizzato P̌α per sottolineare che essa è una permutazione e non
l’operatore permutatore. Ad una permutazione fisica corrisponde un ope-
ratore UPα nello spazio di Hilbert, unitario e tale che |ψ′ >= UPα |ψ >,
|ϕ′ >= UPα |ϕ >.

L’unitarietà di UPα si mostra a partire < ϕ′|ψ′ >=< ϕ′|I|ψ′ > e uti-
lizzando l’espressione integrale di I nella base delle coordinate, scrivendo
|ϕ′ > e |ψ′ > come permutazioni e notando che tutto il prodotto può essere

scritto2 come< ϕ|U †
Pα
xUPα |ψ > e che lo jacobiano di questa trasformazione

vale 1, restituendo semplicemente come risultato dell’integrale < ϕ|ψ >.
Tuttavia abbiamo ancora utilizzato gli stati β, che non sono validi fisi-

camente. Definiamo pertanto un vettore simmetrico |ψS > ed uno antisim-
metrico |ψA > tali che UP |ψS >= |ψS > per ogni permutazione e per una
sola trasposizione3 sia invece UTrs|ψA >= −|ψA >.

Un numero dispari di trasposizioni rappresentano una permutazione di
parità dispari, un numero pari di trasposizioni rappresentano una permu-
tazione di parità pari, possiamo quindi definire uno stato antisimmetrico se
UP |ψA >= δP |ψA > con

δP =

{
1 P di parità pari
−1 P di parità dipari

Definiamo adesso due operatori, un simmetrizzatore S e un antisimmetriz-

zatore A definiti come segue:

S =
1

N !

∑

P

UP A =
1

N !

∑

P

δPUP (12.10)

che si può mostrare come siano dei proiettori. Dunque |ψ >= S|ψ >

+A|ψ >. Definiamo ora

Λ =
1

N !

∑

P

λPUP (12.11)

dove Λ è S o A a seconda che λP sia 1 o δP rispettivamente. Dimostriamo
qualche proprietà di Λ.

Notiamo che Λ è hermitiano, infatti:

PP−1 = I =⇒ UPUP−1 = UI = I =⇒ UP−1 = U−1
P = U

†
P

e quindi, tenendo conto del fatto che ogni permutazione e la sua inversa
hanno la stessa parità e che sommare su tutte le P o su tutte le P−1 è
influente, avremo

Λ† =
1

N !

∑

P

λPU
†
P =

1

N !

∑

P−1

λP−1UP−1 =
1

N !

∑

Q

λQUQ = Λ

2Si noti che UPα fa passare da (n1, n2, ..., nN ) a (1, 2, ...,N).
3Si intende un singolo scambio di particelle e si indica con Trs.
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12.2. Numeri di occupazione

Mostriamo adesso che [Λ, UP ] = 0. Infatti

ΛUP =
1

N !

∑

Q

λQUQUP =
1

N !

∑

Q

λQUQP =
1

N !
λ2
P

∑

Q

λQUQP =

=
1

N !
λP

∑

Q

(λPλQ)UQP =
1

N !
λP

∑

Q

λQPUQP =
1

N !
λP

∑

Q′

λQ′UQ′ = λPΛ

In maniera analoga si mostra che UPΛ = ΛλP , da cui si deduce la nostra
tesi. L’operatore Λ è anche idempotente: Λ2 = Λ. Infatti:

Λ2 = Λ
1

N !

∑

Q

λQUQ =
1

N !

∑

Q

λQΛUQ =
1

N !

∑

Q

λQλQΛ =

=
1

N !

∑

Q

λ2
QΛ =

1

N !
[
∑

Q

(1)]Λ =
1

N !
N !Λ = Λ

per cui Λ abbiamo mostrato che è effettivamente un proiettore, e ciò giusti-
fica la nostra asserzione precedente su S e A, che non abbiamo dimostrato.
Inoltre, poichè a seconda che sia Λ = S o Λ = A, la proiezione avvie-
ne su sottospazi diversi e disgiunti, per cui si avrà, come nel paragrafo
predecedente e da analoghe osservazioni, che AS = SA = 0.

Quanto detto per l’invarianza del sistema sotto interscambio di particelle
identiche, vale anche per le osservabili. Se |ψ′ >= UP |ψ >, l’osservabile Θ
deve essere tale che < ψ′|Θ|ψ′ >=< ψ|Θ|ψ > per ogni |ψ >, per cui

< ψ|U †ΘUP |ψ >=< ψ|Θ|ψ >=⇒ ... =⇒ [Θ, UP ] = 0 (12.12)

proprio come avevamo trovato nel caso a 2 particelle, l’osservabile Θ deve
essere simmetrica, cioè commutare con tutti gli operatori di permutazione,
ed in particolare [Θ,Λ] = 0. Ciò sottolinea com gli stati β non siano validi
fisicamente per il nostro studio: però partendo da essi e pesando in maniera
identica la combinazione lineare degli stati S|ψ >β e A|ψ >β, vedremo che
otterremo stati fisicamente validi.

12.2 Numeri di occupazione

Trattiamo dunque un sistema ad N particelle identiche; ci troviamo nello
spazio D(N)(1). Presa una base |λ > di D(1) di autostati di un operatore
ad un corpo (< λ|λ′ >= δλλ′) e costruiamo la base di D(N)(1):

|G >λ= |λ1 > ⊗|λ2 > ⊗...⊗ |λN >= |λ1, λ2, λN >

che rappresenta ancora uno stato β, opportunamente normalizzato come

< G(λ′)|G(λ) >=

N∏

i=1

δλiλ′
i

Proiettiamo sulla base delle coordinate, posto < x|λ >= uλ(x) ed essendo
B|λ >= λ|λ >:

< x|G >λ=

N∏

i=1

< xi|λi >=

N∏

i=1

uλi(xi)
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12.2. Numeri di occupazione

Ordiniamo gli autovalori possibili nel modo seguente, tenendo conto che
potrebbero esserci alcuni autovalori uguali, che quindi raggruppiamo:

λ1, λ2, ..., λi, ..., λj , ... = λ1, λ2, ..., λi, ..., λj , ...

Lo stato di G può essere specificato elencando gli autovalori che interven-
gono e quante volte in G compare ciascuno di essi: (n1, n2, ..., ni, ..., nj , ...)
con i cosiddetti numeri di occupazione, che sottostanno alla condizione∑
ni = N , essendo la somma estesa ad un infinito numero di essi, che

però evidentemente ha infiniti termini nulli come c’era anche da aspettarsi.
Questa specificazione non è però univoca, in quanto anche ogni permu-

tazione applicata a G, quindi UP |G > per ogni P , ha gli stessi numeri di
occupazione. Tuttavia questo non risulta essere un problema, perchè ri-
cordiamo che |G > è uno stato β, dunque non fisicamente accettabile. Lo
stato che invece ci interessa fisicamente è l’opportuna simmetrizzazione di
G: |Γ(λ1, λ2, ..., λN ) >= Λ|G(λ1, λ2, ..., λN ) >, che invece è univocamente
determinato dai numeri di occupazione.

Posto |Γ(n1, n2, ..., ni, ..., nj , ...) >= |n1, n2, ..., ni, ..., nj , ... >= |{n} >
avremo

< Γ({n′})|Γ({n}) >=

∞∏

i=1

δnin′
i

(12.13)

Tuttavia Γ non è ancora normalizzato, pertanto scriviamo

|{n} >= M{n}|Γ({n}) >= M{n}Λ|G(λ1, λ2, ..., λN ) >

essendo M{n} un opportuno coefficiente di normalizzazione che adesso an-
dremo a calcolare.

< {n})|{n} >= M2
{n} < G(λ)|ΛΛ|G(λ) >= M2

{n} < G(λ)| 1

N !

∑

P

λPUP |G(λ) >

Osserviamo che

< x|UP |G(λ) >=< P̌α(x)|G(λ) >=< xα|G(λ) >=

N∏

i=1

< xαi |λi >=

N∏

i=1

ui(xαi )

Disponiamo questo prodotto in maniera tale che compaiano le coordinate
nell’ordine naturale x e assumiamo invece attuata una permutazione γ =
α−1 (l’inversa) sui λ, in modo da ottenere

N∏

i=1

uγi(xi) =

N∏

i=1

< xi|λγi >=< x|G(λγ) >

La permutazione inversa è tale che P−1(α1, α2, ..., αN ) = (1, 2, ..., N) e
come ci si aspetta Pγ(1, 2, ..., N) = (γ1, γ2, ..., γN ). Ricordando che <

{n})|{n} > vale 1, avremo

M−2
{n} =

1

N !

∑

P

λP < G(λ)|G[P−1(λ)] > (12.14)
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Ma λP = λP−1 , poichè eseguire tutte le somme su tutte le permutazioni o
sulle loro inverse è indifferente, per cui infine

M−2
{n} =

1

N !

∑

P

λP < G(λ)|G[P (λ)] > (12.15)

Il calcolo di M−2
{n} va fatto separatamente per il caso simmetrico o per

quello antisimmetrico, e ciò da luogo alla distinzione in 2 classi di particelle
identiche: bosoni e fermioni.

12.3 Bosoni

Quello dei bosoni è il caso simmetrico, ovvero abbiamo λP = 1 e Λ = S

simmetrizzatore.
Nella sommatoria (12.15), se tutti gli autovalori sono diversi, l’unico

termine che si salva sarà quello relativo alla permutazione identica. Tra-
lasciamo questo caso semplice e supponiamo invece che sia per esempio
λ1 = λ2: stavolta avremo due termini diversi da zero, la permutazione
identica e quella in cui λ1 è scambiato con λ2.

Procedendo per esempio con 3 autovalori coincidenti con λ1, avremo
stavolta ben 6 termini non nulli: in generale per r autovalori coincidenti
con λ1 avremo r! termini di sommatoria diversi da zero.

Estendendo questo ragionamento a tutti gli autovalori che possono es-
sere uguali, ed indicando con il numero di occupazione ni il numero di
autovalori coincidenti con λi, avremo in totale

∏
ni! termini non nulli, da

cui

M−2
{n} =

1

N !

∏
ni! =⇒M{n} =

√
N !∏
i ni!

(12.16)

ottenendo cos̀ı

< x|{n} >= M{n} < x|Λ|G(λ) >=

√
N !∏
i ni!

1

N !

∑

P

P̌ [

N∏

i=1

uλi(xi)] (12.17)

I vettori |{n} > con la loro condizione al contorno formano una base per il
sottospazio degli stati simmetrici con N particelle e sono normalizzati come
detto in precedenza e ricavato finora. Il generico stato al tempo t sarà

|ψ(t) >=
∑

{n}
|{n} >< {n}|ψ(t) > (12.18)

dove l’ampiezza precedente si può interpretare come quell’ampiezza che al
tempo t si trovino n1 particelle nelo stato λ1, n2 in λ2 e cos̀ı via.

Menzioniamo adesso una relazione fondamentale:

< x|{n} >=

∞∑

i=1

√
ni

N
< x1|λi >< x2, x3, ..., xN |n1, n2, ..., ni − 1, ... >

che ci dice che la proiezione degli stati di occupazione sulla base delle coor-
dinate, si può scrivere a meno di fattori di normalizzazione come una serie
di prodotti di un’ampiezza di stati singoli per un’ampiezza di N − 1 stati.
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Poichè per ogni permutazione P possiamo scrivere P = QTm, essendo
Q una permutazione di (2, 3, ..., N) e Tm una trasposizione 1←→ m.

Se pensiamo per esempio di costruire la matrice delle ampiezze< xi|λj >
e concepiamo lo sviluppo del determinante secondo la regola di Laplace,
otteniamo proprio la relazione fondamentale che cerchiamo, purchè non te-
niamo conto della parità. Questa non è affatto una dimostrazione, ma un
metodo mnemonico per ricordare la relazione introdotta. Analogamente si
può dimostrare che

< x|{n} >=

N∑

r=1

√
1

niN
< xr|λi >< x1, x2, xr−1, xr+1, ..., xN |n1, n2, ..., ni − 1, ... >

12.3.1 Operatori di creazione e distruzione

Definiamo l’operatore di distruzione âi come tale che

âi|{n} >=
√
ni|{n− 1} > (12.19)

La sua azione è quella di costruire uno stato con una particella in meno
nello stato λi.

Rispetto ai sistemi trattati finora, siamo di fronte a qualcosa di più
generale, poichè adesso il numero di particelle può variare. L’operatore di
distruzione che genera queste variazioni agisce in uno spazio che è definito
dalla somma diretta D(0) ⊕ D(1) ⊕ ... ⊕ D(i) ⊕ ..., essendo D(i) lo spazio
relativo ad i particelle: per questo ci troviamo in un sistema più generale.
Lo spazio cos̀ı costruito si chiama spazio di Fok.

Possiamo anche definire un altro operatore, detto di creazione, che agisce
come

â
†
i |{n} >=

√
ni + 1|{n+ 1} > (12.20)

Questo lo si può vedere subito, coniugando la definizione di âi e moltipli-
cando per il ket |{n} > e risolvendo algebricamente. Si mostra4 facilmente
l’algebra di tali operatori:

[âi, âj ] = 0 [â†i , â
†
j ] = 0 [âi, â

†
j ] = δij (12.21)

Definiamo un ulteriore operatore come Ni = â
†
i âi che opera come

Ni|{n} >= â
†
i âi|{n} >=

√
niâ

†
i |{n− 1} >=

√
ni
√
ni|{n} >= ni|{n} >

ovvero gli autovalori di Ni sono i numeri di occupazione e gli stati che sod-
disfano la sua equazione agli autovalori sono quelli in cui esso è diagonale.

Si può mostrare che l’algebra di Ni è

[Ni, â
†
i ] = â

†
i [Ni, âi] = −âi (12.22)

che si dimostra a partire dalla definizione di Ni e utilizzando l’algebra degli
operatori di creazione e distruzione.

4Si procede come nelle comuni dimostrazioni fatte finora per mostrare le commuta-
zioni, si moltiplicano entrambi i membri del commutatore per lo stato in interesse e si
sottraggono i risultati.
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12.3. Bosoni

Definiamo un nuovo operatore, detto operatore numero, che ci restituisca
il numero di particelle del sistema, definito come N̂ =

∑
iNi.

Gli autovalori di Ni sono interi, non negativi e limitati inferiormente da
zero. Per ogni stato |φ > si ha infatti

< φ|Ni|φ >=< φ|â†i âi|φ >= ||âi|φ > || ≥ 0 (12.23)

Nello spazio di Fok esiste uno stato del sistema in cui applicando a |0 >

un operatore di distruzione, ritroviamo nuovamente |0 >, che viene detto
dunque stato di vuoto. Attenzione a non confondere questo stato con il
vettore nullo, poichè lo stato di vuoto ha norma 1. Tuttavia ancora non
sappiamo se questo stato è unico o meno o se esso sia lo stato fondamentale
di qualche hamiltoniano.

12.3.2 Operatori di campo

L’algebra degli operatori di campo è molto utile per i problemi che stiamo
trattando, poichè non dipende dalla base scelta e contiene in sè il fatto che
le particelle siano bosoni o fermioni. Definiamoli come

Ψ(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi > âi Ψ†(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi >∗ â†i (12.24)

Tali operatori costruiscono stati che sono combinazione lineare coerente di
stati in cui vi è una particella in meno o in più in ciascun stato di particella
singola. Notiamo che

[Ψ(~x),Ψ†(~y)] =
∑

i,j

< ~x|λi >< λj |~y > [âi, â
†
i ] =

=
∑

i

< ~x|λi >< λj |~y >= δ3(~x− ~y) (12.25)

Il resto dell’algebra si può mostrare semplicemente, ci limitiamo a riportar-
la:

[Ψ(~x),Ψ(~y)] = 0 [Ψ†(~x),Ψ†(~y)] = 0 [Ψ(~x),Ψ†(~y)] = δ3(~x − ~y) (12.26)

L’azione di Ψ(~x) e Ψ†(~x) è quella di distruggere e creare rispettivamente,
una particella nella posizione ~x.

Possiamo anche risalire all’operatore numero in termini di operatori di
campo:

N̂ =
∑

i

â
†
i âi =

∑

i,j

â
†
i < λi|λj > âi =

=
∑

i,j

∫
d3xâ

†
i < λi|x >< x|λj > âi =

∫
d3xΨ†(x)Ψ(x) (12.27)

A partire dalla relazione fondamentale introdotta ma non dimostrata nei
paragrafi precedenti, per < x|{n} >, si dimostra che

S|~x1, ~x2, ..., ~xN >=
1

N !
Ψ†(~x1)Ψ†(~x2)...Ψ†(~xN )|0 > (12.28)
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12.4. Fermioni

ovvero applicando Ψ†(xi) ripetutamente (i = N,N − 1, ..., 1) otteniamo lo
stato simmetrizzato a partire dallo stato di vuoto: stiamo praticamente
aggiungendo particelle nelle posizioni (~x1, ~x2, ..., ~xN ).

Si noti come già avevamo anticipato, che l’applicazione degli operatori
di campo tiene conto fin dall’inizio dell’opportuna simmetrizzazione degli
stati e della simmetria rispetto all’interscambio: il fatto stesso che parliamo
di bosoni è intrinseco nell’algebra degli operatori di campo.

12.4 Fermioni

Abbiamo trattato finora i sistemi di bosoni; adesso passiamo a sistemi di
fermioni per cui λP = ±1 e Λ = A.

Cominciamo con il notare una perculiarità dei fermioni. Supponiamo di
avere due particelle nello stesso stato (ni = 2) λ = λr = λs. Allora avremo
che

|Γ({λ}) >= A|λ1, ..., λr, ..., λs, ...λN >= ATrs|λ1, ..., λs, ..., λr , ...λN >

Gli operatori A e Trs commutano, poichè Λ commuta con le trasposizioni,
e |Γ > rappresenta lo stato antisimmetrizzato. Commutando avremo

TrsA|λ1, ..., λs, ..., λr, ...λN >= Trs|Γ({λ}) >= −|Γ({λ}) >
poichè la trasposizione di uno stato antisimmetrico cambia il segno allo
stato. Guardando da dove abbiamo iniziato e dove siamo giunti otteniamo
|Γ({λ}) >= −|Γ({λ}) > che è soddisfatta solo se |Γ({λ}) >≡ 0, che afferma
che non possono esserci due fermioni nello stesso stato, legge questa nota
con il nome di principio di esclusione di Pauli. Di conseguenza ni ≥ 0 e
quindi la (12.15) diventa

M−2
{n} =

1

N !

∑

P

δP < λ1, λ2, ..., λN |λβ1
, λβ2

, ..., λβN >

=⇒M{n} =
√
N ! (12.29)

poichè solo una tra le ampiezze in gioco della sommatoria è diversa da zero:
la permutazione identica; questo per via del vincolo ulteriore ni ≥ 0. Come
fatto per il caso simmetrico, proiettiamo sulla base delle coordinate:

< x|{n} >=

√
N !

N !

∑

P

δP P̌ [

N∏

i=1

uλi(xi)] (12.30)

che stavolta può essere davvero visto come il determinante5 della matrice
costruita dalle ampiezze < xi|λj >, poichè si tiene conto della parità per
via di δP . Sviluppandolo si ottiene

< x|{n} >=
1√
N

N∑

m=1

(−1)m−1 < x1|λi >< x2, x3, ..., xN |{n− 1} >=

=
1√
N

∞∑

i=1

< x1|λ(i) > ni(−1)si < x2, x3, ..., xN |{n− 1} >

essendo si =
∑i
k=1 nk il numero di stati occupati fino all’i−esimo.

5Esso viene detto determinante di Slater.
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12.4. Fermioni

12.4.1 Operatori di creazione e distruzione

Quanto detto nel caso dei bosoni, può essere ripetuto interamente per quel-
lo dei fermioni, a patto di tener conto di alcune differenze. Per esempio
dobbiamo tenere conto del fatto che applicando 2 volte l’operatore di crea-
zione non possiamo ottenere altre particelle, quindi â†i = 0; analogamente
âi = 0, poichè zero è già il limite inferiore e una doppia applicazione porta
comunque ad esso.

Definiamo l’operatore di distruzione âi nel caso antisimmetrico come
tale che

âi|{n} >= (−1)sini|{n− 1} > (12.31)

La sua azione è quella di costruire uno stato con una particella in meno
nello stato λi.

L’operatore di distruzione che genera le variazioni in numero agisce in
uno spazio che è definito dalla somma diretta D(0) ⊕D(1) ⊕ ...⊕D(i) ⊕ ...,
essendo D(i) lo spazio relativo ad i particelle: per questo ci troviamo in un
sistema più generale. Lo spazio cos̀ı costruito si chiama spazio di Fok anche
in questo caso.

Possiamo anche definire un altro operatore, detto di creazione, che agisce
come

â
†
i |{n} >= (−1)si(1− ni)|{n+ 1} > (12.32)

Questo lo si può vedere subito, coniugando la definizione di âi e moltipli-
cando per il ket |{n} > e risolvendo algebricamente. Da queste definizioni
si può partire per dimostrare la nostra precedente asserzione. Si osservi che
se ni = 0 si ha âi|{n} >= 0; se ni = 1 si ha â

†
i |{n} >= 0. L’algebra di

tali operatori è strutturalmente simile a quella degli operatori omonimi del
caso simmetrico, a patto però di sostituire all’operazione di commutazione,
l’operazione di anticommutazione che indichiamo con {}:

{âi, âj} = 0 {â†i , â
†
j} = 0 {âi, â†j} = δij (12.33)

Definiamo un ulteriore operatore come Ni = â
†
i âi che opera come

Ni|{n} >= â
†
i âi|{n} >= n2

i |{n} >= ni|{n} >

ovvero gli autovalori di Ni sono ancora i numeri di occupazione e gli stati
che soddisfano la sua equazione agli autovalori sono quelli in cui esso è
diagonale.

12.4.2 Operatori di campo

L’algebra degli operatori di campo nel caso antisimmetrico è identica for-
malmente a quella degli operatori omonimi del caso simmetrico, con qualche
piccola differenza. Definiamoli come

Ψ(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi > âi Ψ†(~x) =

∞∑

i=1

< ~x|λi >∗ â†i (12.34)

216



12.5. Operatori in seconda quantizzazione

Tali operatori costruiscono stati che sono combinazione lineare coerente di
stati in cui vi è una particella in meno o in più in ciascun stato di particella
singola.

L’algebra si può mostrare semplicemente, ci limitiamo a riportarla,
tenendo conto di utilizzare anticommutatori al posto dei commutatori:

{Ψ(~x),Ψ(~y)} = 0 {Ψ†(~x),Ψ†(~y)} = 0 {Ψ(~x),Ψ†(~y)} = δ3(~x− ~y)(12.35)

L’azione di Ψ(~x) e Ψ†(~x) è quella di distruggere e creare rispettivamente,
una particella nella posizione ~x.

Possiamo anche risalire all’operatore numero in termini di operatori di
campo:

N̂ =
∑

i

â
†
i âi =

∑

i,j

â
†
i < λi|λj > âi =

=
∑

i,j

∫
d3xâ

†
i < λi|x >< x|λj > âi =

∫
d3xΨ†(x)Ψ(x) (12.36)

A partire dalla relazione fondamentale introdotta ma non dimostrata nei
paragrafi precedenti, per < x|{n} >, si dimostra che

A|~x1, ~x2, ..., ~xN >=
1

N !
Ψ†(~xN )...Ψ†(~x2)Ψ†(~x1)|0 > (12.37)

ovvero applicando Ψ†(xi) ripetutamente (i = 1, 2, ..., N) (nel caso dei bo-
soni l’applicazione avveniva nell’ordine inverso) otteniamo lo stato antisim-
metrizzato a partire dallo stato di vuoto: stiamo praticamente aggiungendo
particelle nelle posizioni (~x1, ~x2, ..., ~xN ).

Si noti come già avevamo anticipato, che l’applicazione degli operatori
di campo tiene conto fin dall’inizio dell’opportuna antisimmetrizzazione
degli stati e della antisimmetria rispetto all’interscambio: il fatto stesso
che parliamo di fermioni è intrinseco nell’algebra degli operatori di campo.

12.5 Operatori in seconda quantizzazione

Sia F un operatore che non cambia il numero di particelle N e si supponga
che sia locale, ovvero

< x′|F |x >= δNN ′F (x)
∏

δ(x′i − xi) (12.38)

A questo punto possiamo rappresentarlo in termini degli stati relativi ai
numeri di occupazione:

< {n′}|F |{n} >=

∫
dx′ < {n′}|x′ >< x′|F |x > dx < x|{n} >=

=
1

N !

∫
dx < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)|0 > F (x) < 0|Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >

Poichè il prodotto che compare degli operatori di campo ha elementi di
matrice non nulli solo con gli stati di vuoto, possiamo sostituire |0 >< 0| =∑

{n′′} |{n′′} >< {n′′}| = I e ottenre

< {n′}|F |{n} >=
1

N !

∫
dx < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)|F (x)|Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >

217



12.5. Operatori in seconda quantizzazione

ed avere in definitiva

F =
1

N !

∫
dx1...dxNΨ†(xN )...Ψ†(x1)F (x1, ..., xN )Ψ(x1)...Ψ(xN ) (12.39)

Supponiamo che l’operatore F sia la somma di N operatori ad un corpo:

F (x) =
N∑

i=1

f(xi)

Allora avremo

< {n′}|F |{n} >=
1

N !

∫
dx1...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)

∑

i

f(xi)Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >

Consideriamo il termine

∫
dx1...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x1)f(xN )Ψ(x1)...Ψ(xN )|{n} >=

=

∫
dx2...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x2)f(xN )N̂1Ψ(x2)...Ψ(xN )|{n} >=

=

∫
dx2...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x2)f(xN )Ψ(x2)...Ψ(xN )|{n} >=

=

∫
dx3...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x3)f(xN )N̂2Ψ(x3)...Ψ(xN )|{n} >=

=

∫
dx3...dxN < {n′}|Ψ†(xN )...Ψ†(x3)f(xN )2Ψ(x3)...Ψ(xN )|{n} >=

= ... =

∫
dxN (N − 1)! < {n′}|Ψ†(xN )f(xN )N̂2Ψ(xN )|{n} >

Usando opportunamente le regole di commutazione è possibile portare ogni
termine Ψ†(xi) a sinistra ed ogni termine Ψ(xi) a destra, ottenendo cos̀ı
che ogni termine della sommatoria produca lo stesso risultato precedente, in
modo da ottenere come risultato il fattore N(N −1)! che si elide con quello
1
N ! che è moltiplicato per tutta la somma. Passando inoltre dall’equazione
con gli stati |{n} > a quella tra operatori, otteniamo infine

F =

∫
dxΨ†(x)F (x)Ψ(x) (12.40)
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12.5. Operatori in seconda quantizzazione

12.5.1 Osservabili dinamiche

Applichiamo quanto detto ad alcune osservabili dinamiche fondamentali che

abbiamo incontrato. Sia H =
∑
hi(~xi), con h(~xi) = − ~

2

2m∇2
xi

. Otteniamo:

H = − ~
2

2m

∫
d3xΨ†(~x)∇2Ψ(~x) =

= − ~
2

2m

∑

k,k′

∫
d3xâ

†
ke

−i~k·~x∇2âk′e
i~k′·~x 1√

V

1√
V

=

= − ~
2

2m

∑

k,k′

∫
d3xâ

†
kâk′(−k′2)e−i(

~k−~k′)·~x 1√
V

1√
V

=

=
~

2

2m

∑

k,k′

â
†
kâk′k

′2 1

V
V δkk′ =

∑

k

~
2k2

2m
â
†
kâk (12.41)

Per l’impulso totale ~P =
∑

i
~Pi con ~Pi = ~

i
~∇i (la i a denominatore è l’unità

immaginaria), si avrà

H =
1

2

~

i

∫
d3x[Ψ†(~x)∇Ψ(~x)− (∇Ψ†(~x))Ψ(~x)] (12.42)

che uno sviluppo analogo precedente porta al risultato cercato

~P =
∑

~k

~~kâ
†
~k
â~k (12.43)

Ricordando la definizione dell’operatore numero

N =
∑

~k

â
†
~k
â~k (12.44)

possiamo affermare che H e ~P si ricavano pesando i termini delle somme

che definiscono tale operatore, con la loro espressione ad un corpo, ~
2k2

2m e

~~k rispettivamente, e sommandoli tra loro.
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